
بیستوفیل

حسابان یازدهم

ریاضی





مشاوره کنکور نوتروفیل

سال یازدهم
ریاضی

10155887

بیستوفیل حسابان فصل 1

یازدهم



درس اول : مجموع جملات دنباله هاي حسابی و هندسی
دنباله حسابی

دنباله هندسی

درس دوم : معادلات درجه دوم
یادآوري معادله درجه دوم و حالات مختلف ریشه هاي آن و مسائل کاربردي معادله درجه دوم

( p و s مسائل) روابط بین ضرایب و ریشه هاي معادله

تشکیل معادله درجه دوم

منحنی درجه دوم و صفر هاي تابع درجه دوم

روش هندسی حل معادلات

درس سوم : معادلات گویا و گنگ
معادلات شامل عبارات گویا

معادلات شامل عبارات گنگ

درس چهارم : قدر مطلق و ویژگی هاي آن
رسم نمودار توابع قدر مطلقی

معادلات و نامعادلات قدر مطلقی

درس پنجم : آشنایی با هندسه تحلیلی
فاصله دو نقطه در صفحه مختصات و مختصات نقطه وسط پاره خط

خطوط موازي و عمود بر هم و وضعیت دو خط نسبت به هم

فاصله نقطه از خط و مسائل آن
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درس اول : مجموع جملات دنباله هاي

حسابی و هندسی

درس دوم : معادلات درجه دوم

دنباله حسابی
، حداقل چند جمله را با هم جمع کنیم تا حاصل از  بیشتر شود؟  در دنباله حسابی با جمله اول  و قدر نسبت   148400

مجموع همۀ اعداد طبیعی دو رقمی مضرب  را بنویسید. (از فرمول مجموع جملات دنباله استفاده کنید.)  26

در جاهاي خالی عبارت مناسب قرار دهید.  3

,1مجموع جملات دنبالۀ حسابی  برابر .................. است. 3, 5, 7, ⋯ , 199

3xفاصله دو خط موازي  و  برابر .................. است. − 4y + 5 = 0−3x + 4y + 10 = 0

مجموع چند جمله از دنباله حسابی  برابر  است؟   4

 (                                  (                                  (                                  (

x, 7, 12, ⋯60

13243546

مجموع  جملۀ اول دنبالۀ حسابی  را به دست آورید.  520 ,  ,  , ⋯
1 +  7

1
6

−1
1 −  7

1

مجموع تمام اعداد دو رقمی مضرب  را به دست  آورید.  63

در یک دنبالۀ حسابی، جملۀ هفتم دنباله، نصف جملۀ سوم است. مجموع چند جملۀ اول از این دنباله، صفر می شود؟  7

دنباله هندسی
جملۀ ششم یک دنبالۀ هندسی  و حاصل ضرب پنج جملۀ اول دنباله  است. مجموع شش جملۀ اول دنباله را به دست آورید.  881243

در یک دنباله هندسی، مجموع شش جملۀ اول دنباله،  برابر مجموع سه جملۀ اول آن است. مجموع ده جملۀ اول این دنباله چند برابر  9
مجموع پنج جملۀ اول آن است؟ 

9

طول ضلع مربعی یک متر است. ابتدا نیمی از مساحت آن را رنگ می کنیم. سپس نیمی از مساحت باقی مانده را و به همین ترتیب در هر  10

99مرحله نیمی از مساحت باقی مانده از قبل را رنگ می کنیم. پس از دست کم چند مرحله حداقل  درصد سطح مربع رنگ شده است؟

توپی را در اختیار داریم که از هر ارتفاعی رها شود، پس از برخورد با زمین به اندازة  ارتفاع اولیۀ خود بالا می رود، فرض کنید این توپ را  11

امُین برخورد با زمین، چه مسافتی را طی کرده است؟ از زمین به هوا پرتاب کرده ایم تا به ارتفاع  متري برسد، این توپ تا هنگام 

 

3
1

154

یادآوري معادله درجه دوم و حالات مختلف ریشه هاي آن و مسائل کاربردي معادله درجه دوم
درستی و نادرستی جملات زیر را تعیین کنید.  12

الف) معادلۀ خط گذرا از دو نقطۀ  و  یک تابع است.     

)، محور عرض ها ( ها) را قطع می کند.   ب) نمودار هر تابع درجه دو (با دامنۀ 

ج) در تابع  همواره تعداد اعضاي دامنۀ تابع بزرگ تر یا مساوي تعداد اعضاي برد تابع است.
د) هر دو تابع که دامنه و بردشان برابر باشند، با هم مساوي اند.   

A(−2, −2)B(−2, 2)

Ry

f : A → B

1



 13

مطابق شکل رو به رو، نقاط  روي منحنی به معادلۀ  قرار دارند.

) به  صورت یک تابع بنویسید. مساحت مستطیل هاشور خورده  را برحسب متغیر  (طول نقطۀ 
 

B, Ay =  2
12 − x2

ABCDxA

شکل مقابل نماي جانبی عدسی محدبی است که از منحنی سهمی به معادلۀ  مدل سازي می شود.  14

الف) مختصات نقاط  را به دست آورید. ( ماکزیمم سهمی است.)

ب) محیط مثلث  را به دست آورید.

ج) اگر عدسی کاملاً متقارن و  برحسب میلی متر باشد، بیشترین ضخامت عدسی را به دست آورید.

 

f(x) = −x +2 4x + 12

C, B, AB

ABC

y

( p و s مسائل) روابط بین ضرایب و ریشه هاي معادله

، حاصل عبارت  را به دست آورید. 15αβx  و  ریشه هاي معادلۀ  هستند. اگر  −2 4x − 2 = 0β > αA = 4β +2 2α2

اگر  و  ریشه هاي معادلۀ  باشد حاصل  را به دست آورید.  16αβx −2 4x + 1 = 0 +
β

α2
 

α

β2

تشکیل معادله درجه دوم

معادلۀ  مفروض است معادله اي بنویسید که ریشه هایش از دو برابر ریشه هاي معادله مفروض یک واحد کمتر باشد.  17−2x +2 x + 5 = 0

منحنی درجه دوم و صفر هاي تابع درجه دوم
شکل روبه رو نمودار سهمی  می باشد، علامت ضرایب  و  را تعیین کنید.  18

    

y = ax +2 bx + cbc

2
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، نمودار یا نمودارهاي متناظر با هر یک از ویژگی هاي جدول زیر را مشخص کنید. با توجه به تابع   19

شماره نمودار (نمودارها)ویژگی

 .................. علامت  منفی است

 .................. داراي مینیمم است و ریشه ندارد

 .................. علامت  منفی است

f(x) = ax +2 bx+ c

b

c

 

در شکل زیر نمودار سهمی  داده شده است. صفرهاي تابع را در صورت وجود  20
به دست آورید و ضابطۀ تابع را مشخص کنید.

p(x) = ax +2 bx+ c

مقدار  را چنان بیابید که یکی از صفرهاي تابع  برابر  باشد، سپس صفرهاي دیگر تابع را به دست  21
آورید.

mf(x) = x +3 mx −2 x− 2−1

نمودار تابع درجه دوم  شکل مقابل است. اگر  و  ریشه هاي معادلۀ  باشند، حاصل  را به دست  22
آورید.

 

y = f(x)αβf(x) = 0α β +2 β α2

معادلۀ سهمی شکل مقابل را بنویسید.  23

    

مقدار  را طوري بیابید که یکی از صفرهاي  برابر با  باشد. سپس سایر صفرهاي آن را  24
تعیین کنید.

mf(x) = x +3 (m− 1)x −2 x− 3x = −3

3



درس سوم : معادلات گویا و گنگ

درس چهارم : قدر مطلق و ویژگی هاي

آن

درس پنجم : آشنایی با هندسه تحلیلی

روش هندسی حل معادلات

معادلۀ  را به روش هندسی حل کرده و جواب آن را در صورت وجود به  دست آورید.  25 −x + 1 x =2 2x + 1

معادلات شامل عبارات گویا
اگر دو ماشین چمن زنی با هم کار کنند، می توانند در  ساعت، چمن یک زمین فوتبال را کوتاه کنند. با فرض اینکه سرعت کار یکی از آنها  26

دو برابر دیگري باشد، ماشین سریع تر در چند ساعت می تواند کار را به تنهایی انجام دهد؟ 
4

اگر دو نقاش ساختمان با هم کار کنند نقاشی یک خانه را در  ساعت انجام می دهند. اگر کارگر اول به تنهایی کار کند  ساعت زودتر از  27
کارگر دوم کار را تمام می کند. مشخص کنید هر کدام به تنهایی در چند ساعت کار را تمام می کنند.

65

طول خط یک متروي تهران  کیلومتر است. براي انجام آزمایشی، قطاري مسیر شمال به جنوب این خط را با سرعت ثابت  و بدون  28

توقف در ایستگاه ها طی می کند. اگر بدانیم در مسیر جنوب به شمال سرعت قطار  کیلومتر بر ساعت کمتر از سرعت آن در مسیر رفت و همچنین

زمان بازگشت  دقیقه طولانی تر از زمان رفت باشد، مجموع طول زمان رفت و برگشت این قطار چند ساعت است؟

60v

15

40

معادلات شامل عبارات گنگ

معادلۀ  را حل کنید.  29 =x + 1 x − 5

معادله  را حل کنید.  302 +  =1 + x x − 3
معادلۀ زیر را به روش جبري حل کنید.   31

 1 +  =x + 2 x − 3

جواب هاي معادلۀ  را تعیین کنید.  32x − 16 = x(  −x 4)

معادلۀ رادیکالی  را حل کنید.  33 =3 − 3p 3 +  3p + 2

رسم نمودار توابع قدر مطلقی
نمودار تابع  را رسم کنید و به کمک آن معادله  را حل کنید.  34f(x) = ∣∣x∣ − 3∣f(x) = 2

تابع  را بدون استفاده از قدرمطلق به  صورت چندضابطه اي بنویسید و نمودار آن را رسم کنید.  35f(x) = ∣x + 1∣ + ∣x − 2∣

معادلات و نامعادلات قدر مطلقی

معادله قدرمطلقی  را به روش جبري حل کنید.  36∣∣x∣ − 1∣ = 2

فاصله دو نقطه در صفحه مختصات و مختصات نقطه وسط پاره خط

نقاط  و  و  سه راس مثلث  هستند. طول میانۀ  را بیابید.  37A  [ 0
1 ]B  [ 1

4 ]C  [ 3
0 ]ABCAM

4
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نقاط  سه رأس از مستطیل  هستند. مختصات رأس چهارم آن را به دست آورده و فاصلۀ آن  38
رأس را تا مبدا مختصات تعیین کنید.

C(1, −2), B(−1,0), A(2, 3)ABCD

مختصات نقطه اي روي خط  را به دست آورید که از دو نقطۀ  به یک فاصله باشد.  39y − 2x = 1A   , B   

−1
−1

3
1

نقطه اي روي خط  بیابید که از دو نقطۀ  به یک فاصله باشد.  40y + 2x − 1 = 0B(1,0), A(−3,0)

خطوط موازي و عمود بر هم و وضعیت دو خط نسبت به هم

نقاط  سه رأس مثلث  هستند. اگر مثلث در رأس  قائمه باشد، مقدار  را بیابید.  41C  , B  , A  [ k
−k

] [ 1
0 ] [ 4

2 ]ABCBk

جاهاي خالی را با عبارت هاي مناسب کامل کنید.  42

الف) فاصلۀ دو خط به معادلات  و  برابر است با  .................. .

ب) حاصل  برابر است با .................. .

ج) حاصل  برابر است با .................. 

د) حاصل  برابر است با .................. .

ax + by + c = 0ax + by + c =′ 0

log  0/001 +100 log  
2

 2 2

 19 − 8  3

 x −
x→3−
lim [ 3]  x[

x→3−
lim 3]

مثلث با راس هاي  مفروض است.  43

الف) طول میانۀ  را بیابید.

ب) معادلۀ عمودمنصف پاره خط  را بیابید.

ج) مساحت مثلث  را به دست آورید.

C(4, 1), B(2, 5), A(1, 2)

AM

BC

ABC

سه ضلع یک مثلث به معادلات  می باشند. معادلۀ ارتفاع  را  44

بیابید.

BC : y +  x =2
3 3, AC : y = 2x + 5, AB : y =  x +2

1
 

2
3

AH

فاصله نقطه از خط و مسائل آن
فاصلۀ نقطۀ  از خط  را به کمک فرمول فاصلۀ نقطه از خط به دست آورید.  45A(−2, 4)4x − 3y + 12 = 0

یکی از اضلاع مربعی بر خط  واقع است. اگر  یکی از رئوس این مربع باشد، مساحت مربع را محاسبه کنید.  46y = 2x − 1(3,0)

دو خط  و  معادله هاي دو ضلع یک مستطیل اند و نقطه  یک رأس مستطیل است. مساحت این  47
مستطیل چقدر است؟ 

3x − 2y = 22x + 3y = 1A(1, 3)

یکی از اضلاع مربعی بر خط  واقع است. اگر  یکی از رئوس این مربع باشد، مساحت مربع را محاسبه کنید.  48y − x − 2 = 0M(2,0)

معادلۀ دو ضلع مربعی به صورت  است، مساحت مربع را به دست آورید.  496y − 4x + 3 = 0, 3y − 2x − 1 = 0

، برابر  باشد؟ مختصات آن نقاط را به دست آورید. چند نقطه روي خط  وجود دارند که فاصلۀ آنها از خط   50x − 2y = 13x + 4y = 34

5



 1

2  

  

 3

         

       

گزینۀ   4

 5

 (صفحۀ  و  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

 6

  (صفحۀ  تا  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

S  >n 400 →  [2 ×
2
n 4 + (n − 1) × 8] > 400 →  (8 +

2
n 8n − 8) > 400

 (8n) >
2
n 400 → 4n >2 400 → n >2 100 → n > 10

12, 18, ⋅ ⋅ ⋅, 96 → d = 6 دنبالھ حسابی 

n =  +
d

a  − a  n 1 1 =  +6
96 − 12

1 = 15
 a  

یا= n a  +1 (n − 1)d → 96 = 12 + 6(n − 1)

→  =6
84

n − 1 → n − 1 = 14 → n = 15

S  =n  (a  +
2
n

1 a  ) =n  (12 +2
15 96) =  (108) =2

15 810

 S  
یا= n  [2a +2

n
(n − 1)d] =  [2(12) +2

15
6(15 − 1)] =  (108) =2

15
810

10000

3

3

a  =1  , a  =
1 +  7

1
2  , a  =6

−1
3  ⇒

1 −  7
1

2d = a  −3 a  =1  −
1 −  7

1
 =

1 +  7
1

 =1 − 7
1 +  − 1 +  7 7

 ⇒
−3

 7
d =  

−6
 7

S  =n  (2a  +
2
n

1 (n − 1)d) ⇒ S  =20  (2(  ) +
2
20

1 +  7
1 19(  ))

−6
 7

= 10(  +1 − 7
2(1 −  )7 19(  )) =

−6
 7 10(  ) =

−6
2 + 17  7

 (2 +3
−5 17  )7

34

 

a  =  , a  =  , a  =  1 1 +  7
1

2 6
−1

3 1 −  7
1

⇒ 2d = a  − a  =  −  =  ⇒ d =  (  0٫25)3 1 1 −  7
1

1 +  7
1

1 − 7
1 +  − 1 +  7 7

−6
 7 نمره

S  =  (2a  + (n − 1)d) (  0٫25) ⇒ S  =  (2(  ) + 19(  )) (  0٫25)n 2
n

1 نمره 20 2
20

1 +  7
1

−6
 7 نمره

= 10(  + 19(  )) = 10(  ) =  (2 + 17  ) (  0٫25)1 − 7
2(1 −  )7

−6
 7

−6
2 + 17  7

3
−5 7 نمره

 
دنبالھ: 12, 15, ⋯⋯⋯ , 99

 ⇒{ a  = 121
d = 3  ⇒{ a  = a  + (n − 1)dn 1

99 = 12 + (n − 1)3 n − 1 =  =
3

99 − 12 29 ⇒ n = 30

S  =n  
(a  

+
2
n

1 a  ) ⇒n S  =30 (12 +2
30

99) = 1665

24

6
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دنبالۀ حسابی دنباله اي از اعداد است، که تفاضل هر دو جملۀ متوالی آن مقدار ثابتی باشد.  7

 

 قدرنسبت دنبالۀ حسابی است  این دنباله را می توان به صورت بازگشتی  هم نوشت.

مجموع  جملۀ اول یک دنبالۀ حسابی

   

 اول روابط داده شده را به زبان ریاضی می نویسیم.

 

   (صفحۀ  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

اول داده هاي مسئله را به زبان ریاضی می نویسیم. سپس جملۀ اول و قدرنسبت را به دست آورده و فرمول مجموع  جمله دنباله هندسی را می نویسیم و جایگذاري می کنیم.  8

 

راهنماي تصحیح:

 

       9

 

        10

 

) فرمول مجموع را حتماً بنویسید.  11

 
دنبالھ: 12, 15, ⋯⋯⋯ , 99 (

 
نمره(0٫25

 ⇒{ a  = 121
d = 3  (  0٫25) ⇒{ a  = a  + (n − 1)dn 1

99 = 12 + (n − 1)3 نمره n − 1 =  =
3

99 − 12 29 ⇒ n = 30 ( نمره(0٫25 

⇒ S  =30  (12 +2
30

99) = 1665 (
 
نمره(0٫25

a  1

a  =2 a  +1 d

a  =3 a  +1 2d

⋮

a =n a  +1 (n − 1)d

d(d = 0)a  =n+1 a  +n d

n

S  =n  (2a  +2
n

1 (n − 1)d) =  (a  +2
n

1 (a  +1 (n − 1)d)) = S  =n  (a  +2
n

1 a  )n

a  =7  a  ⇒2
1

3 a  +1 6d =  (a  +2
1

1 2d) ⇒ 2a  +1 12d = a  +1 2d ⇒ a  +1 10d = 0 ⇒ a  =1 −10d

S  =n  (2a  +2
n

1 (n − 1)d) = 0 ⇒  (−20d +2
n

(n − 1)d) = 0 ⇒  ((n −2
n

21)d) = 0 ⇒   ⎩⎨
⎧ n = 0

d = 0
n = 21 قابل قبول  

3

a  =7  a  ⇒2
1

3  ⇒

( نمره(0٫25 

 a  + 6d =  (a  + 2d) ⇒ 2a  + 12d = a  + 2d1 2
1

1 1 1 a  +1 10d = 0 ⇒  

( نمره(0٫25 
 a  = −10d1

S  =n  
(2a  

+
2
n

1 (n − 1)d) = 0 ⇒  
⇒

( نمره(0٫5 

  
(−20d + (n − 1)d) = 0 ⇒

 
((n − 21)d) = 0

2
n

2
n

  (  0٫25)⎩⎨
⎧ n = 0

d = 0
n = 21

قابل قبول  
نمره

n

a  =6 a  q (1) , a  ×1
5

1 a  ×2 ⋯ × a  =5 243 ⇒ a  (a  q)(a  q )(a  q )(a  q ) =1 1 1
2

1
3

1
4 243

⇒ a  q =1
5 10 243 ⇒ (a  q ) =1

2 5 3 ⇒5 a  q =1
2 3 (2)  

(1),(2)
 =

a  q1 2
a  q1 5

q =3
 =3

81 27 ⇒ q = 3 ⇒ a  =1  

3
1

S  =n  ⇒1 − q

a  (1 − q )1
n

S  =6  
=1 − 3

 
(1 − 3 )3

1 6
 
=

−2
 
(1 − 729)3

1
 3

364

a  =6 a  q (1) , a  ×1
5

1 a  ×2 ⋯ × a  =5 243 (  0٫25) نمره⇒ a  (a  q)(a  q )(a  q )(a  q ) =1 1 1
2

1
3

1
4 243

⇒ a  q =1
5 10 243 ⇒ (a  q ) =1

2 5 3  (  0٫25) ⇒5 نمره a  q =1
2 3 (2)  

(1),(2)
 =

a  q1 2
a  q1 5

q =3
 =3

81 27 ( نمره(0٫25 

⇒ q = 3 ⇒ a  =1  3
1

S  =n  ⇒1 − q

a  (1 − q )1
n

S  =6  =1 − 3
 (1 − 3 )3

1 6
 =

−2
 (1 − 729)3

1
  (  0٫25)3

364 نمره

 =
S  3

S  6 1 + q =3 9 ⇒ q = 2 ⇒  =
S  5

S  10 1 + q =5 33

 ,  ,  S  ≥2
1

4
1

8
1

n  ⇒100
99

 ×2
1

 ≥
1 −  

2
1

1 − (  )2
1 n

 

100
99

⇒ 1 − (  ) ≥2
1 n

 ⇒100
99

 ≥100
1

(  ) ⇒2
1 n 2 ≥n 100 ⇒ n = 7

1

7



) قدرنسبت و جملۀ اول دنباله را تعیین کنید.

) اگر قدرنسبت  بود، در فرمول  جایگذاري کنید و جواب نهایی را به  دست آورید.

     
   

مسیرهاي رفت و برگشت توپ:

  

 (صفحۀ  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

مسیرهاي رفت و برگشت توپ:

 

الف) نادرست: زیرا نقاط  روي خطی قائم به معادلۀ  قرار دارند. این خط یک تابع نیست. چون بی شمار نقطه با طول  و عرض هاي حقیقی روي این خط قرار  12
دارند.

ب) درست: زیرا هر سهمی با معادلۀ  در نقطۀ  محور عرض ها را قطع می کند.

 

 ج) درست: زیرا در تابع  همواره داریم:

 

 
د) نادرست: براي تساوي دو تابع، دامنۀ توابع باید با هم برابر باشند. (شرط لازم) و علاوه بر آن باید داشته باشیم:

بنابراین در دو تابع مساوي، دامنه و برد آنها یکسان است ولی عکس این مطلب صحیح نیست یعنی ممکن است دامنه و برد دو تابع یکسان باشند ولی دو تابع برابر نباشند، مانند:

توابع  برابر نیستند.

(صفحۀ  کتاب درسی)

2

3qS  =n  1 − q

a  (1 − q )1
n

B  =1 30 , B  =2  , B  =
3
30

3  , ⋯ , B  =
9
30

n  , ⋯
3n−1
30

a  =1 30 , q =  , S  =3
1

n  ⇒1 − q

a  (1 − q )1
n

S  =4  =
1 −  3

1
30(1 − (  ) )3

1 4

 (1 −2
90

(  ) ) =3
1 4 44٫44

5

 

( نمره(0٫5 

 B  = 30 , B  =  , B  =  , ⋯ , B  =  , ⋯1 2 3
30

3 9
30

n 3n−1
30

 , S  =

نمره0٫25 

 a  = 30 , q =  1 3
1

n  ⇒1 − q

a  (1 − q )1
n

 =

( نمره(0٫5 

 S  =  4
1 −  3

1
30(1 − (  ) )3

1 4

 (1 −2
90

(  ) ) =3
1 4 44٫44 ( نمره(0٫25 

B, Ax = −2x = −2

f(x) = ax +2 bx + cM(0, c)

f(x) = ax +2 bx + c  

x=0
f(0) = c

f : A → B

  ⎩⎨
⎧ A = D  f

R  ⊆ Bf

n(A) = n(D  ) ≥ n(R  )f f

∀x ∈ D  =f D  ⇒g f(x) = g(x)

 ⇒{ f = {(2, 4), (3, 5), (1, 7)}
g = {(2, 5), (3, 7), (1, 4)}

D  =f D  =g {1, 2, 3}, R  =f R  =g {4, 5, 7}

g, f

41, 38, 39

8
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راهنماي تصحیح:

الف) نادرست   

ب) درست   

ج) درست   

د) نادرست   

 13
مطابق شکل مساحت مستطیل، حاصل ضرب طول در عرض مستطیل است.

 نقطۀ  روي تابع  قرار دارد، پس مختصات آن به صورت  است.

، هم طول اند. از آنجایی که تابع نسبت به محور  متقارن است،  نیز قرینۀ  است. پس: دو نقطۀ 

  (صفحۀ  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

طول نقاط  محل برخورد سهمی با محور طول ها است.  14

 

 مختصات رأس سهمی:

 

  (صفحۀ  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

طول نقاط  محل برخورد سهمی با محور طول ها

 

مختصات رأس سهمی:

(
 
نمره(0٫25

( نمره(0٫25 

( نمره(0٫25 

(
 
نمره(0٫25

AfA(x,  )2
12 − x2

D, AyCD

طول مستطیل =  ∣x  −D x  ∣ =C ∣x − (−x)∣ = 2x عرض مستطیل=  ∣AD∣ = y  =A  

2
12 − x2

S =  
طول×  

عرض= (2x) × (y) = 2x
 
=2

(12 − x )2
12x − x3

43

 (  0٫25)
 
= ∣x  

− x  
∣ = ∣x − (−x)∣ = 2x طول مستطیل D C

 = ∣AD∣ = y  = عرض مستطیل  A 2
12 − x2

⎭⎬
⎫

نمره

S = طول×  عرض=  (2x) × (y) (  0٫25) نمره= 2x
 
=2

(12 − x )2
12x − x (  0٫5)3 نمره

C(6,0), A(−2,0)

f(x) = −x +2 4x + 12 = 0 ⇒ −(x + 2)(x − 6) = 0 ⇒   

x = −2
x = 6

B   

 =  = 2
2a

−b

2(−1)
−4

f(2) = 16

∣AB∣ =  =(−2 − 2) + (16 − 0)2 2 4  17

∣BC∣ =  =(6 − 2) + (16 − 0)2 2 4 17
∣AC∣ = ∣6 − (−2)∣ = 8

P = ∣AB∣ + ∣AC∣ + ∣BC∣ = 8  +17 8
y  =max y  =B f(2) = 16

35

C, A

f(x) = −x +2 4x + 12 = 0 ⇒ −(x + 2)(x − 6) = 0 ⇒   (  0٫25)
x = −2
x = 6 نمره

A   , C   

−2
0

6
0

9



 

 15

راه دوم:

 

  (صفحۀ  و  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

 راه دوم:

 

اول  و  معادله را تعیین نموده سپس عبارت داده شده را تا جاي ممکن ساده نموده و برحسب  و  می نویسیم و جایگذاري می کنیم:  16

 
 می دانیم:

 

 (صفحه هاي  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

 

معادلۀ درجه دومی که مجموع ریشه هاي آن  و حاصل ضرب ریشه هاي آن  باشد را می توان به صورت  نوشت.  17

اگر معادله درجه دومی بدهند، و از ما معادلۀ درجه دومی دیگري بخواهند که ریشه هایش با ریشه هاي معادلۀ اول رابطۀ مشخصی داشته باشد، کافی است، ریشه هاي معادلۀ اول را  و معادلۀ

B   (  0٫25)
 =  = 2

2a

−b

2(−1)
−4

f(2) = 16
نمره

∣AB∣ =  =(−2 − 2) + (16 − 0)2 2 4  (  0٫25)17 نمره

∣BC∣ =  =(6 − 2) + (16 − 0)2 2 4 (  0٫25)17 نمره

∣AC∣ = ∣6 − (−2)∣ = 8 ( نمره(0٫25 

P = ∣AB∣ + ∣AC∣ + ∣BC∣ = 8  +17 8 ( نمره(0٫25 

y  =max y  =B f(2) = 16 ( نمره(0٫25 

x −2 4x − 2 = 0 , S = α + β =  =
a

−b 4, P = αβ =  =
a

c
−2

 

(β>α)
β − α =  =

a

 Δ
 =24 2 6

A = 4β +2 2α =2 3(β +2 α ) +2 (β −2 α ) =2 3((β + α) −2 2αβ)) + (β + α)(β − α)

= 3(S −2 2P ) + S ⋅  =
a

 Δ 3(4 −2 2(−2)) + 4 × 2  =6 60 + 8  6

x −2 4x − 2 = 0 ⇒ β = 2 +  ,α =6 2 −  6
→ A = 4β +2 2α =2 4(4β + 2) + 2(4α + 2) = 8(2β + α) + 12

= 8(2(2 +  ) +6 2 −  ) +6 12 = 60 + 8  6

89

x −2 4x − 2 = 0 , S = α + β =  =
a

−b
4, P = αβ =  =

a

c
−2 ( نمره(0٫25 

 

(β>α)
β − α =  =

a

 Δ
 =24 2 6

A = 4β +2 2α =2 3(β +2 α ) +2 (β −2 α ) (  0٫25)2 نمره

= 3((β + α) −2 2αβ)) + (β + α)(β − α) ( نمره(0٫25 

= 3(S −2 2P ) + S ⋅  (  0٫25) =
a

 Δ نمره 3(4 −2 2(−2)) + 4 × 2  =6 60 + 8  (  0٫25)6 نمره

x −2 4x − 2 = 0 ⇒ β = 2 +  (  0٫25) ,α =6 نمره 2 −  (  0٫25)6 نمره

→ A = 4β +2 2α =2 4(4β + 2) + 2(4α + 2) (
 
نمره(0٫5

= 8(2β + α) + 12 = 8(2(2 +  ) +6 2 −  ) +6 12 = 60 + 8  (  0٫25)6 نمره

SPSP

S = α + β =  =
a

−b 4 , P = α × β =  =
a

c 1

a +3 b =3 (a + b)(a −2 ab + b ) , a +2 3 b =3 (a + b) −3 3(ab)(a + b)

 
+

β

α2
 
=

α

β2
 
=

αβ

α + β3 3
 
=

αβ

(α + β) − 3(αβ)(α + β)3
 
=

P

(S − 3PS)3
 
=1

4 − 3(1)(4)3
52

8, 9

S = α + β =  =
a

−b 4 , P = α × β =  =
a

c 1 ( نمره(0٫5 

 =

( نمره(0٫25 

  +  =  

β

α2

α

β2

αβ

α + β3 3
 =

( نمره(0٫5 

  =  

αβ

(α + β) − 3(αβ)(α + β)3

P

(S − 3PS)3
 =1

4 − 3(1)(4)3
52 ( نمره(0٫25 

SPx −2 Sx + P = 0

x

10
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،  و  جدید را نوشته و معادلۀ جدید را بر حسب آن بنویسیم. دوم را  بنامیم و ارتباط  و  را با استفاده از صورت سوال بنویسیم و با توجه به 

 (صفحۀ  تا  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

 18

    

         19

شماره نمودار (نمودارها)ویژگی

علامت  منفی است

داراي مینیمم است و ریشه ندارد

 و علامت  منفی است

تابع صفري ندارد.  20

 

 21

مطابق شکل نقاط  هم عرض هستند، بنابراین داریم:  22

 

 چون مختصات رأس سهمی را داریم، معادلۀ آن را می توان به شکل زیر نوشت:

 

 رابطۀ داده شده را برحسب  (مجموع ریشه ها) و  (حاصل ضرب ریشه ها) و با توجه به معادلۀ  می نویسیم:

 

  (صفحۀ  تا  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

 

ابتدا یک تابع درجه  را به شکل  در نظر می گیریم و با توجه به معلومات مسئله پارامترهاي  را تعیین می کنیم. در این سؤال چون مختصات رأس  23

ها  را در تابع جایگذاري نموده و داده شده است، از رابطۀ  استفاده کردیم و مختصات نقطۀ محل برخورد تابع با محور 

XxXXPS

x  +1 x  =2 S =  , x  ×2
1

1 x  =2 P =  ⇒2
−5

X  =1 2x  −1 1 , X  =2 2x  −2 1

⇒ S =′ X  +1 X  =2 2(x  +1 x  ) −2 2 = 2(  ) −2
1 2 = −1

P =′ X  ×1 X  =2 4x  x  −1 2 2(x  +1 x  ) +2 1 = 4(  ) −2
−5 2(  ) +2

1
1 = −10

X −2 S X +′ P =′ 0 ⇒ X +2 X − 10 = 0

811

x  + x  = S =  , x  × x  = P =  (  0٫25) ⇒ X  = 2x  − 1 , X  = 2x  − 11 2 2
1

1 2 2
−5 نمره 1 1 2 2

S = X  + X  = 2(x  + x  ) − 2 = 2(  ) − 2 = −1 (  0٫25),′
1 2 1 2 2

1 نمره

P =′ X  ×1 X  =2 4x  x  −1 2 2(x  +1 x  ) +2 1 = 4(  ) −2
−5 2(  ) +2

1
1 = −10 (

 
0٫25)

نمره 

X −2 SX + P = 0 ⇒ X +2 X − 10 = 0 (
 
نمره(0٫25

(
 
) b مثبت< 0

 
(

 
) c و> منفی 0

b(3)

(4)

c(1)(2)

y = a(x − 2) +2 1 ⇒ 3 = a(0 − 2) +2 1

⇒ a =  ⇒2
1

y = (x −2
1 2) +2 1

f(−1) = 0 → −1 + m + 1 − 2 = 0 → m = 2
f(x) = x +3 2x −2 x − 2 = (x − 1)(x + 1)(x + 2)

f(x) = 0 →   ⎩⎨
⎧ x − 1 = 0 → x = 1

x + 2 = 0 → x = −2
x + 1 = 0 → x = −1

C, A

x  =
 P

 =2
x  + x  A C

 =2
2 + 0

1 ⇒ P (1, −4)

f(x) = a(x − 1) −2 4 ⇒ f(0) = a − 4 = −2 ⇒ a = 2 ⇒ f(x) = 2x −2 4x − 2

SPAx +2 Bx + C = 0

α β +2 β α =2 αβ(α + β) = P × S =  ×
A

C
 =

A

−B
 ×2

−2
(  ) =2
4

−2

812

x  =
 P

 =
2

x  + x  A C
 =2

2 + 0 1 ⇒ P (1, −4) ( نمره(0٫5 

f(x) = a(x − 1) −2 4 ⇒ f(0) = a − 4 = −2 ⇒ a = 2 ⇒ f(x) = 2x −2 4x − 2 (
 
نمره(0٫5

α β +2 β α =2 αβ(α + β) = P × S =  ×
A

C
 =

A

−B
 ×2

−2
(  ) =2
4

−2 ( نمره(0٫5 

2f(x) = ax +2 bx + cc, b, a

f(x) = a(x − x  ) +s
2 y  =s a(x − 2) −2 2x(x = 1)

11



پارامترها را به  دست می آوریم.

 

  (صفحۀ  تا  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

 

راه حل اول:  24

 ریشۀ تابع  (یا صفر آن) است یعنی:  در نتیجه با جایگذاري  در تابع، مقدار  به دست می آید.

 

 حال با تقسیم  بر عامل  عامل هاي دیگر تابع را به دست می آوریم.

راه حل دوم:

 

  (صفحۀ  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

 راه حل اول:

 

راه حل دوم: (به راه حل دوم استفاده از تجزیه، نمرة کامل داده شود)

 

) اول معادله یا نامعادله را به صورت  می نویسیم که در آن  به سادگی قابل رسم باشند.  25

)  و  را با دقت در یک دستگاه مختصات رسم می کنیم.

) محل تلاقی نمودارها را مشخص می کنیم.

) نقاط به دست آمده را به  صورت مجموعه و یا ناحیۀ مورد نظر را به صورت بازه می نویسیم.

معادله را به صورت  می نویسیم. نمودار هر دو طرف معادله را در یک دستگاه مختصات رسم می کنیم. نمودار این دو تابع، در دو نقطه یکدیگر را

قطع می کنند؛ بنابراین، معادله  ریشه دارد: 

f(x) = a(x − x  ) +s
2 y  =s a(x − 2) −2 2 ⇒ f(1) = a(1 − 2) −2 2 = 0 ⇒ a = 2

⇒ f(x) = 2(x − 2) −2 2 = 2x −2 8x + 6

1012

 ⇒

( نمره(0٫5 

 f(x) = a(x − x  ) + y  = a(x − 2) − 2s
2

s
2

 ⇒

( نمره(0٫5 

 f(1) = a(1 − 2) − 2 = 02 a = 2

f(x) = 2(x − 2) −2 2 = 2x −2 8x + 6 (
 
نمره(0٫5

x = −3f(x)f(−3) = 0x = −3m

f(−3) = −27 + (m − 1)9 + 3 − 3 = 0 ⇒ m − 1 = 3 ⇒ m = 4

f(x)x + 3

    

x + 3x − x − 33 2

−(x + 3x )3 2  

x + 3
x − 12

 ⇒  

−x − 3
−(−x − 3)
0

f(x) = (x + 3)(x −2 1) ⇒ f(x) = 0 ⇒   ⎩⎨
⎧ x = −3

x = −1
x = 1

x +3 3x −2 x − 3 = 0 ⇒ x (x +2 3) − (x + 3) = 0

⇒ (x + 3)(x −2 1) = 0 ⇒ (x + 3)(x − 1)(x + 1) = 0 ⇒   ⎩⎨
⎧ x = −3

x = 1
x = −1

13

f(−3) = −27 + (m − 1)9 + 3 − 3 = 0 ⇒ m − 1 = 3 ⇒ m = 4 ( نمره(0٫5 

  (  0٫5)  

x + 3x − x − 33 2

−(x + 3x )3 2  

x + 3
x − 12 نمره

   

−x − 3
−(−x − 3)
0

⇒ f(x) = (x + 3)(x −2 1) ⇒ f(x) = 0  

( نمره(0٫25 
⇒   (  0٫25)⎩⎨

⎧ x = −3
x = −1
x = 1

نمره

x +3 3x −2 x − 3 = 0 ⇒ x (x +2 3) − (x + 3) = 0

⇒ (x + 3)(x −2 1) = 0 ⇒ (x + 3)(x − 1)(x + 1) = 0 ⇒   ⎩⎨
⎧ x = −3

x = 1
x = −1

1f(x) ≤ g(x)  f(x) یا= g(x)g(x), f(x)

2f(x)g(x)

3

4

 =x + 1 x +2 2x + 1 = (x + 1)2

2x = −1, x = 0

12
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(صفحۀ  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

 معادله را به صورت  می نویسیم. نمودار هر دو طرف معادله را در یک دستگاه مختصات رسم می کنیم نمودار این دو تابع در دو نقطه

یکدیگر را قطع می کنند: بنابراین، معادله  ریشه دارد: 

 

       26

 

وقتی یک نفر کاري را در  واحد زمانی انجام می دهد همیشه نتیجه می گیریم که در یک واحد زمانی  کار را انجام می دهد. حالا اگر شخص دیگر همین کار را در  ساعت انجام  27

دهد می  توان نتیجه گرفت اگر این دو نفر با هم کار کنند در هر ساعت  کار را انجام خواهند داد. بنابراین اگر کارگر اول در  ساعت کار را انجام دهد، کارگر دوم در 

ساعت تمام می کند. از طرفی این دو در یک ساعت  کار را انجام می دهند، در نتیجه داریم:

 

 کارگر اول در  ساعت و کارگر دوم در  ساعت به تنهایی کار را تمام می کنند.
راهنماي تصحیح:

 

  کارگر اول در  ساعت و کارگر دوم در  ساعت به تنهایی کار را تمام می کنند. ( نمره)

ابتدا زمان رفت و برگشت را بر اساس سرعت رفت و برگشت می نویسیم. می دانیم:  28

 حال معادله گویا این مسئله را می سازیم و حل می کنیم:

 (صفحۀ  تا  کتاب درسی)

14

 =x + 1 x +2 2x + 1 = (x + 1)2( نمره(0٫5 

2(
 
0٫5) x نمره= −1, x = 0

 +
t

1
 =2t

1
 ⇒4

1
 =2t

3
 ⇒4

1
t = 6

x 

x

1
y

 +
x

1
 

y

1
xy = x + 5

 

15
1

 +
x

1
 =

x + 5
1

 ⇒15
1

 =
x(x + 5)
x + 5 + x

 ⇒6
1

6(2x + 5) = x +2 5x

⇒ x −2 7x − 30 = 0 ⇒ (x + 3)(x − 10) = 0 ⇒  { x = −3
x = 10

1015

 +
x

1
 =

x + 5
1

 (  0٫5) ⇒6
1

نمره  =
x(x + 5)
x + 5 + x

 ⇒6
1

6(2x + 5) = x +2 5x (
 
نمره(0٫25

⇒ x −2 7x − 30 = 0 ⇒ (x + 3)(x − 10) = 0 ⇒  (  0٫25){ x = −3
x = 10 نمره

10150٫25

v = ⇒
t

x
t =  ⇒

v

x
t  =R  , t  =

v

60
B  

v − 15
60

t  =R  , t  =
v

60
B  ⇒

v − 15
60

 =
v − 15
60

 +
v

60
 ⇒

3
2 60(3)(v) = 60(3)(v − 15) + 2(v)(v − 15)

⇒ 2v −2 30v − 2700 = 0

v =  =
4

30 ±  900 + 4 × 2 × 2700
 ⇒4

30 ± 150
v = 45

⇒ t  +R t  =B  +45
60

 =30
60

 =3
10

 
20

 
دقیقھ3 ساعت و

1719

13



راهنماي تصحیح:

 29

  

 30

 دو طرف معادله را به توان  می رسانیم:

 

 جواب  غیر قابل قبول است.

 31

 

 32

 (صفحۀ  و  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

براي حل این معادلات باید عبارت رادیکال را در یک طرف تساوي و عبارت هاي دیگر را در طرف دیگر ببریم و طرفین را به توان برسانیم و معادلۀ حاصل را حل می کنیم.  33
جواب هایی از این معادله که در معادلۀ اصلی صدق کند، جواب معادله می باشد. (یعنی ممکن است با به توان رساندن جواب هاي اضافی تولید شود.)

 

به یاد داشته باشید قبل از هر اقدامی دامنۀ تابع را بررسی کنید. عملاً جواب هاي حاصل نباید زیر رادیکال را منفی کند و همچنین جواب به دست آمده نباید  را منفی کند.
راه حل اول:

دامنۀ این معادله بازة  است چون:

 

 حال طرفین را به توان  می رسانیم:

 

 جواب هاي به دست آمده در دامنۀ معادله قرار دارد ولی در خود معادله صدق نمی کند.

t  =R  , t  =
v

60
B  (  0٫25) ⇒

v − 15
60 نمره

 =
v − 15
60

 +
v

60
 (  0٫25)3

2 نمره

⇒ 60(3)(v) = 60(3)(v − 15) + 2(v)(v − 15) ⇒ 2v −2 30v − 2700 = 0 ( نمره(0٫25 

v =  (  0٫25) =4
30 ±  900 + 4 × 2 × 2700 نمره  ⇒4

30 ± 150
v = 45

⇒ t  +R t  =B  +45
60

 =30
60

 =3
10

 20  3 ( دقیقھ(0٫25  ساعت و نمره

 =x + 1 x − 5 → x + 1 = (x − 5) →2 x + 1 = x −2 10x + 25 → x −2 11x + 24 = 0 → (x − 3)(x − 8) = 0
→ x = 3 (  ) x غ ق ق= 8 ( ق ق( 

2 +  =1 + x x − 3 →  =1 + x x − 3 − 2 = x − 5

2

1 + x = x −2 10x + 25 → x −2 11x + 24 = 0

 { x = 8
x = 3

x = 3

 =x + 2 x − 4 ⇒ x + 2 = x −2 8x + 16 ⇒ x −2 9x + 14 = 0 ⇒ (x − 7)(x − 2) = 0

x = 2  غ ق ق 

x = 7

x − 16 = x(
 
−x 4) ⇒ (

 
+x 4)(

 
−x 4) = x(

 
−x 4)

⇒ (  +x 4)(  −x 4) − x(  −x 4) = 0 ⇒ (  −x 4)(  +x 4 − x) = 0

 ⎩⎨
⎧ (  − 4) = 0 ⇒ x = 16x

 = x − 4  x − 9x + 16 = 0 ⇒ x =   x =  x
x≥4 2

2
9 ±  81 − 64 x≥4

2
9 +  17

2122

x − 16 = x(  −x 4) ⇒ (  +x 4)(  −x 4) = x(  −x 4)

⇒ (  +x 4)(  −x 4) − x(  −x 4) = 0 ⇒ (  −x 4)(  +x 4 − x) = 0( نمره(0٫25 

 {
(

 
− 4) = 0 ⇒ x = 16 (

 
0٫25)x نمره

 = x − 4  x − 9x + 16 = 0 (  0٫25)x
x≥4 2 نمره

⇒ x =   

2
9 ±  81 − 64 x≥4

x =  (  0٫25)2
9 +  17 نمره

 =f(x) g(x) ⇒ f(x) = (g(x))2

g(x)

[  , 1]3
−2

3 − 3p ≥ 0 , 3p + 2 ≥ 0 ⇒ p ≤ 1 , p ≥  ⇒3
−2

p ∈ [  , 1]3
−2

2

3 − 3p = 9 + 3p + 2 + 6  ⇒3p + 2 −8 − 6p = 6  ⇒3p + 2 −(4 + 3p) = 3  3p + 2

16 + 9p +2 24p = 9(3p + 2) ⇒ 9p −2 3p − 2 = 0 ⇒    

⎩
⎨
⎧

p =  

3
2

p =  

3
−1

غ ق ق 

غ ق ق 
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راه حل دوم:

در مرحلۀ  دوباره دامنه را تعیین می کنیم:

 

 دامنۀ جدید با بازة  اشتراکی ندارد، پس معادله فاقد جواب است.

(صفحۀ  تا  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

دامنۀ این معادله بازة  است چون:

 

 حال طرفین را به توان  می رسانیم:

 

 جواب هاي به دست آمده در دامنۀ معادله قرار دارد ولی در خود معادله صدق نمی کند.
راه حل دوم:

در مرحلۀ  دوباره دامنه را تعیین می کنیم:

 

 دامنۀ جدید با بازة  اشتراکی ندارد، پس معادله فاقد جواب است.

34  جواب هاي معادله  و  هستند.

 35

تابع  یک تابع گلدانی است با توجه به اینکه هر قدرمطلق یک ریشه دارد دامنه تابع عملاً سه قسمت می شود و یک تابع سه ضابطه اي داریم: ابتدا یک نیم خط با شیب منفی  داریم، سپس یک

. پاره خط ثابت داریم و در نهایت یک نیم خط با شیب 

 

        

  (صفحۀ  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

 

−(4 + 3p) = 3  3p + 2

−4 − 3p ≥ 0 ⇒ p ≤ −  

3
4

[−  , 1]3
2

2022

[  , 1]3
−2

3 − 3p ≥ 0 , 3p + 2 ≥ 0 ⇒ p ≤ 1 , p ≥  ⇒3
−2

p ∈ [  , 1] (  0٫25)3
−2 نمره

2

3 − 3p = 9 + 3p + 2 + 6  (  0٫5) ⇒3p + 2 نمره −8 − 6p = 6  ⇒3p + 2 −(4 + 3p) = 3  (  0٫25)3p + 2 نمره

16 + 9p +2 24p = 9(3p + 2) (  0٫25) نمره⇒ 9p −2 3p − 2 = 0 ⇒
( نمره(0٫25 

   

⎩
⎨
⎧

p =  

3
2

p =  

3
−1

 
(

 
غ ق ق(0٫25 نمره

 ( غ ق ق(0٫25  نمره

−(4 + 3p) = 3  3p + 2

−4 − 3p ≥ 0 ⇒ p ≤ −  

3
4

[−  , 1]3
2

x = ±1x = ±5

f2

2

f(x) = ∣x + 1∣ + ∣x − 2∣ =    

⎩
⎨
⎧ −2x + 1

3
2x − 1

x < −1
−1 ≤ x ≤ 2
x > 2

28

f(x) = ∣x + 1∣ + ∣x − 2∣ =     ⎩⎨
⎧ −2x + 1

3
2x − 1

x < −1
−1 ≤ x ≤ 2
x > 2

(
 
نمره(0٫25

( نمره(0٫25 
( نمره(0٫25 
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 36

 37

 : مختصات نقطه  وسط ضلع 

 
 38

می دانیم در هر مستطیل قطرها منصف یکدیگرند، یعنی:

          

  (صفحۀ  تا  کتاب درسی)

راهنماي تصحیح:

نقطه اي که روي خط  قرار دارد مختصاتش به صورت  است، بنابراین اگر  باشد، آنگاه داریم:  39

 

  (صفحۀ  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

نقاط روي خط  به صورت  می باشند. بنابراین داریم:  40

 

 طرفین را به توان  می رسانیم و ساده می کنیم:

 

  (صفحۀ  کتاب درسی)

∣∣x∣ − 1∣ = 2 → ∣x∣ − 1 = ±2 → ∣x∣ = ±2 + 1 →

 { ∣x∣ = 3 → x = ±3
∣x∣ = −1 → جواب ندارد. 

MBC   

 = 22
1 + 3

 = 22
4 + 0

AM =  =(0 − 2) + (1 − 2)2 2
 =4 + 1  5

M = =2
A + C

 ⇒2
B + D

A + C = B + D

⇒ (2, 3) + (1, −2) = (−1,0) + (x  , y  ) ⇒D D   

x  = 4D

y  = 1D

∣OD∣ =  =4 + 12 2
 17

2932

M =  =2
A + C

 ⇒2
B + D

A + C = B + D ⇒ (2, 3) + (1, −2) = (−1,0) + (x  
, y  

) (
 
0٫25)D D نمره

⇒   (  0٫25)
x  = 4D

y  = 1D
نمره

∣OD∣ =  =4 + 12 2
 (  0٫25)17 نمره

y − 2x = 1M(x, 2x + 1)∣AM ∣ = ∣MB∣

 =(x − (−1)) + (2x + 1 − (−1))2 2
 ⇒(x − 3) + (2x + 1 − 1)2 2 (x + 1) +2 (2x + 2) =2 (x − 3) +2 (2x)2

x +2 2x + 1 + 4x +2 8x + 4 = x −2 6x + 9 + 4x ⇒2 10x + 5 = −6x + 9 ⇒ x =  ⇒4
1

y =  ⇒2
3

M(  ,  )4
1

2
3

36

 (  0٫25) =(x − (−1)) + (2x + 1 − (−1))2 2 نمره (x + 1) +2 (2x + 2) =2 (x − 3) +2 (2x) (  0٫25)2 نمره

10x + 5 = −6x + 9 ⇒ x =  (  0٫25) ⇒4
1 نمره y =  ⇒2

3
M(  ,  ) (  0٫25)4

1
2
3 نمره

y = 1 − 2xM(x, 1 − 2x)

∣AM ∣ = ∣MB∣ ⇒  =(x + 3) + (1 − 2x − 0)2 2
 (x − 1) + (1 − 2x − 0)2 2

2

(x + 3) +2 (1 − 2x − 0) =2 (x − 1) +2 (1 − 2x − 0) ⇒2 x +2 6x + 9 = x −2 2x + 1 ⇒ x = −1 ⇒ M   

−1
3

30, 31
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راهنماي تصحیح:

چون مثلث در رأس  قائمه است، پس دو ضلع  بر هم عمود هستند.   41

 

الف) فاصلۀ دو خط موازي:  42

(صفحۀ  کتاب درسی)
ب)

(صفحۀ  کتاب درسی)
ج)

(صفحۀ  کتاب درسی)
د)

 (صفحۀ  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

الف)             ب) صفر               ج)            د) 

(هر مورد  نمره)

ابتدا مختصات وسط پاره خط  را تعیین می کنیم:  43
الف)

 

ب)  شیب خط  را به دست آورده و آن را عکس و قرینه می کنیم تا شیب عمودمنصف را به دست آوریم.

  

 ج) حال اندازة سه ضلع را از فرمول:  به دست می آوریم:

 

 دو ضلع  باهم برابرند و اندازة این سه ضلع در قضیه فیثاغورس صدق می کند.

 

 مثلث  یک مثلث قائم الزاویه متساوي الساقین است بنابراین داریم:

 

∣AM ∣ = ∣MB∣ ⇒  =(x + 3) + (1 − 2x − 0)2 2
 (  0٫5)(x − 1) + (1 − 2x − 0)2 2 نمره

(x + 3) +2 (1 − 2x − 0) =2 (x − 1) +2 (1 − 2x − 0) (  0٫25) ⇒2 نمره x +2 6x + 9 = x −2 2x + 1

⇒ x = −1 ⇒ M  (  0٫25)
−1
3 نمره

BBC, BA

m  =BC  , m  =
k − 1
−k

BA  =
4 − 1
2 − 0

 →
3
2

 ×
3
2

 =
k − 1
−k

−1

−2k = −(3k − 3) → −2k + 3k = 3 → k = 3

 ⇒{ ax + by + c = 0
ax + by + c = 0′ h =  

 a + b2 2
c − c∣ ′∣

35

log  0/001 +100 log  2  =2 2 log  10 +102
−3 log  2 =2

 2
3

 +2
−3

 =2
3

0

85

 =19 − 8  3  =16 − 8  + 33  =(4 −  )3 2 ∣4 −  ∣ =3 4 −  3

23

 x −
x→3−
lim [ 3]  x =[

x→3−
lim 3] 27 −[ −] 27 =[ ] 26 − 27 = −1

129

 

 a + b2 2
c − c∣ ′∣4 −  3−1

0٫25

BC

M(  =2
4 + 2 3,  =2

1 + 5 3) ⇒  ⇒{ A(1, 2)
M(3, 3)

∣AM ∣ =  =(3 − 1) + (3 − 2)2 2
 5

BC

m  =BC  =4 − 2
1 − 5

−2 , M(3, 3) ⇒ m  =L  , M(3, 3)2
1

⇒ L : y − 3 =  (x −
2
1 3) ⇒ 2y − 6 = x − 3 ⇒ 2y − x = 3

∣AB∣ =  (x  − x  ) + (y  − y  )B A
2

B A
2

∣AB∣ =  =(5 − 2) + (2 − 1)2 2
 , ∣AC∣ =10  =(4 − 1) + (1 − 2)2 2

 ,10

∣BC∣ =  =(4 − 2) + (1 − 5)2 2
 20

AB, AC

(  ) =20 2 (  ) +10 2 (  ) ⇒10 2 BC =2 AB +2 AC ⇒2 =A 90∘

ABC

S =  =2
∣AB∣ × ∣AC∣

 =2
 ×  10 10 5

17



(صفحۀ  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

الف) 

 

ب) 

 

 ج)

 

  مثلث  یک مثلث قائم الزاویه متساوي الساقین است بنابراین داریم:

 

، محل تلاقی   را به  دست می آوریم: اول رأس   44

 

 ارتفاع  از رأس  بر ضلع  عمود می شود. در نتیجه شیب آن عکس و قرینۀ شیب  است.

 

 بنابراین معادلۀ ارتفاع  به صورت مقابل است:

 

  (صفحۀ  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

  بنابراین معادلۀ ارتفاع  به صورت مقابل است:

 

 45

36

M(  =2
4 + 2 3,  =2

1 + 5
3) ⇒  ⇒{ A(1, 2)

M(3, 3) ∣AM ∣ =  =(3 − 1) + (3 − 2)2 2
 (  0٫5)5 نمره

m  =BC  =
4 − 2
1 − 5

−2  

( نمره(0٫25 
m  =L  ⇒

2
1

L : y − 3 =  (x −
2
1 3) ( نمره(0٫25 

∣AB∣ =  =(5 − 2) + (2 − 1)2 2
 , ∣AC∣ =10  =(4 − 1) + (1 − 2)2 2

 ,10

∣BC∣ =  =(4 − 2) + (1 − 5)2 2
 (  0٫5)20 نمره

(  ) =20 2 (  ) +10 2 (  ) ⇒10 2 BC =2 AB +2 AC ( 0٫25) 2 نمره

ABC

S =  =
2

∣AB∣ × ∣AC∣
 =2

 ×  10 10 5 ( نمره(0٫25 

AAB, AC

 ⇒{ AB : 2y − x = 3
AC : y − 2x = 5 A(  ,  )3

−7
3
1

AHABCBC

m  =BC  ⇒2
−3

m  =AH  3
2

AH

L : y − y  =0 m(x − x  ) ⇒0 AH : y −  =3
1

 (x −3
2

(  ))3
−7

y −  =3
1

 x +3
2

  9
14 ×9 9y − 3 = 6x + 14 ⇒ 9y − 6x = 17

34, 35, 36

 ⇒{ AB : 2y − x = 3
AC : y − 2x = 5 A   (  0٫5)

 3
−7

 3
1 نمره

m  =BC  ⇒2
−3

m  =AH  (  0٫5)3
2 نمره

AH

AH : y −  =3
1

 (x −3
2

(  )) (  0٫25)3
−7

نمره
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 46

دو خط بر هم عمودند و نقطۀ  روي این دو خط قرار ندارد، براي به دست آوردن طول و عرض مستطیل کافیست فاصله نقطه  را از این دو خط به دست آوریم:   47

با توجه به اینکه نقطۀ داده شده روي خط داده شده قرار ندارد، ابتدا فاصلۀ این رأس را تا ضلع داده شده با استفاده از رابطۀ فاصلۀ نقطه از خط، حساب می کنیم و طول ضلع مربع را  48
به دست می آوریم.

 (صفحۀ  تا  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

. ضرایب  در معادلۀ دو خط باید باهم برابر باشند تا از فرمول بالا استفاده کنیم. فاصلۀ دو خط موازي  برابر است با:   49

فاصلۀ دو ضلع موازي برابر با ضلع مربع است:

 

(صفحۀ  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

 

نقاط روي خط  مختصاتشان به صورت  است. حال فاصلۀ این نقاط از  را حساب کرده و برابر  می گذاریم.  50

 

 معادله دو جواب دارد بنابراین دو نقطه روي  خط اول وجود دارد که فاصلۀ آنها از خط  برابر  است.

کافی است طول نقاط به دست آمده را در معادلۀ خط  قرار دهیم و مختصات دو نقطه را به دست آوریم:

 

  (صفحۀ  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

 

 بنابراین دو نقطه روي خط  وجود دارد که فاصلۀ آنها از  برابر  است.

d =  =
 a + b2 2

∣ax + by  + c∣0 0
 =

 (4) + (−3)2 2
∣4(−2) − 3(4) + 12∣

 =
 25

∣ − 8∣
 

5
8

d =  =
 a + b2 2

∣ax + by  + c∣0 0
 =

 4 + 1
∣2 × 3 − 0 − 1∣

 =
 5

5
 ⇒5 S = 5

AA

AH =  =
 2 + 32 2

∣2 × 1 + 3 × 3 − 1∣
 

 13
10

مساحت مستطیل=   ×
 13

10
 =
 13

5
 

13
50

AH =  =
 2 + 32 2

∣3 × 1 − 2 × 3 − 2∣
 

 13
5

h =  ⇒
 a + b2 2

∣ax  + by  + c∣0 0
h =  =

 1 + (−1)2 2
∣0 − 2 − 2∣

 =
 2

4
طول ضلع مربع⇒  S = h =2 (  ) =

 2
4 2 8

3335

h =  (  0٫25) ⇒
 a + b2 2

∣ax  + by  + c∣0 0 نمره h =  =
 1 + (−1)2 2

∣0 − 2 − 2∣
 (  0٫25) ⇒
 2

4 نمره S = h =2 (  ) =
 2

4 2 8 ( نمره(0٫5 

 { ax + by + c = 0
ax + by + c = 0′h =  

 a + b2 2
∣c − c ∣′

y, x

 ⇒{ 6y − 4x + 3 = 0
3y − 2x − 1 = 0  ⇒{ 3y − 2x +

 
= 02

3

3y − 2x − 1 = 0
d =  =  =  S = d =  

 a + b2 2
∣c − c ∣′

 9 + 4
∣  + 1∣2
3

2  13
5 2

52
25

34

 ⇒{ 6y − 4x + 3 = 0
3y − 2x − 1 = 0  (  0٫25) ⇒{ 3y − 2x +  = 02

3

3y − 2x − 1 = 0
نمره d =  =

 a + b2 2
∣c − c ∣′

 =
 9 + 4

∣  + 1∣2
3

 (  0٫5) ⇒
2  13
5 نمره

S = d =2
 (  0٫25)52

25 نمره

y =  2
x − 1

M(x,  )2
x − 1

3x + 4y − 3 = 04

h =  ⇒
 a + b2 2

∣ax  + by  + c∣0 0 h =  =
 9 + 16

∣3x + 4(  ) − 3∣2
x − 1

4 ⇒ ∣5x − 5∣ = 20 ⇒ ∣x − 1∣ = 4 ⇒   

x = −3
x = 5

x − 2y = 13x + 4y − 3 = 04

y =  2
x − 1

B(5, 2), A(−3, −2)

34

h =  ⇒
 a + b2 2

∣ax  + by  + c∣0 0
h =  =

 9 + 16

∣3x + 4(  ) − 3∣2
x − 1

4 (  0٫5) نمره⇒ ∣5x − 5∣ = 20⇒ ∣x − 1∣ = 4 ⇒   (  0٫5)x = −3
x = 5 نمره

x − 2y = 13x + 4y = 34

19



 B(5, 2), A(−3, −2) ( نمره(0٫25 

20

مشاوره کنکور نوتروفیل



مشاوره کنکور نوتروفیل

سال یازدهم
ریاضی

10155915

بیستوفیل حسابان فصل

2یازدهم



درس اول : آشنایی بیشتر با تابع
یادآوري تابع، ضابطه تابع، تساوي دو تابع

درس دوم : انواع توابع
توابع گویا و دامنه آن ها

توابع رادیکالی و دامنه آن ها

تابع پلهّ اي - تابع جزء صحیح

درس سوم : وارون تابع
توابع یک به یک

وارون یک تابع

درس چهارم : اعمال روي توابع
چهار عمل اصلی روي توابع

ترکیب توابع

1

2

2

3

3

4

5

6



درس اول : آشنایی بیشتر با تابع

یادآوري تابع، ضابطه تابع، تساوي دو تابع
درستی و نادرستی جملات زیر را تعیین کنید.  1

الف) معادلۀ خط گذرا از دو نقطۀ  و  یک تابع است.     

)، محور عرض ها ( ها) را قطع می کند.   ب) نمودار هر تابع درجه دو (با دامنۀ 

ج) در تابع  همواره تعداد اعضاي دامنۀ تابع بزرگ تر یا مساوي تعداد اعضاي برد تابع است.
د) هر دو تابع که دامنه و بردشان برابر باشند، با هم مساوي اند.   

A(−2, −2)B(−2, 2)

Ry

f : A → B

دو تابع  برابرند. مقادیر  را به دست آورید.  2f(x) =    , g(x) =⎩⎨
⎧ a

 

x − b

x − 42
x = 2

x = 2
x + cc, b, a

نشان دهید رابطه  تابع است.  3 +x  =y 1

درستی یا نادرستی عبارت هاي زیر را مشخص کنید.  4

،  تابعی از  نیست. ∣y∣در معادلۀ  = x + 1yx

نمودار تابع f را چنان رسم کنید که همه شرایط زیر را داشته باشد:  5

الف) دامنه آن  باشد،
ب) به هر عدد کمتر از صفر، قدرمطلق آن را نسبت دهد،

، مربع آن را نسبت دهد، پ) به هر عدد در بازه 

ت) در سایر نقاط دامنه ثابت باشد و 

[−4, 5]

[0, 1]

f(5) = 2

نمودار تابع  را چنان رسم کنید که همۀ شرایط زیر را داشته باشد:  6

، الف) 

ب) تابع در بازه  ثابت است،

پ) تابع در بازه  خطی است و موازي خط  است.
ت) تابع به هر عدد مثبت، جذر آن را نسبت می دهد.

f

f(0) = 2, f(−2) = 5

(−∞, −2]

(−2,0]y + x = 5

تابع  در همۀ شرایط زیر صدق می کند.  را رسم کنید و ضابطۀ آن را بنویسید.  7

الف) دامنۀ  مجموعه اعداد حقیقی است و  و 

ب)  در بازه  ثابت است.

پ) تابع  به هر عدد بزرگ تر از  مربع آن را نسبت می دهد.

ها را در نقطه اي به طول  قطع می کند. ت) تابع  براي اعداد منفی، خطی است و نمودار آن محور 

ff

ff(2) = 3f(−5) = −2

f[0, 2]

f2

fx−3

x

y

1 2

2

1- 0

3

1

ضابطه ي تابع  که نمودار آن در زیر آمده است را بیابید.  8f

نمودار تابع چند ضابطه اي زیر را رسم کنید و دامنه و برد آن را تعیین کنید.  9

f(x) =   { 2 + x

x2
x ≤ 0
x > 0

1



درس دوم : انواع توابع

براي تابع   کدام یک از نمایش هاي زیر قابل قبول است؟  10

 ( ج        ( ب       (الف

  

f : [−2, +∞) → R
f(x) = −2x + 32

  

f : [−2, +∞) → (−∞, 4)
f(x) = −2x + 32  

f : (−2, +∞) → (−∞, 3]
f(x) = −2x + 32  

f : [−2, +∞) → [3, +∞)
f(x) = −2x + 32

توابع گویا و دامنه آن ها
 11

 گزینۀ صحیح را انتخاب کنید.

الف) نمودار تابع  شکل مقابل است.  کدام است؟

 

ب) دامنۀ تابع با ضابطۀ   شامل چند عدد صحیح است؟

ج) دو خط  برهم عمودند.  کدام است؟

f(x) =  

x + m

k
k + m

−3 (4 3 (3 6 (2 4 (1

y =   

4 − x

x + 2

6 (4 7 (3 5 (2 4 (1

(k + 1)x − y + 3 = 0, 2x + ky − 5 = 0k

2 (4 − 2 (3 − 1 (2 1 (1

هزینۀ پاك سازي  درصد از آلودگی هاي شهري رودخانه اي به وسیله تابع  محاسبه می شود که در آن  درصد  12

آلودگی و  هزینۀ پاك سازي بر حسب میلیون تومان است.

الف) هزینۀ پاك سازي  درصد از آلودگی این رودخانه را حساب کنید.
ب) دامنۀ این تابع در حالت واقعی را به کمک یک بازه نمایش دهید.

xf(x) =  200 − 2x

520x
x

f(x)

60

اگر دامنۀ تابع  به صورت  باشد،  و  را بیابید.  13f(x) =  

ax + bx + 182
x + 32

R − {−3}ab

توابع رادیکالی و دامنه آن ها

به کمک نمودار تابع  نمودار تابع با ضابطۀ  را رسم کنید.  14y =  xf(x) =  

1 −  x

1 − x

با توجه به نمودار تابع  دامنۀ تابع  را به دست آورید.  15

 

f(x)g(x) =  xf(x)

2
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درس سوم : وارون تابع

جاهاي خالی را با کلمات و اعداد مناسب پر کنید.  16

الف) فاصلۀ نقطۀ  از خط  برابر  .................. است.

ب) دو خط  و  با هم موازي  .................. .

ج) دامنۀ تابع  برابر  .................. است.

د) نمودار تابع  از ناحیه  .................. صفحه مختصات نمی گذرد.

A(2, −4)y = 0

x = 3y − 1y = 3x + 1

f(x) =  4 − x2

y =  −2 − x 2

نمودار تابع با ضابطه  را رسم نموده و دامنه و برد آن را تعیین کنید.  17f(x) = −  +x + 2 3

دامنه ي تابع زیر را بدست آورید.  18

f(x) =
 x + x∣ ∣

x(x − 1)2

تساوي توابع زیر را بررسی کنید.  19

f(x) =   g(x) =x x − 3  x − 3x2

تابع پلهّ اي - تابع جزء صحیح
تابع  در همۀ شرایط زیر صدق می کند،  را رسم و ضابطۀ آن را بنویسید.  20

الف) دامنه  مجموعه اعداد حقیقی است و 

ب) در بازه  ثابت است.

، دو برابر جذر آن عدد به علاوة یک واحد را نسبت می دهد. ج) تابع  به هر عدد بزرگ تر از 

د) تابع  براي اعداد کوچک تر از به هر عدد، تفاضل جزء صحیح عدد از خود عدد را نسبت می دهد.

ff

ff(−1) = 5, f(4) = 4

(−1, 4]

f4

f−1

نمودار تابع  را در بازه  رسم کنید.  21f(x) = [  x]2
1

[−4, 4]

نمودار تابع زیر را رسم کرده و دامنه و برد آن را بنویسید. ([   ] نماد جزء صحیح است)  22

 f(x) =   {  x + 2
[x]

−2 ≤ x < 0
0 ≤ x < 2

نمودار تابع با ضابطه  را در بازه  با ارائه راه حل رسم کنید. ([     ] نماد جزء صحیح است)  23f(x) =  [2
x

][−2, 4)

توابع یک به یک
درستی یا نادرستی عبارت هاي زیر را مشخص کنید.  24

الف) اگر جاي مؤلفه هاي اول و دوم را در تمام زوج هاي مرتب یک رابطه جابه جا کنیم رابطۀ به دست آمده را وارون آن رابطه می گویند.

ب) در رابطۀ  تابعی از  نیست.

ج) دو تابع  با هم برابر نیستند.

د) شرط لازم و کافی براي آنکه تابع  وارون پذیر باشد، آن است که  تابعی یک به یک باشد.

y ،∣y − 1∣ = x + 1x

f(x) =  , g(x) =x − x2
 ×x 1 − x

ff

ثابت کنید تابع  یک به یک است.  25f(x) =  

x

x − 1

3



وارون یک تابع
هاي قبل از رأس سهمی به دست آورید. تابع وارون تابع شکل مقابل را در محدودة   26

      

x

اگر وارون تابع  تابع  با دامنۀ  باشد، ابتدا دامنۀ تابع  و سپس، حاصل عبارت  27

 را به  دست آورید.

f(x) = 7 +  x + 2f (x) =−1 x +2 ax + cx ≥ 7f

 

a + 7
c + 2

ابتدا مشخص کنید کدام یک از توابع زیر یک به یک است، سپس ضابطۀ وارون آن را بنویسید.  28

  

 )f(x) الف= (x − 3)  x ≥2 0

)g(x) ب= ∣x − 1∣ + 2 x ≥ 1

، مقدار   را به دست آورید. اگر   29f(x) = x −3 1f (7)−1

، توابع زیر را به دست آورید: اگر  و   30f = {(1, 5), (−1, 3), (2, 4), (3, 4)}g = {(3, 5), (4, 4), (5, 6), (2,0)}

g−1

 

g

f

fog−1

معکوس پذیري تابع زیر را بررسی کنید و تابع وارون آن را بیابید.  31

f(x) = x + 2  x − 3

در هر یک از حالت هاي زیر نشان دهید که توابع  و  وارون یکدیگرند.  32

الف) 

ب) 

fg

f(x) = x −3 5 , g(x) =  

3 x + 5

f(x) =  , g(x) =x − 2 x +2 2, x ≥ 0

تابع معکوس تابع زیر را در صورت امکان به دست آورده و دامنه و برد آن را تعیین کنید.  33

f(x) = −∣x − 1∣ + 1 x ≥ 1

اگر سنگی از ارتفاع  متري سقوط کند، ارتفاع آن ( برحسب متر) بعد از  ثانیه از رابطۀ  به  دست می آید.  34

الف) دامنه و برد  را به  دست آورید.

ب) چرا  تابعی یک به یک است؟

پ) تابع وارون  را به  دست آورید.

100hth(t) = 100 − 5t2

h

h

h

، ضابطۀ تابع  را بیابید. اگر  و   35f(x) = 2 − 3x(fog )(x) =−1 5x − 6g

تابع وارون تابع  را بیابید و دامنۀ آن را تعیین کنید.  36f(x) =  , x <2x + 32
x − 12

0

4
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درس چهارم : اعمال روي توابع

تابع وارون تابع   را در صورت وجود بیابید.  37f(x) =  {  x ≥ 23 5x − 2
x − 12 x < 23

چهار عمل اصلی روي توابع

توابع  و  را در نظر بگیرید.  38

الف) مقدار  را به دست آورید.                       ب) دامنۀ تابع  را بیابید.

f(x) =  

x − 1
1

g(x) =  x − 3

3(f − g)(4)fog

براي دو تابع  جدول داده شده را  39
کامل کنید.

تابعضابطهدامنه

g = {(0, −1), (1, −2), (2, 3), (3,0)}  f و= {(0, 1), (1, 4), (2, −6), (3, 3), (4, −1)}

(f + g)(x) =f + g

(  )(x) =
g

f
 

g

f

40  با توجه به نمودار مقابل، هر کدام از عبارت هاي داده شده را در صورت وجود محاسبه کنید.

الف) 

ب) 

ج) 

د) 

(  )(0)
g

f

(f + g)(−2)

f(−g(3))

gof(1) + fog(1)

گزینۀ درست را تعیین کنید.  41

الف) اگر  باشد، در این صورت دامنۀ تابع  کدام است؟

ب) شرط تشکیل تابع  کدام گزینه است؟

) اشتراك دامنه هاي  تهی نباشد. ) اشتراك دامنۀ  و برد  تهی نباشد.               

) اشتراك دامنه  و برد  تهی نباشد. ) اشتراك بردهاي  تهی نباشد.               

، آنگاه مقدار  کدام است؟ ج) اگر  باشد و بدانیم  و 

g(x) =  , f(x) =
x + 5
x − 2

 x − 1 

g

f

R − {5} (4 R − {2, −5} (3 [1, +∞) − {2} (2 [1, +∞) (1

gof

1fg2f , g

3f , g4gf

g(x) =  +a − x b  f(x) و=  x − 3D  =f×g [3, 5](f + g)(4) = 7b

8 (4 7 (3 6 (2 5 (1

اگر  و  باشد، تابع  را بنویسید.  42f = {(2, 4), (−2, 3), (3, 4)}g = {(2, −2), (1, 7), (3,0)} 

g

f

اگر  و  .  43f = {(1, 2), (3, 4), (2, 5)}g = {(1,0), (4,0), (2, 3)}

fتابع  را بنویسید. + g

5



 دامنه تابع  را بنویسید.

g

f

1
2
3

-
-
-

1-2- 1 2 3 4 5

1
2
3f g

y

x

 

نمودار توابع  و  داده شده اند. ضابطه  و  را محاسبه کنید.  44fgf − g, f + gf ⋅ g

ترکیب توابع

اگر  باشد، دامنۀ تابع  را از راه تعریف به دست آورید.  45g(x) =   f(x) =
x − 4x2

1
و  x + ∣x∣gof

در جاهاي خالی عبارت مناسب قرار دهید.  46

الف) اگر  تابعی یک به یک باشد، مقدار  برابر .................. است.

، مجموعه جواب بازة .................. است. ب) در نامعادلۀ 

ج) براي دو تابع  و دامنۀ تابع  برابر .................. است.

، مقادیر تابع  .................. می یابند. د) اگر  با افزایش مقدار 

f = {(−2, 2), (m, 3), (−1, 3), (2m, a)}a

∣x + 2∣ < 3

f(x) =  

x − 3
1

g(x) =  

x

4
fog

0 < a < 1xf(x) = a−x

اگر  و  باشد، دامنۀ  را با استفاده از تعریف به دست آورید.  47f(x) =  1 − xg(x) = x −2 3fog

فرض کنیم  و   48f(x) =  4 − xg(x) = x +2 3

fogدامنه تابع  را با استفاده از تعریف به دست آورید.

fogضابطۀ تابع  را به دست آورید.

49f(x)  اگر  و  باشد حاصل  را به دست آورید. = 2x + afof(x) = bx + 6a + b

1

g
)x)= - x+ 1

2

1-2- 1

y

f )x) = x +2

x

با توجه به نمودار مقابل، هر کدام از عبارت هاي داده شده را در صورت امکان محاسبه کنید.  50
 

(f + g)(2)

(f + g)(−3)

(fg)(  )2
1

(fog)(−4)

6
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 (0)
g

f

(gof)(−1)

7



الف) نادرست: زیرا نقاط  روي خطی قائم به معادلۀ  قرار دارند. این خط یک تابع نیست. چون بی شمار نقطه با طول  و عرض هاي حقیقی روي این خط قرار  1
دارند.

ب) درست: زیرا هر سهمی با معادلۀ  در نقطۀ  محور عرض ها را قطع می کند.

 

 ج) درست: زیرا در تابع  همواره داریم:

 

 
د) نادرست: براي تساوي دو تابع، دامنۀ توابع باید با هم برابر باشند. (شرط لازم) و علاوه بر آن باید داشته باشیم:

بنابراین در دو تابع مساوي، دامنه و برد آنها یکسان است ولی عکس این مطلب صحیح نیست یعنی ممکن است دامنه و برد دو تابع یکسان باشند ولی دو تابع برابر نباشند، مانند:

توابع  برابر نیستند.

(صفحۀ  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

الف) نادرست   

ب) درست   

ج) درست   

د) نادرست   

نقطۀ مرزي دامنۀ تابع  است، پس این نقطه ریشۀ مخرج ضابطۀ کسري تابع  است. در نتیجه:  2

 

 باید ضابطۀ دو تابع با هم برابر شوند. تابع  را ساده کرده مساوي تابع  قرار می دهیم.

 

از طرفی:

 

  (صفحۀ  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

نقطۀ مرزي دامنۀ تابع  است، پس این نقطه ریشۀ مخرج ضابطۀ کسري تابع  است. در نتیجه:

 

 

 

B, Ax = −2x = −2

f(x) = ax +2 bx + cM(0, c)

f(x) = ax +2 bx + c  

x=0
f(0) = c

f : A → B

  ⎩⎨
⎧ A = D  f

R  ⊆ Bf

n(A) = n(D  ) ≥ n(R  )f f

∀x ∈ D  =f D  ⇒g f(x) = g(x)

 ⇒{ f = {(2, 4), (3, 5), (1, 7)}
g = {(2, 5), (3, 7), (1, 4)} D  =f D  =g {1, 2, 3}, R  =f R  =g {4, 5, 7}

g, f

41, 38, 39

(
 
نمره(0٫25

( نمره(0٫25 

( نمره(0٫25 

(
 
نمره(0٫25

x = 2, ff

x − b = 0  

x=2 2 − b = 0 ⇒ b = 2

fg

x = 2 : f(x) =  =
x − 2
x − 42

 =
 (x − 2)

 (x + 2)(x − 2)
x + 2  

f(x)=g(x)
x + 2 = x + c ⇒ c = 2

f(2) = g(2) ⇒ a = 2 + 2 = 4 ⇒ a = 4

41

x = 2, ff

x − b = 0  

x=2 2 − b = 0 ⇒ b = 2 ( نمره(0٫5 

x = 2 : f(x) =  
=

x − 2
x − 42

 =
 (x − 2)

 (x + 2)(x − 2)
x + 2  

f(x)=g(x)
x + 2 = x + c ⇒ c = 2 (

 
نمره(0٫5

f(2) = g(2) ⇒ 2 + 2 = 4 ⇒ a = 4 ( نمره(0٫25 

8
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. یک رابطه، تابع است. هرگاه از  بتوان ثابت کرد   3

اول رابطه را بازنویسی می کنیم. براي هر  یک مقدار منحصر به فرد براي  داریم:

. توجه کنید که مقادیر زیر رادیکال نمی توانند منفی باشند، بنابراین همواره  و 

 
 بنابراین رابطۀ داده شده تابع است.

(صفحۀ  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

 اول رابطه را بازنویسی می کنیم. براي هر  یک مقدار منحصر به فرد براي  داریم:

 

 4

درست

 5
 

 

 6
 

 

         7

3
5-

3-
2-

2

4

y

x

 

تابع  یک تابع دو ضابطه اي است که در بازه ي  ثابت است و در بازه ي  یک تابع خطی است که از نقاط  و  گذشته است.  8

x =1 x  2y  =1 y  2

x ≥ 0y

x ≥ 0y ≥ 0

 +x  =y 1 ⇒  =y 1 −  ⇒x y = (1 −  )x 2

x  =1 x  ⇒2  =x  1  ⇒x  2 −  =x  1 −  ⇒x  2 1 −  =x  1 1 −  ⇒x  2 (1 −  ) =x  1
2 (1 −  ) ⇒x  2

2 y  =1 y  2

40, 38

x ≥ 0y

 +x  =y 1 ⇒  =y 1 −  ⇒x y = (1 −  ) (  0٫25)x 2 نمره

x  =1 x  ⇒2  =x  1  ⇒x  2 (1 −  ) =x  1
2 (1 −  ) ⇒x  2

2 y  =1 y  (  0٫5)2 نمره

  ⇒
f(−5) = −2
f(2) = 3

D  = Rf f(x) =     ⎩⎨
⎧ x + 3

3
x2

x < 0
0 ≤ x ≤ 2

x > 2

    ⇒
−3
0

−5
−2 m =  =

−5 + 3
−2 − 0

1 ⇒  

y − 0 = 1(x + 3)
y = x + 3

f(x)[−1, 1][1, 2](1, 1)(2, 3)

9



x

y

1 21-

3

1

 

 9

2

1-

y

x
1

مورد (ب) غیرقابل قبول است. زیرا دامنه تابع تغییر کرده است و با تغییر دامنه، تابع عوض می شود. حال باید برد تابع را بیابیم.  10

مورد (الف) غیرقابل قبول است زیرا برد تابع زیرمجموعه هم دامنه نمی باشد. مورد (ج) قابل قبول است. زیرا برد تابع زیرمجموعه هم دامنه است.

(الف) غیرقابل قبول  

 (ج) قابل قبول  

الف)  متعلق به دامنۀ تابع نیست پس ریشه مخرج کسر است و عرض از مبداء تابع هم  است پس داریم:  11

 

بنابراین گزینۀ  صحیح می باشد.
ب)

 

 
        

    

   در نتیجه اعداد صحیح در این فاصله مجموعۀ  می باشد، بنابراین گزینۀ  درست است.

) پس: ج) دو خط وقتی بر هم عمودند که شیب هاي آنها عکس و قرینۀ هم باشند. (

بنابراین گزینۀ  صحیح می باشد.

 (صفحۀ  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

) گزینۀ  ( نمره) ) گزینۀ  ( نمره)                          ) گزینۀ  ( نمره)                     

الف)  12

 

 ب)

 

 درصد آلودگی صفر شدنی نیست و از طرفی میزان درصد آلودگی  درصد هم نمی شود.

f(x) = ax + b →  →{f(1) = 1
f(2) = 3  →{ a + b = 1

2a + b = 3  {a = 2
b = −1

→ f(x) =   { 1
2x − 1

−1 ≤ x ≤ 1
1 < x ≤ 2

f(x) =  →{2 + x

x2
x ≤ 0
x > 0     

x

y

−1
1

0
2

  

D = R

R = R

x ≥ −2 → x ≥2 0 → −2x +2 3 ≤ 3 → f(x) ≤ 3

R  =f (−∞, 3]

(−∞, 3] ⊂ [3, +∞) →

(−∞, 3] ⊂ (−∞, 4) →

x = −31

f(x) =  ⇒
x + m

k
x + m = 0  

x=−3
−3 + m = 0 ⇒ m = 3, f(0) =  =

0 + 3
k 1 ⇒ k = 3 ⇒ k + m = 6

2

y =  ⇒ 

4 − x

x + 2
 ≥4 − x

x + 2 0

⇒ D  =f [−2, 4)

{−2, −1,0, 1, 2, 3}4

m  ×1 m  =2 −1

2x + ky − 5 = 0 ⇒ m  =1  (1)
k

−2

(k + 1)x − y + 3 = 0 ⇒ m  =2 k + 1 (2)

m  ×1 m  =2 −1  ⟹
(1),(2)

 =
k

−2k − 2
−1 ⇒ 2k + 2 = k ⇒ k = −2

3

31, 47, 45

120٫5240٫5330٫5

f(x) =  ⇒200 − 2x

520x
f(60) =  =200 − 2(60)

520(60)
 =80

31200 390 میلیون تومان 

f(x) =  ⇒200 − 2x

520x 200 − 2x = 0 ⇒ x = 100 ⇒ D  =f (0, 100)

100

10
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 (صفحۀ  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

الف)

 

 ب)

 

 درصد آلودگی صفر شدنی نیست و از طرفی میزان درصد آلودگی  درصد هم نمی شود.

با توجه به دامنۀ داده شده،  تنها ریشۀ مخرج است. پس  دو حالت زیر را داریم:   13

   

 

 

14  ریشۀ مخرج است پس دامنۀ تابع  است. تابع را ساده تر می کنیم:

 

 تابع در  تعریف نشده است چون ریشۀ مخرج کسر است. رسم حفره تابع نمره دارد.

    

(صفحۀ  تا  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

 

                             

 تابع در  تعریف نشده است چون ریشۀ مخرج کسر است. رسم حفره تابع نمره دارد.

. به عبارت دیگر بازه هایی که همزمان  هم علامت باشند، جزو دامنۀ تابع اند: زیر رادیکال فرجه زوج همواره باید نامنفی باشد، یعنی   15

 

53

f(x) =  ⇒200 − 2x

520x
f(60) =  =

200 − 2(60)
520(60)

 =80
31200 390  ( میلیون تومان(0٫5  نمره

f(x) =  ⇒200 − 2x

520x 200 − 2x = 0 ⇒ x = 100 ⇒ D  =f (0, 100) ( نمره(0٫5 

100

x = −3

ax +2 bx + 18 = 0

1  ) a حالت= 0 ⇒ bx + 18 = 0  

x=−3 −3b + 18 = 0 ⇒ b = 6

2
 
) a حالت=  0 ⇒ ax +2 bx + 18 = a(x + 3) =2 a(x +2 6x + 9)

⇒ ax +2 bx + 18 = ax +2 6ax + 9a

⇒ 9a = 18 ⇒ a = 2 , b = 6a = 6 × 2 = 12

x = 1ِD  =f R − {1}

f(x) =  =1 −  x

1 − x
 
=

1 −  x

(1 −  )(1 +  )x x
1 +  x

x = 1

4648

f(x) =  =1 −  x

1 − x
 =

1 −  x

(1 −  )(1 +  )x x 1 +  (  0٫25)x نمره

x = 1

xf(x) ≥ 0f(x), x

∀x ∈ [−3, −1] ⇒ x ≤ 0 , f(x) ≤ 0 ⇒ xf(x) ≥ 0
∀x ∈ [0, 5] ⇒ x ≥ 0 , f(x) ≥ 0 ⇒ xf(x) ≥ 0

11



   (صفحۀ  تا  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

باید  باشد، یعنی بازه هایی که همزمان  هم علامت باشند، جزء دامنۀ تابع اند.

 

الف) روش اول:  16

 

هاست و فاصلۀ هر نقطه از محور طول ها برابر قدرمطلق عرض آن نقطه است.  روش دوم:  معادلۀ محور 

 

ب) شرط موازي بودن دو خط با شیب هاي  آن است که: 

 

 حال  بنابراین دو خط باهم موازي نیستند.

ج) عبارت زیر رادیکال فرجۀ زوج باید همواره نامنفی باشد.

 

د) مطابق شکل مقابل، منحنی نمودار تابع  فقط از ناحیۀ اول نمی گذرد.

  

y

x

 

(صفحۀ  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

الف)  

ب) نیستند   

ج) 

د) اول   

براي تعیین دامنه، چون تابع رادیکالی با فرجۀ دو است، پس زیر رادیکال باید نامنفی باشد.  17

 

 براي تعیین برد می دانیم:  در نتیجه خواهیم داشت:

 

 نمودار تابع  به صورت زیر است.

4648

xf(x) ≥ 0f(x), x

 ⇒
∀x ∈ [−3, −1] ⇒ x ≤ 0 , f(x) ≤ 0 ⇒ xf(x) ≥ 0 ( نمره(0٫5 
∀x ∈ [0, 5] ⇒ x ≥ 0 , f(x) ≥ 0 ⇒ xf(x) ≥ 0 ( نمره(0٫5  D =g [−3, −1] ∪ [0, 5] (

 
نمره(0٫25

 →
 M(x  , y  ) از خط  0 0 فاصلۀ نقطۀ

Ax + By + C = 0 h =  ⇒
 A + B2 2

∣Ax  + By  + C∣0 0
h =  =

 1
∣0 × (2) + 1 × (−4) + 0∣

 =1
4

4

y = 0x

A(a, b) ⇒  x  A ھا=  فاصلۀ نقطۀ تا محور ∣b∣ ⇒ y = 0  A(2, −4) از خط=  فاصلۀ نقطۀ ∣ − 4∣ = 4

m  , m  2 1m  =1 m  2

 { x = 3y − 1 ⇒ y =  x +  ⇒ m  =  

3
1

3
1

1 3
1

y = 3x + 1 ⇒ m  = 32

m  =1  m  , m  =2 2 3, m  =1  

3
1

4 − x ≥2 0 ⇒ x ≤2 4 ⇒ ∣x∣ ≤ 2 ⇒ −2 ≤ x ≤ 2 ⇒ D  =f [−2, 2]

y =  −2 − x 2

48, 47, 31, 34

(  0٫25) نمره4

(
 
نمره(0٫25

(  0٫25) [−2, نمره[2

( نمره(0٫25 

f(x) = −  +x + 2 3 ⇒ x + 2 ≥ 0 ⇒ x ≥ −2 ⇒ D  =f [−2, +∞)

(  ≥2n u(x) 0)

 ≥x + 2 0 ⇒ −  ≤x + 2 0 ⇒ −  +x + 2 3 ≤ 3 ⇒ R =f (−∞, 3]

f(x) = −  +x + 2 3

12
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  (صفحۀ  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

 

 

 18

 19

 20

 در بازه  ضابطۀ تابع  است.

در نقطه  مقدار تابع  و در بازه  تابعی ثابت و نمودار آن خطی

افقی  است: براي  تابع  را داریم.

        

 

      (صفحۀ  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

46

f(x) = −  +x + 2 3 ⇒ x + 2 ≥ 0 ⇒ x ≥ −2 ⇒ D  =f [−2, +∞) (
 
نمره(0٫5

 ≥x + 2 0 ⇒ −  ≤x + 2 0 ⇒ −  +x + 2 3 ≤ 3 ⇒ R =f (−∞, 3] ( نمره(0٫5 

f(x) =  

 x + x∣ ∣

 x(x − 1)2

(I) x + x >∣ ∣ 0 ⇒ x >∣ ∣ −x ⇒ x > 0
         

x

x ⋅ (x − 1) ≥ 02 −
−1
0 +

0
0 −

1
0 +

(II) x(x −2 1) ≥ 0 ⇒ −1 ≤ x ≤ 0 ∪ x ≥ 1

(I) ∩ (II) = [1, +∞)

f(x) =   g(x) =x x − 3  x − 3x2

D  =f x ≥ 0 ∩ x ≥ 3 ⇒ x ≥ 3

D  =g x(x − 3) ≥ 0 ⇒ x ≥ 3 ∪ x ≤ 0

D  =f  D  ⇒g f = g

x < −1f(x) = x − [x]

x = −1f(−1) = 5(−1, 4]

y = 4x > 4f(x) = 2  +x 1

f(x) =    

⎩
⎨
⎧ x − [x]

5
4
2  + 1x

x < −1
x = −1
−1 < x ≤ 4
x > 4

43

13



 

 

براي رسم نمودارهاي شامل جزء صحیح، اصلی ترین کار، افراز دامنه به زیر بازه هایی است که در این بازه ها براي جزء صحیح بتوانیم عدد صحیح متناسب با آن را قرار دهیم. در  21

این سؤال ضریب  است در نتیجه دامنه را به بازه هاي  واحدي تقسیم می کنیم.

  

          

 

  (صفحۀ  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

 

           

 22
 

    

                                                                                 

 

 23

f(x) =    (  0٫5)
⎩
⎨
⎧ x − [x]

5
4
2  + 1x

x < −1
x = −1
−1 < x ≤ 4
x > 4

نمره

 , x2
12

−4 ≤ x < −2 ⇒ −2 ≤  <
2
x

−1 ⇒ f(x) = [  x] =2
1

−2

−2 ≤ x < 0 ⇒ −1 ≤  <
2
x 0 ⇒ f(x) = [  x] =

2
1

−1

0 ≤ x < 2 ⇒ 0 ≤  
<

2
x

1 ⇒ f(x) = [  x] =2
1

0

2 ≤ x < 4 ⇒ 1 ≤  <
2
x 2 ⇒ f(x) = [  x] =2

1 1

x = 4 ⇒ f(x) = 2

52

−4 ≤ x < −2 ⇒ −2 ≤  <2
x

−1 ⇒ f(x) = −2 (
 
نمره(0٫25

−2 ≤ x < 0 ⇒ −1 ≤  <
2
x 0 ⇒ f(x) = −1  ( نمره(0٫25 

0 ≤ x < 2 ⇒ 0 ≤  <
2
x 1 ⇒ f(x) = 0 ( نمره(0٫25 

2 ≤ x < 4 ⇒ 1 ≤  <2
x

2 ⇒ f(x) = 1 (
 
نمره(0٫25

x = 4 ⇒ f(x) = 2 ( نمره(0٫25 

D  =f [−2, 2)

R  =f [0,  )2

14
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الف) درست؛ متن کتاب درسی صفحۀ   24

ب) درست؛ براي مثال، به ازاي  دو مقدار براي  داریم:

 

پس این رابطه تابع نیست.
ج) نادرست؛ دامنه ها و ضابطه هاي دو تابع برابر هستند و توابع مساوي اند.

 

 د) درست؛ متن کتاب درسی صفحۀ 

(صفحۀ  تا  ،  تا  ،  و  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

الف) درست   

ب) درست   

ج) نادرست   

د) درست   

 25

براي یک به یک بودن باید:      

رأس سهمی برابر با  است؛ بنابراین:  26

 (صفحۀ  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

 27

1 ≤  <
2
x 20 ≤  <

2
x 1−1 ≤  <

2
x 0

2 ≤ x < 40 ≤ x < 2−2 ≤ x < 0

f(x) = 1f(x) = 0f(x) = −1

54

x = 0y

∣y − 1∣ = x + 1  

x=0
∣y − 1∣ = 1 ⇒  { y − 1 = 1 ⇒ y = 2

y − 1 = −1 ⇒ y = 0

D  =f D  =g [0, 1] , f =  =x − x2
 x(1 − x) 0≤x≤1

 ×x  =1 − x g

55

637038435455

(
 
نمره(0٫25

( نمره(0٫25 

( نمره(0٫25 

(
 
نمره(0٫25

f(x) =  

x

x − 1

y  =1 y  ⇒2 x  =1 x  2

 =
x  1

x  − 11
 ⇒

x  2

x  − 12
 −x  x  1 2 x  =2  −x  x  1 2 x  ⇒1 −x  =2 −x  ⇒1 x  =1 x  2

S = (2, 3)

 

f(x) = a(x − x  ) + y  ⇒ f(x) = a(x − 2) + 3 ⇒ f(0) = a(0 − 2) + 3 = 5 ⇒ a =  s
2

s
2 2

2
1

⇒ f(x) =  (x − 2) + 32
1 2

y =  (x − 2) + 3 ⇒ y − 3 =  (x − 2) ⇒ (x − 2) = 2(y − 3) 
2
1 2

2
1 2 2

⇒ x − 2 =   −x + 2 =  ⇒ x = 2 −  ∣ ∣ 2(y − 3)
x<2

∣x−2∣=−(x−2)
2(y − 3) 2(y − 3)

⇒ f (x) = 2 −  

−1 2(x − 3)

61

 

f(x) = a(x − x  ) + y  
⇒ f(x) = a(x − 2) + 3 (

 
0٫25)s

2
s

2 نمره
f(0) = a(0 − 2) + 3 = 5 ⇒ a =  (  0٫25)2

2
1 نمره

y =  (x − 2) + 3 (  0٫25) ⇒ y − 3 =  (x − 2) ⇒ (x − 2) = 2(y − 3)2
1 2 نمره

2
1 2 2

⇒ x − 2 =  (  0٫25)  −x + 2 =   (  0٫25)∣ ∣ 2(y − 3) نمره x<2

∣x−2∣=−(x−2)
2(y − 3) نمره

⇒ x = 2 −  ⇒ f (x) = 2 −  (  0٫5)2(y − 3) −1 2(x − 3) نمره

15



 

 و دامنۀ تابع  است.

 سپس ضابطۀ تابع وارون  را به دست می آوریم:

 

  (صفحۀ  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

. 28  یک به یک نیست؛ زیرا براي مثال 

 یک به یک است.

 

 29

 30

 31

یک به یک است. 

 توان   

32  

 (الف

x + 2 ≥ 0 ⇒ x ≥ −2 ⇒ D  =f [−2, +∞)

D  =f −1 [7, +∞)D  =f [−2, +∞), f(x)

f

y = 7 +  ⇒x + 2 y − 7 =  ⇒x + 2 (y − 7) =2 x + 2 ⇒ (y − 7) −2 2 = x
 

y  x و  جابھ جا کردن

y = x −2 14x + 47 ⇒ f (x) =−1 x −2 14x + 47 ⇒ a = −14 , c = 47

⇒  =
a + 7
c + 2

 =
−14 + 7
47 + 2

−7

60, 61

D  =f [−2, +∞) (
 
نمره(0٫25

y − 7 =  ⇒x + 2 (y − 7) =2 x + 2 (  0٫25) نمره⇒ x = (y − 7) −2 2 ( نمره(0٫25 

⇒ f (x) =−1 x −2 14x + 47 ( نمره(0٫25 

⇒  =
a + 7
c + 2

 =
−14 + 7
47 + 2

−7 ( نمره(0٫5 

ff(0) = f(6) = 9

g

g(x) = ∣x − 1∣ + 2  

x≥1
y = x − 1 + 2 → y = x + 1 → y − 1 = x → g (x) =−1 x − 1

f (7) =−1 a ⇒ f(a) = 7 ⇒ a −3 1 = 7 ⇒ a = 2

g =−1 {(5, 3), (4, 4), (6, 5), (0, 2)}

 
=

g

f
{(3,  )}5

4

fog =−1 {(5, 4), (0, 4)}

f(x) = x + 2  ⇒x − 3 (  + 1) +x − 3 2 2

f(x  ) =1 f(x  ) ⇒2 (  + 1) +x  − 31
2 2 = (  + 1) +x  − 32

2 2

⇒  +x  − 31 1 =  +x  − 32 1 ⇒ x =1 x  2

y = (  + 1) +x − 3 2 2 (x ≥ 3) ⇒ y ≥ 3

y − 2 = (  + 1) ⇒x − 3 2
 =y − 2  +x − 3 1

⇒ (  − 1) +y − 2
2

3 = x
 

y→x
y = (  − 1) +x − 2

2
32⇒  −y − 2 1 =  

⇒x − 3

  {
f : [3, +∞) ⇒ [3, +∞)−1

f (x) = (  − 1) + 3−1 x − 2 2

f(x) = x −3 5 = y → x =  ⇒3 y + 5 f (x) =−1
 =3 x + 5 g(x)

g(x) =  =3 x + 5 y → x + 5 = y ⇒3 x = y −3 5 → g (x) =−1 x −3 5 = f(x)

16
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 (ب

 33

تابع یک به یک است.  

الف) برد تابع  همان ارتفاع  متر است یعنی بازة بسته  و براي یافتن دامنه تابع  باید مدت زمان رسیدن به زمین را بیابیم یعنی باید معادله  را حل کنیم.  34

h ب) نمودار تابع  بر حسب  به صورت مقابل است. از نمودار واضح است که تابع  تابعی یک به یک است.

t

100

2 5

پ)

 

 35

 

 یعنی در تابع  به جاي  ،  را قرار دهیم، پس داریم: 

  

    

 36

  

 

   

  

 

 37

f(x) =  , x ≥x − 2 2, y ≥ 0 ⇒  =x − 2 y → x = y +2 2 → f (x) =−1 x +2 2, x ≥ 0, y ≥ 2

g(x) = x +2 2, x ≥ 0 ⇒ y ≥ 2 ⇒ x +2 2 = y → x =2 y − 2  

x≥0
x =  y − 2

⇒ g (x) =−1
 
=x − 2 f(x)

x ≥ 1 ⇒ ∣x − 1∣ = x − 1 ⇒ f(x) = −(x − 1) + 1 = −x + 2

x ≥ 1 ⇒ −x ≤ −1 ⇒ −x + 2 ≤ −1 + 2 ⇒ y ≤ 1

f(x) = −x + 2 D  =f [1, +∞) , R  =f (−∞, 1]

f(x  ) =1 f(x  ) ⇒2 −x  +1 2 = −x  +2 2 ⇒ x  =1 x  2

y = −x + 2 ⇒ x = 2 − y ⇒ y = f (x) =−1 2 − x, D  =f −1 (−∞, 1] , R  =f −1 [1, +∞)

h1000, 100[ ]hh = 0

h = 0 ⇒ 100 − 5t ⇒2 5t =2 100 ⇒ t =2
 =5

100 20 ⇒ t =  =20 2  5

⇒ 0 ≤ t ≤ 2 ⇒5 D  =h 0, 2  , R  =[ 5] h 0, 100[ ]

hth

h = 100 − 5t ⇒2 5t =2 100 − h ⇒ t =2 20 −  h5
1

⇒ t =  ⇒20 −  h5
1

h (t) =−1
 0 ≤20 −  t5

1
t ≤ 100

f(x) = 2 − 3x

(fog )(x) =−1 5x − 6 ⇒ f(g (x)) =−1 5x − 6

fxg (x)−1

2 − 3g (x) =−1 5x − 6 ⇒ −3g (x) =−1 5x − 8 ⇒ g (x) =−1
 (8 −

3
1 5x)

y =  (8 −3
1 5x) ⇒ 3y = 8 − 5x ⇒ 5x = 8 − 3y ⇒ x =  −5

8
 y

5
3

⇒ y = g(x) =  −5
8

 x5
3

f(x) =  , x <2x + 32
x − 12

0 ⇒  =2x + 32
x − 12

y ⇒ x −2 1 = 2x y +2 3y

⇒ x (1 −2 2y) = 1 + 3y ⇒ x =2
 1 − 2y

1 + 3y

x >2 0 ⇒  >1 − 2y

1 + 3y
0 ⇒        

y

 1−2y
1+3y

−∞
−

−  3
1

0 +
 2

1

ت ن 
+∞
− ⇒ −  <3

1
y <  2

1

(1) ⇒  =x2
  

1 − 2y

1 + 3y
⇒ ∣x∣ =   

1 − 2y

1 + 3y
 

x<0 −x =   

1 − 2y

1 + 3y

⇒ x = −   

1 − 2y

1 + 3y
⇒ y = f (x) =−1 −  , D  = 

1 − 2x

1 + 3x
f −1 R  =f (  ,  )3

−1
2
1

17



   

   

 چون اشتراك  و  تهی است، پس تابع  یک به یک و وارون پذیر است. 

   

   

  با توجه به اینکه دامنه تابع وارون برابر با برد تابع اصلی است داریم: 

 38

 (صفحۀ  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

در نمایش توابع به صورت زوج هاي مرتب، وقتی مؤلفه هاي اول دو زوج از دو تابع یکسان بودند براي اعمال جبري، زوج مرتبی می نویسیم و مؤلفۀ اول را قرار داده و براي تعیین  39
مؤلفۀ دوم نگاه می کنیم چه عملی باید انجام داد، آن عمل را روي مؤلفه هاي دوم زوج هاي مرتب انجام می دهیم.

تابعضابطهدامنه

 (صفحۀ  تا  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

تابع  خط گذرا از دو نقطۀ  است؛ بنابراین معادلۀ آن به صورت زیر است:  40

 

 از طرفی براي تابع  داریم:

f(x) =  {  , x ≥ 2 ⇒ f(x  ) = f(x  ) ⇒  =  ⇒ x  = x  

3 5x − 2 1 2 3 5x  − 21 3 5x  − 22 1 2
x − 12 , x < 2 ⇒ f(x  ) = f(x  ) ⇒ x  − 12 = x  − 12 ⇒ x  = x  ⇒ x  = x  

3
1 2 1

3
2
3

1
3

2
3

1 2

x ≥ 2 ⇒ 5x ≥ 10 ⇒ 5x − 2 ≥ 8 ⇒  ≥3 5x − 2 2 ⇒ y ≥ 2 (1)

x < 2 ⇒ x <3 8 ⇒ x −3 12 < 8 − 12 ⇒ y < −4 (2)

(1)(2)f

y =  

3 5x − 2 ⇒ 5x − 2 = y3 ⇒ x =  (y +5
1 3 2) ⇒ f (x) =−1 y =  (x +5

1 3 2)

y = x −3 12 ⇒ x =3 y + 12 ⇒ x =  

3 y + 12 ⇒ f (x) =−1 y =  

3 x + 12

f (x) =−1
  ⎩⎨

⎧
 (x + 2) , x ≥ 25

1 3

 , x < −43 x + 12

 3 f − g 4 (الف= ( ) ( ) 3  −  =(4 − 1
1

4 − 3) −2

 

 D  = R − 1 , D  = 3, (ب∞+ f { } g [ )

D  = x ∈ D  ∣g x ∈ D  = x ∈ 3, +∞ ∣  = 1 ⇒ x = 4fog { g ( ) f } { [ ) x − 3   }
= 3, +∞ − 4[ ) { }

68

 3 f − g 4 (الف= ( ) ( ) 3  −  (  0٫25) =(
4 − 1
1 4 − 3) نمره −2 ( نمره(0٫25 

 D (ب=  f R − 1 , D ={ } g 3, +∞ (  0٫25)[ ) نمره

D  =fog x ∈ D  ∣g x ∈ D  ={ g ( ) f } x ∈ 3, +∞ ∣  = 1 ⇒ x = 4 (
 
0٫25){ [ ) x − 3   } نمره

= 3, +∞ −[ ) 4 (  0٫25){ } نمره

{0, 1, 2, 3}(f + g)(x) = {(0,0), (1, 2), (2, −3), (3, 3)}f + g

{0, 1, 2}(  )(x) =
g

f
{(0, −1), (1, −2), (2, −2)} 

g

f

6469

(f + g)(x) = {(0,0), (1, 2), (2, −3), (3, 3)} {0, 1, 2, 3} ( نمره(0٫5 

(  )(x) =
g

f
{(0, −1), (1, −2), (2, −2)} {0, 1, 2} (

 
نمره(0٫75

g(x)(−1,0), (0, 1)

 ⇒{ g(−1) = −a + b = 0
g(0) = b = 1 a = 1 ⇒ g(x) = x + 1

f(x)

18
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  (صفحۀ  تا  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

؛ الف) گزینۀ   41

 

؛ شرط تشکیل تابع  آن است که مقادیر  در دامنۀ  قرار داشته باشند، به عبارت دیگر اشتراك دامنۀ  و برد  تهی نباشد.  ب) گزینۀ 

 

؛  ج) گزینۀ 

 

  (صفحۀ  تا  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

الف) گزینۀ            ب) گزینۀ            ج) گزینۀ 

 42

  

 43

تابع  تابع خطی است که از نقاط  و  می گذرد پس داریم:  44

تابع  تابع خطی است که از نقاط  و  می گذرد، پس داریم:

f(x) =  ⇒c − x f(2) =  =c − 2 0 ⇒ c = 2 ⇒ f(x) =  2 − x

(  )(0) =
g

f
 =

g(0)
f(0)

 =1
 2

 2

(f + g)(−2) = f(−2) + g(−2) = 2 + (−1) = 1

f(−g(3)) = f(−(4)) =  6

 

f(1)=1

g(1)=2
gof(1) + fog(1) = g(1) + f(2) = 2 + 0 = 2

6370

 

(0,1),(−1,0)
g(x) = x + 1 ( نمره(0٫25 

 

c=2
f(x) =  (  0٫25)2 − x نمره

(  )(0) =
g

f
 (  0٫25)2 نمره

(f + g)(−2) = 1 (
 
نمره(0٫25

f(−g(3)) = f(−(4)) =  (  0٫25)6 نمره

gof(1) + fog(1) = g(1) + f(2) = 2 + 0 = 2 ( نمره(0٫25 

2

D  =f [1, +∞) , D  =g R − {−5}

D  =
 

g
f D  ∩f D  −g {x∣g(x) = 0} ⇒ D  =

 

g
f [1, +∞) ∩ (R − {−5}) − {x∣  =

x + 5
x − 2

0} = [1, +∞) − {2}

4goffggf

R  ∩f D  =g  ϕ

1

f(x) =  ⇒x − 3 D  =f [3, +∞)

g(x) =  +a − x b ⇒ D  =g (−∞, a]

D  =f×g D  ∩f D  =g [3, a] = [3, 5] ⇒ a = 5

(f + g)(4) = f(4) + g(4) =  +4 − 3  +5 − 4 b = 7 ⇒ b = 5

6370

(  0٫5) )نمره2  0٫5) )نمره4  0٫5) نمره1

 =
g

f
{(2, −2)}

f + g = {(1, 2), (2, 8)}

ِD  =
 

g

f 2

f(0, 2)(5,0)

m =  =0 − 5
2 − 0

−  ⇒5
2

y − 2 = −  (x −5
2

0) ⇒ y = f(x) = −  x +5
2

2, D  =f R

g(0, −3)(2,0)

m =  =0 − 2
−3 − 0

 ⇒2
3

y − (−3) =  (x −2
3 0) ⇒ y = g(x) =  x −2

3 3, D  =g R

D  ∩f D  =g R ⇒ D  =f+g R, (f + g)(x) = f(x) + g(x) = −  x +5
2

2 +  x −2
3

3

⇒ (f + g)(x) =  x −10
11 1

19



) ابتدا دامنۀ دو تابع را به دست آورید.  45

) فرمول دامنۀ ترکیب را بنویسید.

) با استفاده از فرمول و محدودیت هاي هر دامنه، دامنۀ تابع مرکب را حساب کنید.

 

  (صفحۀ  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

؛ الف)   46

 

؛  ب) 

 

؛  ج) 

 

 د) افزایش؛

 

  (صفحۀ  و  تا  و   کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

الف) 

ب) 

ج) 

د) افزایش  

 47

  

 48

(f − g)(x) = f(x) − g(x) = −  x +5
2

2 −  x +2
3

3 = −  x +10
19

5, D  =f−g R

(f ⋅ g)(x) = f(x) ⋅ g(x) = (−  x +5
2 2)(  x −2

3
3) = −  x +5

3 2
 x +5

6
3x − 6

(f ⋅ g)(x) = −  x +5
3 2

 x −5
21 6, D  =fg R

1

2

3

f(x) =  =x + ∣x∣   ⇒{  2x

0
x ≥ 0
x < 0 D  =f R

g(x) =  ⇒
x − 4x2

1
D  =g R − {0, 4}

D  =gof {x ∈ D  ∣f(x) ∈f D  } =g  ={ x ∈ R∣  =   = 0, 4x + ∣x∣ {  2x

0
x ≥ 0
x < 0  } (0, +∞) − {8}

67, 68

D  =f R  D و=  g R − {0, 4} ( نمره(0٫25 

D  =gof {x ∈ D  ∣f(x) ∈f D  } (  0٫25) =g نمره  (  0٫25){ x ∈ R∣  =   = 0, 4x + ∣x∣ {  2x

0
x ≥ 0
x < 0  } نمره

= (0, +∞) − {8} ( نمره(0٫25 

2

f = {(−2, 2), (m, 3), (−1, 3), (2m, a)}  

 
بھ دلیل یک بھ یک بودن

(m,3)=(−1,3)
m = −1  

 
بھ دلیل تابع بودن
(2m,a)=(−2,2)

a = 2

(−5, 1)

∣x + 2∣ < 3 ⇒ −3 < x + 2 < 3 ⇒ −5 < x < 1 ⇒ x ∈ (−5, 1)

R − {0,  }3
4

D  =f R − {3}, D  =g R − {0} ⇒ D  =fog {x∣x ∈ D  =g R − {0},  =
x

4
 3} = R − {0,  }3

4

f(x) = a =−x (  )  

a

1 x 0<a<1⇒b=  >1
a
1

y = bx

55232878

(  0٫25) نمره2

(
 
0٫25) (−5, نمره(1

(  0٫25) R نمره− {0,  }3
4

( نمره(0٫25 

D  =f (−∞, 1]  x یا≥ 1  D و=  g R

D  =fog {xϵD  ∣g(x)ϵD  } =g f {xϵR∣x −2 3 ≤ 1} = {xϵR∣x −2 4 ≤ 0} = [−2, 2]

20
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 49

  50

       

 

                   

 تعریف نشده 

      

 

         

 

             

 

D  =g R , D  =f (−∞ , 4] → D  =fog {x ∈ R∣  } =

∗

 x + 3 ∈ (−∞ , 4]2 [−1, 1]

∗ : x +2 3 ≤ 4 → x ≤2 1 → −1 ≤ x ≤ 1

fog(x) =  =4 − (x + 3)2
 1 − x2

f(x) = 2x + a  

x = f(x)
f f(x) =( ) 2f(x) + a

bx + 6 = 2f(x) + a  

f(x) = 2x + a
bx + 6 = 2(2x + a) + a ⇒ bx + 6 = 4x + 3a ⇒ 4 = b

3a = 6 ⇒ a = 2 ⇒ a + b = 6

f(x) =  , D  =x + 2 f −2, +∞)[

g(x) = −x + 1, D  =g R

D  ∩f D  =g −2, +∞) ⇒[ D  =f+g −2, +∞)[

(f + g)(2) = f(2) + g(2) = +4 (−2 + 1) = 2 + (−1) = 1

−3 ∈/ −2, +∞) ⇒ (f +[ g)(−3) =

(fg)(  ) =2
1

f(  )g(  ) =2
1

2
1

 × + 22
1

(−  +2
1 1) =  × 

2
5

 =2
1

2 2
5

(fog)(−4) = f(g(−4)) = f(5) =  =5 + 2  7

(  )(0) =
g

f
 =

g(0)
f(0)

 =1
 2

 2

(gof)(−1) = g(f(−1)) = g(  ) =−1 + 2 g(1) = −1 + 1 = 0

21
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سال یازدهم
ریاضی

10155942

بیستوفیل حسابان فصل 3

یازدهم



درس اول : تابع نمایی
تابع نمایی، معادلات و نامعادلات نمایی

درس دوم : تابع لگاریتمی و لگاریتم
تابع لگاریتمی، تعریف لگاریتم و شرایط آن

درس سوم : ویژگی هاي لگاریتم و حل معادله هاي لگاریتمی
ویژگی هاي لگاریتم

معادلات و نامعادلات لگاریتمی و مسائل کاربردي

1

2

3

4



درس اول : تابع نمایی

تابع نمایی، معادلات و نامعادلات نمایی
نیمه عمر یک مادة هسته اي  سال است. نمونه اي از این ماده،  میلی گرم جرم دارد. جرمی که پس از  سال باقی می ماند را  1

محاسبه کنید.
30128300

تحت شرایط ایداه آل جرم یک تودة معین از باکتري ها، در هر ساعت  برابر می شود. فرض کنید در ابتدا  میلی گرم باکتري وجود  2
دارد.

3100

tجرم توده پس از  ساعت را به صورت یک تابع نمایی بنویسید.

10جرم توده را پس از  ساعت، برآورد کنید.

24300جرم توده پس از چند ساعت،  میلی گرم خواهد شد؟

تابع  را در نظر بگیرید.  3f(x) = 3x

برد تابع را بنویسید.

f(x)وارون تابع  چیست؟ 

خط  نمودار تابع  را در چه نقطه اي قطع می کند؟ (راه حل نوشته شود)  4y = 10y = (0٫01)x

شکل زیر نمودار تابع   است.  کدام است؟  5

x

y

       

f x =( ) −27 +  (
3
1)

ax+b

f(−1)

اگر  باشد، مقدار  بیابید.  6f(x) = 2 −x+1 5f (27)−1

نیمه عمر عنصري  سال است. اگر جرم اولیۀ آن  میلی گرم باشد، بعد از  سال جرم  این عنصر چقدر خواهد بود؟  7504825

یکی از معادلات زیر را حل کنید.  8

 1) (  ) =5
3 x+1

  2) 4 =9
25 و 3x+2 ( )64

1 x

درستی یا نادرستی عبارت هاي زیر را مشخص کنید.  9

الف) هر تابع با ضابطۀ  با شرط  و  و  رفتار نمایی دارد.

ب) نمودار تابع  همواره بالاي نمودار تابع  قرار دارد.

ج) دو تابع  و  وارون یکدیگرند.
د) لگاریتم هر عدد مثبت, همواره عددي مثبت است.

هـ) دامنۀ تابع هاي  و  برابر است.

f(x) = kaxa = 1a > 0k = 0

y = 3xy = 2x

f(x) = 2−xg(x) = − log  x2

f(x) = log  x2g(x) = 2x

1



درس دوم : تابع لگاریتمی و لگاریتم

در جاي خالی عبارت مناسب قرار دهید.  10

الف) اگر  باشد، آنگاه مقدار  برابر است با  .................. 

ب) دامنۀ تابع  برابر  .................. است.

ج) تابع  تابعی  .................. است. (صعودي، نزولی)

د) خط  نمودار تابع  را در نقطۀ  .................. قطع می کند.

هـ) نمودار دو تابع  و  در  .................. نقطه همدیگر را قطع می کنند.

log   =3 27
1

AA

y = log  (1 − x )3
2

y = −2 +x 2

y = 81y = 3x

f(x) = 2xg(x) = x2

ها را بیابید. نقطۀ تلاقی تابع  با محور   11f(x) = 9 − 32x+1x

نمودار تابع نمایی  را رسم کنید.  12f(x) = −2 − 3x

ضابطۀ وارون تابع  را به دست آورید.  13f(x) = 3x+2

اگر نمودار تابع نمایی  خط  را قطع کند. طول نقطۀ برخورد بین کدام دو عدد صحیح متوالی قرار دارد؟  14y = 2xy =  2
13

اخیراً داروي مسکن جدیدي به بازار عرضه شده است که هر قرص آن شامل  میلی گرم از ترکیبات دارویی فعالی است که با گذشت  15
هر یک ساعت از زمان مصرف، مقدار آن در خون بیمار نصف می شود.

300

جدول زیررا کامل کنید.

          

 
زمان سپری شده (ساعت)

مقدار داروی باقی مانده (میلی گرم) 
0

300
1

150
2

⋯
3

⋯
4

⋯
5

⋯
6

⋯

tفرمولی بنویسید که مقدار دارو را در خون بیمار پس از گذشت  ساعت نشان دهد.

معادله ي زیر را حل کنید.  16

9 −x 7 × 3 =x 18

نمودار توابع زیر را رسم کنید.  17

y   (ب                 (الف = 5 +x 1y = 5 −x 2

دستگاه مقابل را حل کنید.          18

 { 2 = 322x−y

3 = 1x+2y

تابع لگاریتمی، تعریف لگاریتم و شرایط آن

اگر  و  باشد،  مطلوب است محاسبه ي دامنه ي تعریف توابع  و  .  19f(x) =  x − 2g(x) = log(4 − x) 

g

f
gof

حدود  را چنان بیابید که تابع  یک تابع نمایی باشد.  20ty = (  −2
3

t)x

حاصل عبارت هاي زیررا به دست آورید.  21

2 log  8 −2 3 log   +5
3 5 2log  32

3 log 0٫001 + log  +3 100 log   5 25
1

2
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درس سوم : ویژگی هاي لگاریتم و

حل معادله هاي لگاریتمی

log  32 +2 log  81 +
 3

1 log  9  

 3 3

2log  5−log  32 2

log  8 +
 2 5(1+log  4)5

log   +5 125 log  2 +4 log 0٫1

log  (log  (log  125))3 3 5

log  5 ×6 log  6 ×7 log  7 ×8 ⋯ × log  2425

 +
log  242

1
 +

log  243

1
 

log  244

1

دامنۀ تابع  را بیابید.  22f(x) = log  (  )1−x x

x + 1

x

y

1 3
1
2
-
-

 

اگر نمودار تابع  بصورت مقابل باشد، ضابطه ي تابع را بیابید.  23y = a + log  b
x

ویژگی هاي لگاریتم

اگر  و  باشد، حاصل  را برحسب  و  به دست آورید.  24log 2 = alog 3 = blog  0٫75ab

حاصل عبارت  کدام گزینه است؟  25

 (                                  (                                  (                                  (

log   7
3 492

1 

3
2

2 

3
4

3 

3
1

4−  

3
4

، مقدار  را به دست آورید. (راه حل نوشته شود) اگر   26f(x) = log  (7x −3
2 1)f (3)−1

، مقدار  را به  دست آورید. با فرض   27log 2 = 0٫3log  252

حاصل عبارت  را به دست آورید.  28log  5  +10 2 log  2  10 5
حاصل عبارت مقابل را بیابید.  29

log   
−

 

5 2 32 log   

 

3 3 27
1

، مقدار  را به دست آورید. اگر   30f(x) = 3 − 2 log  (  + 2)3 4
x

f(28)

3



اگر  و  باشد، حاصل  را به دست آورید.  31log 2 = 0٫3log 3 = 0٫4log  

3 45

نشان دهید اگر  و  و  و  آنگاه:   32c > 0bac = 1log   =c
b

a
log  a −c log  bc

اگر نمودار تابع  از نقطۀ  عبور کند، آنگاه مقدار  را به دست آورید.  33f(x) = 2 + log  a
x(  , −2)3

1
a

حاصل عبارت زیر را بیابید.  34

 A = log  (  ) +3
 

4 27
9

log 0٫001

،  و  بیابید. ،  و  باشند، حاصل عبارت هاي زیر را برحسب  اگر   35

  (ب                        (الف

log 2 = alog 3 = blog 7 = cabc

log  

2100
1

log  

3 0٫084

معادلات و نامعادلات لگاریتمی و مسائل کاربردي

معادلۀ لگاریتمی  را محاسبه کنید.  36log  (x +2 7) − log  (x −2 2) = 2

معادله لگاریتمی زیر را حل کنید.   37

 log(x − 1) + log(  +
2
x

1) = log 18 − log 2

نیمه عمر عنصري  سال است. اگر جرم اولیه آن  میلی گرم باشد، بعد از  سال جرم این عنصر چقدر خواهد بود؟ (  38
(

2524402 ≈−1٫6 0٫32

معادلۀ لگاریتمی مقابل را حل کرده و مجموعه جواب را مشخص کنید.  39

 log  (x −3 1) + log  (  +3 2
x 1) = 2

معادله لگاریتمی  را حل کنید.  40log(x + 3) + log(x − 3) − log x = 3 log 2

نیمه عمر یک ماده  ساعت است. اگر  گرم از این ماده را در اختیار داشته باشیم، جرمی که پس از  ساعت باقی می ماند، چقدر  41
است؟ 

4825696

معادلۀ زیر را حل کنید.  42

3  −log  x2 log  2x =2 1

معادله لگاریتمی  را حل کنید.  43log  (x −3
2 1) = 1 + log  (x +3 3)

معادلۀ لگاریتمی  را حل کنید.  44log x + log (x − 1) + 3 log 2 = 1 + log 3

معادلات لگاریتمی زیر را حل کنید.  45

الف) 

ب) 

log  x +4
2 log  (2 − x) =2 0

log  (x + 1) +x log  (2x + 1) =x log  6x

نیمۀ عمر یک نوع ماده هسته اي  سال است. اگر جرم نمونه اي از این ماده  میلی گرم باشد، به کمک تابع نمایی:  46

الف) جرم باقیمانده این ماده پس از  سال را بیابید.

ب) بعد از چند سال جرم باقیمانده برابر  میلی گرم می شود.

2524

50

3

در آبان ماه  زلزله اي با قدرت  ریشتر شهرستان کرمانشاه را لرزاند. مقدار انرژي آزاد شده بر حسب ارگ را به دست آورید.  4713967٫3

اگر نمودار تابع با ضابطۀ  از نقطۀ  عبور کند، مقدار  چقدر است؟  48f(x) = log  xa(   −3
1
و 3)a

مجموعه جواب نامعادلۀ  را به دست آورید.  49log  >
 2

1
3 3x − 9 log  (2x −

 8
1 4)

معادلۀ  را حل کنید.  50log  (x −3 1) + log  (  +3 2
x 1) = 2

4
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 2

       

 

   

 

         

 

 3

        4

 

با توجه به شکل، مختصات دو نقطۀ  و  واقع بر منحنی را در ضابطۀ تابع جاي گذاري می کنیم:  5

 (صفحۀ   تا  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

 6

ام به صورت  خواهد بود. اگر مقدار یا جمعیت با گذشت  ساعت (دقیقه یا سال)  برابر شود. مقدار یا جمعیت در ساعت   7

: مقدار اولیه

: زمانی است که می خواهیم میزان رشد یا زوال را طی آن مدت اندازه گیري کنیم.

: دوره زمانی است که در آن  برابر می شود.

 

  (صفحۀ  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

m(t) = m  ×0 2 →
 

n

−t

m(t) = 128 × 2 →
 

30
−t

m(300) = 128 × 2 =
 

30
−300

2 ×7 2 =−10 2 =−3
 8

1

f(t) = 100 × (3)t

f(10) = 100 × 3 ⇒10 f(10) = 5904900

f(t) = 24300 = 100 × (3) ⇒t t = 5

R = (0, +∞)

f (x) =−1 log  x3

10 = (0٫01) ⇒x 10 = (10 ) ⇒−2 x −2x = 1 ⇒ x =  

2
−1

A(0, −18)B(−  ,0)2
1

 

f(0) = −27 + (  ) = −18 ⇒ 3 = 3 ⇒ b = −23
1 b −b 2

f(−  ) = −27 + (  ) = 0 ⇒ 3 = 3 ⇒  + 2 = 3 ⇒ a = 22
1

3
1

 −22
−a

 +22
a 3

2
a

f(x) = −27 + (  ) ⇒ f(−1) = −27 + 3 = −27 + 81 = 543
1 2x−2 4

4776

 

f(0) = −27 + (  ) = −18 ⇒ 3 = 3 ⇒ b = −2 (  0٫25)3
1 b −b 2 نمره

f(−  ) = −27 + (  ) = 0 ⇒ 3 = 3 ⇒  + 2 = 3 ⇒ a = 2 (  0٫25)2
1

3
1

 −22
−a

 +22
a 3

2
a نمره

f(x) = −27 + (  ) (  0٫25) ⇒ f(−1) = −27 + 3 = −27 + 81 = 54 (  0٫25)3
1 2x−2 نمره 4 نمره

f (27) =−1 a → f(a) = 27

2 −a+1 5 = 27 → 2 =a+1 32 = 2 →5 a + 1 = 5 → a = 4

hktA(t) = A  k0
 h

t

A0

t

hk, A  0

A(t) = A  (  ) =0 2
1

 

h
t 48(  ) ⇒2

1
 50

t

A(25) = 48(  ) =2
1

 50
25 48(

 
) =

 2
1

48 ×  =2
 2 24  2

72

5



 

 8

ابتدا سعی می کنیم با ساده و یکسان نمودن پایه ها معادله اي به صورت  داشته باشیم. سپس ریشه هاي معادله  را به دست می آوریم.

 

  (صفحۀ  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

حل یک معادله به دلخواه کافی است.

 

الف) بنابر تعریف درست است.  9

ب) نادرست؛ براي  نمودار  زیر نمودار    قرار دارد.

   

ج) درست؛ زیرا 

د) نادرست؛ مثال نقض 

هـ) نادرست؛  و 
راهنماي تصحیح:

الف) درست ( نمره)                  ب) نادرست ( نمره)                  ج) درست ( نمره)

د) نادرست ( نمره)                   هـ) نادرست ( نمره)

الف)  10

  

ب)

  
ج)

 
 د)  

 

A(t) = A  (  ) =0 2
1

 

h
t 48(  ) (  0٫25) ⇒2

1
 50

t

نمره A(25) = 48(  ) (  0٫25)2
1

 50
25

نمره

= 48(  ) = 

2
1 48 ×  =2

 2 24  (  0٫25)2 نمره

(a = 1, a > 0) a =f(x) ag(x)f(x) = g(x)

(  ) =5
3 x+1

 =9
25

(  ) ⇒5
3 −2 x + 1 = −2 ⇒ x = −3

4 =3x+2 (  ) ⇒64
1 x 4 =3x+2 (4) ⇒−3x 3x + 2 = −3x ⇒ x =  

3
−1

78, 79

(  ) =5
3 x+1

 =9
25

(  ) (  0٫5) ⇒5
3 −2 نمره x + 1 = −2 ⇒ x = −3 ( نمره(0٫25 

4 =3x+2 (  ) ⇒64
1 x 4 =3x+2 (4) (  0٫5) ⇒−3x نمره 3x + 2 = −3x ⇒ x =  (  0٫25)3

−1 نمره

x < 03x2x

y = 2 →−x log  y =2 log  2 =2
−x −x

⇒ x = − log  y →2 f (x) =−1 − log  x2

log   =2 2
1

log  2 =2
−1 −1

D  =f (0 , +∞)D  =g R

0٫250٫250٫25

0٫250٫25

A = log   =3 27
1

log  27 =3
−1 − log  3 =3

3 −3 log  3 =3 −3

1 − x >2 0 ⇒ x <2 1 ⇒ x <∣ ∣ 1 ⇒ −1 < x < 1
 
x یا∋ (−1, 1)

 →{ y = 3x

y = 81 81 = 3 ⇒x 3 =4 3 ⇒x x = 4 ⇒ (4, 81)

6
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 الف)  ( نمره) 

) ( نمره)  د) ( و 

) ( نمره)    ب) ( و 

هـ)  ( نمره)

 ج) نزولی  ( نمره)

هـ)  نقطه؛               

                                                                       
راهنماي تصحیح:

 
 

 11

 (صفحۀ  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

 12

) ابتدا نمودار  را رسم می کنیم. گام 

 

ها قرینه می کنیم.   گام 2) نمودار  را نسبت به محور 

 

گام 3) نمودار  را در راستاي محور عرض ها، به اندازة  واحد به پایین انتقال می دهیم. 

 

  (صفحۀ  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

3

−30٫25

8140٫25

1−10٫25

30٫25

0٫25

y = 0 ⇒ 9 − 3 =2x+1 0 ⇒ 3 =2x+1 9 = 3 ⇒2 2x + 1 = 2 ⇒ 2x = 1 ⇒ x =  ⇒2
1

(  ,0)2
1

75

y = 0 ⇒ 3 =2x+1 9 (  0٫25) نمره→ 3 =2x+1 3 ⇒2 2x + 1 = 2 ⇒ x =  (  0٫25) ⇒2
1 نمره (  ,0) (  0٫25)2

1 نمره

1y = 3x

y = 3xx

y = −3x2

78

7



                

( نمره) ( نمره) ( نمره)

 13

 (صفحۀ  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

 14

(صفحۀ  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

  15

 

چون زمان هاي سپري شده دنبالۀ حسابی و مقدار داروهاي باقی مانده، دنبالۀ هندسی تشکیل می دهند، پس ضابطۀ تابع فوق، نمایی است و می توان نوشت:

 

، پس:  باتوجه به جدول داریم:  و 

 

 16

با فرض  داریم:

  غ ق ق 

 17

0٫250٫250٫25

y = 3 ⇒x+2 y = 3 ⇒x+2 log  3 =3
x+2 log  (y) ⇒3 x + 2 = log  (y)3

⇒ x = −2 + log  (y)3

⇒ f (x) =−1 −2 + log  (x)3

81

\displaystyley = 3 (
 
0٫25) →x+2 نمره x + 2 = log  (y)(

 
0٫5) →3 نمره x = log  (x) −3 2(

 
0٫25) نمره→

f (x) =−1 −2 + log  (x)(  0٫25)3 نمره

  {
llyـ = 2x

y =  = 6٫52
13

تقاطع 2 =x 6٫5 ⇒  
2

 
6٫5 قرار می دھیم: را بین دو توان متوالی 4 < 6٫5 < 8 ⇒ 2 <2 2 <x 23

⇒ 2 < x < 3
⇒ x ∈ (2, 3)

79

2 =x
 =2

13 6٫5 (  0٫25) نمره→ 4 < 2 <x 8 (  0٫25) نمره→ 2 <2 2 <x 2 (  0٫25) →3 نمره 2 < x < 3 ( نمره(0٫25 

        

زمان سپری شده (ساعت) 

مقدار داروی باقی مانده (میلی گرم)

0
300

1
150

2
75

3
 

2
75

4
 

4
75

5
 

8
75

6
 

16
75

f(t) = abt

f(0) = 300f(1) = 150

300 = ab ⇒0 a = 300

150 = ab ⇒1 150 = 300b ⇒ b =  ⇒2
1

f(t) = 300(  )2
1 t

9 −x 7 × 3 −x 18 = 0 → (3 ) −x 2 7 × 3 −x 18 = 0

3 =x t

t −2 7t − 18 = 0 ⇒ (t − 9)(t + 2) = 0 → t = 9 , t = −2

, 3 =x 9 = 3 →2
 x = 23 =x −2

8
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x

y
5y x

=
1

x

y 5y x
=

1
2-

1+

x

y 5y x=

1
2

-
-

2-

(الف

(ب

 18

 19

 20

طبق تعریف تابع نمایی به صورت  باید  مثبت و مخالف یک باشد:
 

     

 

راهنماي تصحیح:

  21

   

 

    

    

 

    

2 = 32 = 2 ⇒2x−y 5

3 = 1 = 3 ⇒x+2y 0 { 2x − y = 5  

×2

x + 2y = 0
 { 4x − 2y = 10

x + 2y = 0
5x = 10 →  x = 2

x + 2y = 0 → 2 + 2y = 0 →  y = −1

D  :f x ≥ 2 D  :g 4 − x > 0 ⇒ x < 4
D  =

g
f D  ∩f D  −g {x∣g(x) = 0} = [2, 4) − {3}

g(x) = 0 ⇒ log(4 − x) = 0 ⇒ 4 − x = 1 ⇒ x = 3

D  =gof {x∣x ∈ D   ,  f(x) ∈f D  } =g {x∣x ≥ 2 ,   <x − 2 4} = [2, 18)

 
<x − 2 4 ⇒ x − 2 < 16 ⇒ x < 18

y = axa

  

 − t = 1 ⇒ t =  − 1 ⇒ t =  

2
3  

2
3 

2
1

 − t > 0 ⇒ t <  

2
3

2
3 ⟹

اشتراک 
(−∞,  ) ∪2

1
(  ,  ) =2
1

2
3

(−∞,  ) −2
3

 {2
1

}

  

1)  − t = 1 ⇒ t =  (  0٫5)2
3

 
2
1 نمره

2)  − t > 0 → t <  (  0٫5)2
3

2
3 نمره

⟹
1∩2

(−∞,  ) −2
3

 (  0٫25)  (−∞,  ) ∪{
2
1} نمره یا

2
1

(  ,  )2
1

2
3

2 log  2 −2
3 3 log  5 +5

 3
1 3 = 6 log  22 −3 ×  log  53

1
5 +3 = 6 − 1 + 3 = 8

3 log 10 +−3 log 10 + 3
2

log  5 =5
−2 −9 +  −3

2
2 = −  3

31

log  2 +2
5 log  33−1

4 + log  3 ×
3  2
1

2 3  3
1

= 5 − 4 + log  33  2
1

 3
7

= 1 +  

 2
1

 3
7

= 1 +  =3
14

 3
17

2 =log   2 3
5

 3
5

log  2
2  2
1

3 +5(log  5+log  4)5 5 =  

 2
1
3

+5log  205 = 6 + 20 = 26

9



      

با در نظر گرفتن شرایط معنی دار بودن لگاریتم داریم:   22

  

 

 

 در نتیجه: 

 

 23

 24

  

گزینۀ   25

      26

 

 27

 

  (صفحۀ  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

 

 28

  (صفحۀ  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

log  
5 +5

 2
3

log  2 +22 log 10 =−1
 +2

3
 −2

1
1 = 2 − 1 = 1

log  (log  (log  5 )) =3 3 5
3 log  (log  (3)) =3 3 log  (1) =3 0

 ×
 log 6

log 5
 

 log 7
 log 6
×  

log 8
 log 7
× ⋯ ×  

log 25
 log 24
=  

log 25
log 5

=  

log 52
log 5

=  2 log 5
log 5

=  2
1

log  2 +24 log  3 +24 log  4 =24 log  2 ×24 3 × 4 = log  24 =24 1

 >
x

x + 1 0 ⇒        

x

 x
x+1

−∞
+

−1
0 −

0
ت.ن

+∞
+

x < −1  x یا< 0 (1)

1 − x > 0 ⇒ x < 1 (2)

1 − x = 1 ⇒ x = 1 (3)

(1) ∩ (2) ∩ (3) : x < −1  0 یا> x < 1 ⇒ D  =f (−∞, −1) ∪ (0, 1)

(1, −1) → y = a + log  ⇒b
x −1 = a + log  ⇒b

1 −1 = a + 0 →  a = −1

(3, −2) → y = −1 + log  ⇒b
x −2 = −1 + log  ⇒b

3 log  =b
3 −1 ⇒ b =−1 3

⇒  =
b

1 3 → b =  →3
1

y = −1 + log  

 3
1
x

log  =0٫75 log  = 

4
3

 log  =2
1

4
3

 (log 3 −2
1

log 4) =  (log 3 −2
1 2 log 2) =  (b −2

1 2a) =  b −2
1

a

2

f (3) =−1 x ⇒ f(x) = log  (7x −3
2 1) = 3

(7x −2 1) = 27 ⇒ x =2 4 ⇒ x = ±2

log  2 =10  ⇒
log  102

log  22
 =

10
3

 ⇒
log  102

1
log  10 =2  

3
10

log  25 =2 log  5 =2
2 2 log  5 =2 2 log   =2 2

10 2(log  10 −2 log  2) =2 2(  −3
10 1) = 2 ×  =3

7
 

3
14

86

log  2 =10  ⇒
log  102

log  22
 =

10
3

 ⇒
log  102

1
log  10 =2  (  0٫25)

3
10 نمره

 =

( نمره(0٫25 

 log  25 = log  5 = 2 log  5 = 2 log   2 2
2

2 2 2
10

 =

( نمره(0٫25 

 2(log  10 − log  2)2 2 2(  −3
10 1) = 2 ×  =3

7
 (  0٫25)3

14 نمره

log  5  × 2  =10 2 5 log  10  =10 10 log  10 × 10 =10
 2

1
log  10 =10

 2
3

 log  10 =2
3

10  

2
3

86

log  5  × 2  (  0٫25) =10 2 5 نمره log  10 × 10 (  0٫25) =10
 2

1 نمره log  10 (  0٫25) =10
 2

3 نمره  (  0٫25)2
3 نمره

10
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29  

 

 

(صفحۀ  کتاب درسی) 
راهنماي تصحیح:

 30

 

(صفحۀ  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

 31

 (صفحۀ  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

. در . مطابق تعریف لگاریتم داریم:  ، از این رو  ؛ پس طبق تعریف  و  32  فرض کنیم  و 

نتیجه: 

راهنماي تصحیح:

33  

 34

 35

   (الف

log  a =bm
n

 log  a , log  a =
m

n
b bm  log  a, log  a =

m

1
b b

n n log  ab

log   =
 

5 2 32 log   =
 

5 2 25 log  2 =2  5
1

 2
5

 ×2
5

 log  2 =1
5

2  

2
25

log   =
 

3 3 27
1

log  3 =
3  3
1

−3 −3 ×  log  3 =1
3

3 −9 ⇒  −2
25

(−9) =  +2
25

9 =  =2
25 + 18

 2
43

86

 ; log   = log   = log  2 =  × 5 =  

 

5 2 32
2  5
1

 2
5

2
5

2
25

( نمره(0٫5 

 

3 3 27
1

log  3 =
3  3
1

−3 −3 × 3 = −9( نمره(0٫5 

⟹  +2
25 9 =  (  0٫25)2

43 نمره

f(28) = 3 − 2 log  (  + 2) =3 4
28 3 − 2 log  (7 + 2) =3 3 − 2 log 93

= 3 − 2 log  3 =3
2 3 − 2 × 2 log  3 =3 3 − 4 = −1

82

\displaystylef(28) = 3 − 2 log  (7 + 2)(  0٫5) =3 نمره 3 − 2 log  3 (  0٫25)3
2 نمره

= 3 − 2(2) = −1( نمره(0٫25 

log  =
3 45 log 45 = 3

1
 log 45 =3

1
 log (3 × 5) =3

1 2
 (log 3 +3

1 2 log 5) =  (2 log 3 +3
1 1 − log 2)

=  (2(0٫4) +3
1

1 − 0٫3) =  (0٫8 +3
1

0٫7) =  ×3
1

1٫5 = 0٫5

87

log (3 × 5) (  0٫25) =2  3
1 نمره  =  (2 log 3 + log 5)3

1

( نمره(0٫25 

 (2 log 3 +3
1 1 − log 2) ( نمره(0٫5 

=  (2(0٫4) +
3
1 1 − 0٫3) (  0٫25) نمره= 0٫5 ( نمره(0٫25 

M = log  acN = log  bca = cMb = cN
 =

b

a
 =

cN

cM

c
M−N

log   =c b

a
M − N

log   =c b

a
log  a −c log  bc

 ⇒{ log  a = M ⇒ a = c (  0٫25)c
M نمره

log  b = N ⇒ b = c (  0٫25)c
N نمره  

=
b

a
c (  0٫5)M−N نمره

⇒ log   =c b

a
M − N (  0٫25) نمره⇒ log   =c b

a
log  a −c log  b (  0٫25)c نمره

 

(  ,−2)
3
1

−2 = 2 + log   ⇒a 3
1

log   =a 3
1

−4 → a =−4 →3
1

a =  

4 3

 =
 

4 27
9

 =
3  4
3
32 3  4

5

A = log   +3
 

4 27
9

log 0٫001 =  +4
5

(−3) = −  

4
7

log  =b

(ac) log  + log  , log  =b
a

b
c

b

(  )
c
a

log  − log  , log  =b
a

b
c

bm
an

 log
m

n
b
a

log  =3 0٫084  log  =3
1

1000
84

 (log 84 −3
1

log 1000) =  log(2 × 3 × 7) − log 10
3
1

( 2 3)

11



  (ب

36  

  

 37

 

 38

        39

 

 40

جواب  غیر قابل قبول است.

 41

براي حل معادلۀ فوق به شکل زیر عمل می کنیم:  42
الف) با در نظر گرفتن دامنه، در صورت امکان لگاریتم ها را ساده کرده یا از بین می بریم. (گاهی لازم است ابتدا لگاریتم با مبناي مساوي ایجاد کنیم.) 

ب) سپس معادلۀ حاصل را حل کرده و جواب هاي حاصل را با دامنه چک می کنیم. در پاره اي از سؤالات هم باید تغییر متغیر داد و معادلۀ حاصل را حل کرد. 

 (صفحۀ  و  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

 43

 هر دو جواب قابل قبول است.

 44

=  log 2 +3
1 2

 log 3 +3
1

 log 7 −3
1

 ×3
1

3 log 10

=  log 2 +3
2

 log 3 +3
1

 log 7 −3
1

1 =  a +3
2

 b +3
1

 c −3
1

1

log (2100) =−1 − log(3 × 7 × 10 ) =2 − log 3 − log 7 − log 102

= − log 3 − log 7 − 2 log 10 = −b − c − 2

log  (x +2 7) − log  (x −2 2) = 2 → log  (  ) =2 x − 2
x + 7

2 →  =
x − 2
x + 7 2 →2 x + 7 = 4x − 8 → x = 5

log(x − 1) + log(  +
2
x 1) = log 18 − log 2 ⇒ log(x − 1)(  +

2
x 1) = log  

2
18

⇒ (x − 1)(  +2
x

1) = 9 ⇒  
+2

x2
 −2

x
10 = 0 ⇒ x +2 x − 20 = 0 ⇒ (x + 5)(x − 4) = 0

x = −5  x غ ق ق= 4

m(40) = 24(2 ) =−  25
40 24 × 0٫32 = 7٫68

log  (x −3 1)(  +2
x

1) = 2 ⇒ (x − 1)(  +2
x

1) = 9 ⇒ x +2 x − 20 = 0

x = −5 , x = 4 مجموعھ جواب=  {4}

log(x + 3) + log(x − 3) − log x = 3 log 2

log  =
x

(x + 3)(x − 3)
log 2 →3

 =
x

x − 92
8 → x −2 8x − 9 = 0

 { x = −1
x = 9

x = −1

m(96) = 256(  ) =2
1

 48
96 2 ×8 2 =−2 2 =6 64

 

3  − log  2x = 1 ⇒ 3  − ( log  2 + log  x) = 1  3u − (1 + u ) = 1log  x2 2 log  x2 2 2
 =ulog  x2 2

u − 3u + 2 = 0 ⇒ (u − 1)(u − 2) = 0 ⇒  

2 { u =  = 1 ⇒ log  x = 1 ⇒ x = 2 = 2log  x2 2
1

u =  = 2 ⇒ log  x = 4 ⇒ x = 2 = 16log  x2 2
4

8788

 

3  − log  2x = 1 ⇒ 3  − ( log  2 + log  x) = 1 (  0٫25)log  x2 2 log  x2 2 2 نمره
 = u ⇒ 3u − (1 + u ) = 1 (  0٫25)log  x2

2 نمره

u − 3u + 2 = 0 (  0٫25) ⇒  

2 نمره { u =  = 1 ⇒ log  x = 1 ⇒ x = 2 = 2 (  0٫25)log  x2 2
1 نمره

u =  = 2 ⇒ log  x = 4 ⇒ x = 2 = 16 (  0٫25)log  x2 2
4 نمره

log  (x −3
2 1) = 1 + log  (x +3 3) → log  (x −3

2 1) − log  (x +3 3) = 1

log   =3 (x + 3)
(x − 1)2

1 →  =
(x + 3)
(x − 1)2

3 → x −2 3x − 10 = 0

x = 5, x = −2

12
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  (صفحۀ  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

 45

 چون مبناي  باید مثبت و مخالف  باشد؛ پس معادله جواب ندارد.

 (صفحۀ  کتاب درسی)

راهنماي تصحیح:

 46

  

(صفحۀ  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

 47

\displaystyle \log E=11٫8+1.5M\Rightarrow \log E=11.8+1.5(7.3)\\\Rightarrow \log E=11.8+10.95=22.75\\\Rightarrow E=10^{22.75}Erg\

 (صفحۀ  کتاب درسی)

log x(x − 1) + log 8 = log 10 + log 3 = log 30
⇒ log 8x(x − 1) = log 30
⇒ 8x(x − 1) = 30
⇒ 4x(x − 1) = 15
⇒ 4x −2 4x − 15 = 0
⇒ Δ = b −2 4ac = 16 + 16(15) = 16 × 16 = 256

x =  =2a

−b ±  Δ
   8

4 ± 16
⎩
⎨
⎧ x =  =   

8
20

2
5 جواب

x =  =   

8
−12

2
−3 در دامنھ قرار ندارد

87

log 8x(x − 1) (
 
0٫25) نمره= log 30 (

 
0٫25) نمره⇒ 4x −2 4x − 15 = 0 (

 
نمره(0٫5

⇒   

⎩
⎨
⎧ x =

  
(

 
0٫25)2

5 جواب نمره

x =   2
غ ق ق3−

 log  x (الف+ 22
2 log  (2 − x) =2 0 →  log  x +2

2
2 log  (2 − x) =2 0 ⇒ log  x(2 − x) =2 log  12

⇒ 2x − x =2 1 ⇒ x −2 2x + 1 = 0 ⇒ (x − 1) =2 0 ⇒ x − 1 = 0 → x = 1

 log  (x + 1)(2x + 1) (ب= x log  6 ⇒x (x + 1)(2x + 1) = 6 ⇒ 2x +2 3x − 5 = 0

x =  =4
−3 ±  49

 ⇒4
−3 ± 7

  

⎩
⎨
⎧

x =  = 1  4
−3 + 7 غ ق ق

x =  = −   4
−3 − 7

2
5 غ ق ق

log1

87

 log  x (الف+ 22
2 log  (2 − x) =2 0(  0٫25) نمره→ log  x +2 log  (2 − x) =2 0 ( نمره(0٫25 

⇒ log x(2 − x) =2 0 (  0٫25) نمره⇒ 2x − x =2 1 ⇒ (x − 1) =2 0 ⇒ x = 1( نمره(0٫25 

 log  (x + 1)(2x + 1) (ب= x log  
6(

 
0٫25) ⇒x نمره 2x +2 3x − 5 = 0(

 
نمره(0٫25

⇒  (  0٫25) ⇒{
x = 1 غ ق ق 

x = −   

2
5 غ ق ق

نمره  ( معادلھ جواب ندارد(0٫25  نمره

 
m(t) (الف= B(  )   A2

1
 

A
t

نیم عمر ماده وBجرم اولیھ ماده

m(t) = 24(  ) ⇒2
1

 25
t

m(50) = 24 × 2 =−  25
50 24 × 2 =−2 24 ×  =4

1 6 ⇒ m(50) = 6 میلی گرم 

 m(t) (ب= B(  ) ⇒2
1

 A
t 3 = 24(  ) ⇒2

1
 25

t

 =24
3 2 ⇒−

 25
t

 =8
1 2 ⇒−

 25
t 2 =−3 2−

 25
t

⇒  =
25
t 3 ⇒ t = 75 سال 

89

 m(t) (الف= 24(  ) (  0٫5) ⇒2
1

 25
t نمره m(50) = 24(  ) (  0٫25) ⇒2

1 2 نمره m(50) =  =4
24 6  ( میلی گرم(0٫25  نمره

 3 (ب= 24(  ) (  0٫25) ⇒2
1

 25
t نمره  =8

1 2 (  0٫25) ⇒−
 25

t نمره 2 =−3 2 ⇒−
 25

t

 =
25
t 3( نمره(0٫25 

⇒ t = 75
 
(

 
سال(0٫25 نمره

89

13



راهنماي تصحیح:

 48

 

 (صفحۀ  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

. عبارت درون هر لگاریتم باید مثبت باشد.  49

. در توابع لگاریتمی که پایه آنها کمتر از یک باشد جهت نامعادله پس از ساده کردن  از دو طرف عوض می شود.

 
 تابع نزولی است (پایۀ لگاریتم کوچک تر از یک است.)، بنابراین در حل نامعادله باید جهت نامساوي را عوض کرد.

 (صفحۀ  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

 

 50

log E = 11٫8 + 1٫5M(  0٫25) نمره⇒ log E = 22٫75(  0٫5) نمره⇒ E = 10  ( ارگ22٫75(0٫25  نمره

y = log  x  a

(  ,−3)3
1

−3 = log   →a 3
1

a =−3
 →3

1
 =

a3
1

 →3
1

a =3 3 → a =  

3 3

83

−3 = log    a 3
1 ( نمره(0٫25 

a =−3
 →3

1
a =3 3

 

( نمره(0٫25 
a =  (  0٫25)3 3 نمره

1

2log

log  (3x − 9) >
 2

1
 3

1
log  (2x − 4) ⇒(  )2

1 3  log  (3x − 9) > 3
1

 2
1

 log  (2x − 4) 3
1

 2
1

⇒ log  (3x − 9) >
 2

1 log  (2x − 4)
 2

1

   

3x − 9 < 2x − 4 ⇒ x < 5
3x − 9 > 0 ⇒ x > 3
2x − 4 > 0 ⇒ x > 2 ⎭⎬

⎫
⟹

∩
(3, 5)

85

log   >
 2

1
3 3x − 9 log  (2x − 4) ⇒(  )2

1 3 log  (3x − 9) >
 2

1 log  (2x − 4)(  0٫5)
 2

1 نمره

   

3x − 9 < 2x − 4 ⇒ x < 5 ( نمره(0٫25 
3x − 9 > 0 ⇒ x > 3 ( نمره(0٫25 
2x − 4 > 0 ⇒ x > 2(

 
نمره(0٫25 ⎭

⎬
⎫

⟹
∩

(3, 5) ( نمره(0٫25 

log  (x −3 1) + log  (  +3 2
x 1) = 2 → (x − 1)(  +

2
x 1) = 32

→  
+2

x2
 
−

2
x

1 = 9 → x +2 x − 20 = 0 → x = 4
 
, x ق ق= −5

غ ق ق 

14
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مشاوره کنکور نوتروفیل

سال یازدهم
ریاضی

10155976

بیستوفیل حسابان فصل 4

یازدهم



درس اول : رادیان
مفهوم رادیان، طول کمان مقابل به زاویه، تبدیل رادیان و درجه

درس دوم : نسبت هاي مثلثاتی برخی زاویه ها
نسبت هاي مثلثاتی زوایاي قرینه، متمم، مکمل و حالات دیگر

درس سوم : توابع مثلثاتی
توابع مثلثاتی y=sinx و y=cosx و نمودار آن ها

درس چهارم : روابط مثلثاتی مجموع و تفاضل زوایا
نسبت هاي مثلثاتی مجموع و تفاضل دو زاویه

نسبت هاي مثلثاتی دو برابر و سه برابر زاویه

1

2

3

4

4



درس اول : رادیان

مفهوم رادیان، طول کمان مقابل به زاویه، تبدیل رادیان و درجه
در جاهاي خالی عبارت مناسب قرار دهید.  1

الف) مقدار  برابر .................. است. (زاویه برحسب رادیان است.)

ب) انتهاي کمان مقابل به زاویۀ  رادیان در ربع  .................. دایرة مثلثاتی قرار دارد.

 ج) توابع  و  در  .................. نقطه متقاطع  هستند.

 د) ماکزیمم مقدار تابع  برابر است با  .................. .

ه) اگر اندازة دو زاویه از مثلثی  و  رادیان باشد، اندازة زاویۀ سوم  .................. درجه است.

[sin 6]

10

f(x) = ∣ cos x∣g(x) = ∣1 − x ∣2

y = 3 − ∣ sin x∣

 

5
π

 

5
2π

در دایره اي به شعاع  سانتی متر، طول کمان مقابل به زاویۀ مرکزي  را به دست آورید.  2220∘

در شکل زیر یک تسمه، دو قرقره به شعاع هاي  و  را به هم وصل کرده است. وقتی قرقرة بزرگ تر  رادیان می چرخد،  3

قرقرة کوچک تر چند رادیان می چرخد؟ 

O

 

10cm2٫5cm 5
π

(P P =O ′
 )5

π

مخروطی با شعاع قاعدة  سانتی متر و ارتفاع  سانتی متر بر روي صفحه اي گسترده شده است. زاویۀ قطاع حاصل چند رادیان است؟  468

در یک دایره به شعاع  سانتی متر، اندازة کمان روبه رو به زاویۀ مرکزي  را تعیین کنید.  5320∘

در چرخ فلکی، فاصلۀ هر کابین از مرکز چرخ  فلک برابر  متر است. فرض کنید یک کابین هنگام حرکت، کمانی به اندازة  درجه  6
طی کند؛

0٫3150

اندازه کمان را بر حسب رادیان به دست آورید.

π)طول کمان طی شده توسط این کابین چند سانتی متر است؟  ≃)

شخصی دور زمین دایره اي شکل به شعاع  متر در حال دوچرخه سواري است. اگر زاویه اي که شخص طی کرده است  درجه باشد، او  7
چه مسافتی را رکاب زده است؟

1090

جاهاي خالی را با عبارات مناسب کامل کنید.   8

tan(−600حاصل عبارت  برابر با .................. است. )∘

cm8 زاویۀ مرکزي روبه رو به کمانی به طول  در دایره اي به شعاع  برابر .................. رادیان است. 
14cm

انتهاي کمان زاویه  رادیان در ناحیه .................. مثلثاتی است.  9

) چهارم ) سوم                            ) دوم                               ) اول                          

 5
7π

1234

طول برف پاك کن عقب خودرویی  سانتی متر است. اگر برف پاك کن کمانی به اندازه  درجه طی کند، آنگاه طول کمان طی شده توسط  10

نوك برف پاك کن چند سانتی متر است؟ 

2560

(π ≅ 3)

1



درس دوم : نسبت هاي مثلثاتی برخی

نسبت هاي مثلثاتی زوایاي قرینه، متمم، مکمل و حالات دیگرزاویه ها

حاصل عبارت  را به ازاي  حساب کنید.  11A =  +
sin 2x

cos 3x
 

tan x

cot 4x
x =  

10
π

 ( (  ( (

 ( ( ( (

گزینۀ مناسب را انتخاب کنید.  12

الف) حاصل عبارت   برابر با کدام گزینه است؟

 ب) حاصل  برابر است با:

    

sin  cos  2
α

2
α

1sinα2sin 2α3 sinα2
14 sin 2α2

1

tan(−  −2
π

α)

1cotα2− cotα3tanα4− tanα

مقدار نسبت هاي مثلثاتی زیر را به دست آورید.  13

sin(315الف)                     ب)                     ج)  )∘cos(−  )3
29π

tan(  )6
11π

اگر  و انتهاي کمان  در ناحیۀ دوم دایرة مثلثاتی باشد، مقدار  را بیابید.  14sin θ =  

3
2  2

θcot(  −2
π

θ)

حاصل عبارت  را به دست آورید.  15 

cos(θ − 5π) + sin(7π − θ)

sin(θ −  ) − cos(θ −  )2
π

2
11π

اگر  باشد، مقدار  را به دست آورید.  16A = sin 160 +∘ cos 110 −∘ sin 210∘A

حاصل عبارت  را برحسب  بیابید.  17sin(π − θ) + sin(π + θ) + cos(  +2
π

θ) + cos(  −2
3π

θ)θ

مقدار عددي هر یک از عبارت هاي زیر را به دست آورید.  18

  

sin(  ) +4
5π

cos(300 )∘

cos(15 )∘

، حاصل عبارت  را به دست آورید. اگر   19sinα =  

5
1

sin(4π + α) + sin(α − π) + 2 cos(  +2
3π

α)

اگر مخرج کسر زیر صفر نباشد، حاصل عبارت را به ساده  ترین صورت ممکن بنویسید.  20

  
cos(  − α)2

3π
sin(4π + α) + cos(α −  )

2
π

مقدار عبارت هاي زیر را به دست آورید.  21

         
                                                                                                                                        cos(−240 ) +∘ tan  −4

7π
sin 1352 ∘

2
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درس سوم : توابع مثلثاتی

  
                                                                                                                                  cos(22٫5)∘

درستی یا نادرستی عبارت هاي زیر را مشخص کنید.  22

cos(  +2
π

a) = sin(2π − a)

مقدار نسبت مثلثاتی  را به دست آورید.  23tan(−  )4
23π

حاصل عبارت  کدام گزینه است؟   24

 (                                  (                                  (                                  (

tan(θ −  )2
π

1tan θ2− tan θ3cot θ4− cot θ

مقدار نسبت هاي مثلثاتی زیر را به دست آورید.  25

الف) 

ب) 

tan(  )4
9π

cos 135∘

توابع مثلثاتی y=sinx و y=cosx و نمودار آن ها

نمودار تابع  را در بازة  رسم کنید.  26f(x) = 1 +  cos(  + x)  

2
3π

[0,  ]2
5π

اگر  باشد، حدود تغییرات  را بیابید.  27 ≤6
π

θ ≤  3
2π

cos θ

با توجه به شکل ربات صنعتی، ارتفاع نوك گیرة ربات را از سطح زمین به کمک یک تابع مثلثاتی مدل سازي کنید.   28

 

(0 ≤ θ ≤  )
2
π

نمودار تابع  را در بازة  رسم کنید.  29y = ∣ cos x∣[−π,π]

نمودار تابع  را به کمک نمودار تابع  در بازة  رسم کنید.  30y = 1 − 2 cos xy = cos x[0, 2π]

نمودار تابع  را به کمک نمودار  در بازة  رسم کنید.  31

                                                    

f(x) = − sin x + 1y = sin x[0, 2π]

نمودار تابع  را در بازه  رسم کنید و برد آن را تعیین کنید.  32f(x) = 1 − ∣ sin x∣[0, 2π]

نمودار تابع   را در بازه  رسم کنید و برد آن را بنویسید.  33f(x) = 1 − ∣ cos x∣[0, 2π]

نمودار تابع  را در بازة  رسم کرده و برد تابع را مشخص کنید. (مراحل رسم را نشان دهید)  34y = −∣ cos x∣ + 1[0, 2π]

الف) نمودار تابع مثلثاتی  را در بازة  رسم کنید.  35

ها را قطع می کند؟ ب) نمودار تابع قسمت (الف) در چه نقاطی محور 

y = sin(x +  )6
π

[0, 2π]

x

نمودار تابع مثلثاتی  را در بازة  رسم کنید.  36y = ∣ sin x∣[0, 2π]

3



درس چهارم : روابط مثلثاتی مجموع و

نسبت هاي مثلثاتی مجموع و تفاضل دو زاویهتفاضل زوایا

درستی یا نادرستی عبارت هاي زیر را مشخص کنید.  37

الف) زاویۀ  درجه برابر  رادیان است.

ب) در دایره اي به محیط  طول کمان مقابل زاویۀ  درجه برابر  است.

ج) اگر  زاویه اي در ربع اول و  باشد، مقدار  برابر  است.

د) مقدار  برابر با  است.

. ه) 

225 4
5π

12π1505π

αsin(  +2
π

α) =  

5
3

tan(  −2
3π

α) 

3
4

cot 750∘−  3

sinα − cosα = −  cos(α +2  )
4
π

درستی اتحاد زیر را ثابت کنید.  38

cot  −2
x

tan  =2
x 2 cot x

مقدار  را محاسبه کنید.  39sin  8
π

فرض کنید  و انتهاي کمان  در ربع دوم قرار دارد. مقدار  را محاسبه کنید.  40cosα = −  

13
12

αsin(α + 30 )∘

ساده شدة عبارت  را برحسب  به دست آورید.  412 cos(  −4
π

α) ⋅ sin(  −4
π

α)2α

حاصل عبارت  را به دست آورید.  42 
sin(x −2  ) +4

π
cos x

اگر  ,  ,  زاویه اي حاده و انتهاي کمان رو به رو به زاویه  در ربع سوم باشد، حاصل  را به دست  43

آورید.

sinα =  

5
4

cosβ =  

13
−12

αβsin(α − β)

اگر  و  و  زاویه اي حاده و  زاویه اي منفرجه باشد، حاصل  را بیابید.  44sinα =  

5
3

cosβ = −  

2
 2

αβcos(α − β)

، انتهاي کمان  در ربع چهارم و انتهاي کمان  در ربع اول باشد. حاصل  را فرض کنید  و   45

بیابید. 

cosβ =  

13
12

sinα = −  

5
4

αβcos(α − β)

نسبت هاي مثلثاتی دو برابر و سه برابر زاویه

حاصل عبارت   را به ازاي  محاسبه کنید.  46A = 8 sin  cos  −2
x 3

2
x 8sin  cos  

3
2
x

2
x

x = 15∘

اگر  و  باشد، مقادیر  و  را بیابید.  47 <2
π

x < πcos x =  

3
−  5

sin 2xcos 2x

اگر  و  و انتهاي کمان  در ربع اول و  در ربع دوم باشد، مقدار دقیق  و  را بیابید.  48sin a =  5
3

tanβ =  

 5
−2

aβcos(a + β)sin 2a

کدام یک از روابط مثلثاتی زیر درست نیست؟  49

 (

 (

 (

 (

1cos 2a = cos a −2 sin a2

2cos 2a = −2 cos a +2 1

3sin 2a = 2 cos a ⋅ sin a

4cos 2a = 1 − 2 sin a2

4
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. با استفاده از روابط نسبت هاي مجموع دو زاویه نشان دهید:   50sin 2α = 2 sinα ⋅ cosα

5



الف)   1

 رادیان در ربع چهارم قرار دارد.

(صفحۀ  کتاب درسی)
ب)

 ربع سوم 

(صفحۀ  تا  کتاب درسی)

ج) در  نقطه متقاطع اند. 

 

 (صفحۀ  تا  کتاب درسی)
د) 

(صفحۀ  تا  کتاب درسی)
ه)

(صفحۀ  تا  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

الف)   ( نمره)                  ب) سوم ( نمره)                  ج)   ( نمره)

د)  ( نمره)                           ه)  ( نمره)

 2

     

(صفحۀ  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

  

ابتدا مسافتی را که نقطۀ  روي محیط دایرة بزرگ تر طی  می کند، به دست می  آوریم:  3

 چون هر دو قرقره با یک تسمه به هم متصل هستند؛ پس قرقرة کوچک تر نیز  حرکت می کند.

 (صفحۀ  کتاب درسی)

 <2
3π

6 <rad 2π ⇒ −1 < sin 6 < 0 ⇒ [sin 6] = −1

6

94

10 rad ≃ 10 × 57 =∘ 570∘

9297

3

105109

− 1 ≤ sin ≤ 1 ⇒ 0 ≤ ∣ sin x∣ ≤ 1 ⇒ −1 ≤ −∣ sin x∣ ≤ 0⇒ 2 ≤ 3 − ∣ sin x∣ ≤ 3 ⇒ 2 ≤ y ≤ 3 ⇒ max(y) = 3

105109

 =
5
π 36 ,  =∘

5
2π 72 ⇒ α + 36 + 72 = 180 ⇒ α = 72∘ ∘ ∘ ∘ ∘

9297

−10٫250٫2530٫25

30٫2572∘0٫25

 =
180
D

 ⇒
π

α (برحسب رادیان) 
 =180

20
 ⇒

π

α
α =  rad

9
π

  =AB
⌢

r ⋅ α = 2 ×  =9
π

 cm9
2π

94

 =  (  0٫25) ⇒180
D

π

α (برحسب رادیان) 
نمره  =180

20
 ⇒ α =  (  0٫25)

π

α

9
π

نمره

L = r ⋅ α (  0٫25) نمره⇒ L = 2 ×  =
9
π

 cm (  0٫25)9
2π نمره

P

=P P ′
⌢

r ⋅ θ = 10 ×  =5
π

2π cm

2π cm

l = r ⋅ θ ⇒ 2π =  ⋅2
5

θ ⇒ θ = 2π ×  =5
2

 rad5
4π

94

6
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راهنماي تصحیح:

 قرقرة کوچک تر نیز  حرکت می کند. 

 

 4
  

                

    (صفحۀ  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

  

                 

 5

  

 6

     

 

          

 

7  

 8

»: سوم گزینۀ «  9

 10

 11

=P P ′
⌢

r ⋅ θ = 10 ×  =5
π 2π cm (

 
نمره(0٫5

2π cm(
 
نمره(0٫25

l = r ⋅ θ ⇒ 2π =  ⋅2
5

θ ⇒ θ = 2π ×  =5
2

 rad (  0٫5)5
4π نمره

R =2 6 +2 8 =2 36 + 64 = 100 ⇒ R = 10
طول کمان=  محیط قاعده مخروط=  2πr = 12π

θ =  =
R

P
 =10

12π
 rad5

6π

96

R =2 10 ⇒ R = 10 ( نمره(0٫25 

 
طول کمان= 2πr = 12π (

 
نمره(0٫25

θ =  (  0٫25) =
R

P نمره  =10
12π

 rad (  0٫25)5
6π نمره

θ = 20 →∘ θ =  l =
9
π

rθ = 3 ×  =
9
π

 cm
3
π

 =
180
150

 ⇒
π

R
R =

6
5π

L = rθ = 30 ×  ⇒6
5π

L = 25π ≃ 75cm

θ = 90 =∘
 

2
x

θ =  
→

r

l
l = 10 ×  

=
2
π

5π

− 3

 32
1

3

60 =∘
 rad →

3
π

θ =  →
r

l
 
=

3
π

 →25
l

l = 25 ×  
=

3
π

25

3x + 2x = 5x
x=  10

π

5x =   4x +2
π

و x = 5x  

x=  10
π

5x =  2
π

7



 زوایاي  و  به ازاي  زوایاي متمم هستند. همچنین زوایاي  و  نیز به ازاي  زوایاي متمم هستند؛ بنابراین تانژانت یکی با کتانژانت دیگري و سینوس یکی با

کسینوس دیگري برابر است؛ در نتیجه داریم:

 (صفحۀ  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

 

 12

(صفحۀ  کتاب درسی)

 (صفحۀ  و  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

» ( نمره) » ( نمره)                     ب) گزینۀ « الف) گزینۀ «

 13

 (صفحۀ  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

 14

 (صفحۀ  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

با توجه به اینکه:  15

3x2xx =  

10
π

x4xx =  

10
π

cos 3x = sin 2x , cot 4x = tan x

⟶ A =  +
sin 2x

cos 3x
 

tan x

cot 4x x=  10
π

A = 1 + 1 = 2

98

   

⎩
⎨
⎧ 3x + 2x = 5x  5x =  

x=  10
π

2
π

4x + x = 5x  5x =  

x=  10
π

2
π ⟹

متمم 
 cos 3x = sin 2x , cot 4x = tan x ( نمره(0٫5 

⟶ A =  +
sin 2x

cos 3x
 

tan x

cot 4x x=  10
π

A = 1 + 1 = 2 (
 
نمره(0٫25

 sin 2α (الف= 2 sinα cosα⇒ sinα cosα =  sin 2α ⇒ sin  cos  =  sinα
2
1

2
α

2
α

2
1

112

 tan(− (ب− 
2
π

α) = − tan(  +
2
π

α) = −(− cotα) = cotα

9899

30٫510٫5

 sin 315 (الف= ∘ sin(360 −∘ 45 )  

∘  
ربع چھارم

sin 315 =∘ − sin 45 =∘ −  

2
 2

 cos(  ) (ب=
3

−29π
cos  =

3
29π

cos(  ) =
3

30π − π
cos(10π −  )  

3
π ربع چھارم 

cos(  π) =
3

−29
cos  =

3
π

 

2
1

 tan(  ) (ج=
6

11π
tan(  ) =6

12π − π
tan(2π −  

) =
6
π

− tan
 
=

6
π

−  3
 3

101

 
sin 315 (الف= ∘ sin (360 − 45 ) (  0٫25) =∘ ∘ نمره − sin 45 (  0٫25) =∘ نمره −  (  0٫25) 2

 2 نمره

 cos(  ) (ب=
3

−29π
cos(10π −  ) (  0٫25) =

3
π نمره cos  (  0٫25) =

3
π نمره  (  0٫25)2

1 نمره

 tan(  ) (ج= 6
11π

tan(2π −  ) (  0٫25) =6
π

نمره − tan  (  0٫25) =6
π

نمره −  (  0٫25)3
 3

نمره

cos θ =2 1 − sin θ ⇒2 cos θ =2 1 − (  ) =3
2  2 2 1 −  =

9
8

 ⇒
9
1

cos θ = ±   3
1

ناحیۀ دوم 
cos θ = −  3

1

cot(  −
2
π

θ) = tan θ =  =
cos θ
sin θ

 =
 

3
−1

 

3
2  2

−2  2

103

cos θ =2 1 − sin θ (  0٫25) ⇒2 نمره cos θ =2
  

9
1

ربع دوم  cos θ = − (  0٫25)3
1 نمره

cot(
 
−

2
π

θ) = tan θ(  0٫25) =  (  0٫25) نمره=
cos θ
sin θ

نمره −2  (  0٫25)2 نمره

8
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 بنابراین:

  (صفحۀ  و  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

 16

  (صفحۀ  و  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

 17

  (صفحۀ  و  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

 18

  

روش اول:

 

 روش دوم:

 

 روش سوم:

sin(θ −  ) =
2
π

sin(−(  −
2
π

θ)) = − sin(  −
2
π

θ) = − cos θ

cos(θ −  ) =2
11π

cos(  −2
11π

θ) = − sin θ

cos(θ − 5π) = cos(5π − θ) = − cos θ

sin(7π − θ) = sin θ

 =
cos(θ − 5π) + sin(7π − θ)

sin(θ − ) − cos(θ −  )2
π

2
11π

 =
− cos θ + sin θ
− cos θ + sin θ

1

103100

 
=

cos(5π − θ) (  0٫25) + sin(7π − θ)نمره

− sin (  − θ) (  0٫25) − cos (  − θ) (  0٫25)2
π

نمره 2
11π

نمره

 =
− cos θ (

 
0٫25) + sin θ (

 
نمره(0٫25 نمره

− cos θ (  0٫25) + sin θ ( نمره(0٫25  نمره
1 (

 
نمره(0٫25

A = sin(180 −∘ 20 ) +∘ cos(90 +∘ 20 ) −∘ sin(180 +∘ 30 )∘

= −sin 20∘ −sin 20∘ (− sin 30 ) =∘ sin 30 =∘
 

2
1

100103

A =  + sin(180 − 20 )∘ ∘

( نمره(0٫25 

 − cos(90 + 20 )∘ ∘

( نمره(0٫25 

  sin(180 + 30 )∘ ∘

( نمره(0٫25 

=  =

( نمره(0٫5 
 − + sin 30sin 20∘ sin 20∘ ∘

 (  0٫25)2
1 نمره

sin(π − θ) =
دوم 
sin θ ; cos(  +2

π
θ) =

دوم 
− sin θ

sin(π + θ) =
سوم 
− sin θ ; cos(  −2

3π
θ) =

سوم 
− sin θ

عبارت=  sin θ − sin θ − sin θ − sin θ = −2 sin θ

100103

 −
( نمره(0٫25 

 sin θ  −
( نمره(0٫25 

 sin θ  −
( نمره(0٫25 

 sin θ  =
( نمره(0٫25 

 sin θ  

( نمره(0٫25 
 −2 sin θ

sin(  ) +4
5π

cos(300 ) =∘ sin(π +  ) +4
π

cos(360 −∘ 60 ) =∘ − sin(  ) +4
π

cos(60 ) =∘ −  +2
 2

 =2
1

 2
1 −  2

cos(15 ) =∘ cos(45 −∘ 30 ) =∘ cos(45 ) cos(30 ) +∘ ∘ sin(45 ) sin(30 ) =∘ ∘
 ×2
 2

 +2
 3

 ×2
 2

 =2
1

 4
 +  6 2

cos(15 ) =∘ sin(75 ) =∘ sin(30 +∘ 45 ) =∘ sin(30 ) cos(45 ) +∘ ∘ cos(30 ) sin(45 )∘ ∘

=  ×2
1

 +2
 2

 ×2
 3

  

2
 2

4
 +  2 6

9



 

19  

 20

  

 21

       

 

            

 

 22

درست

 23

« گزینۀ «  24

الف)  25

 

 ب) 

 

 26

cos α =2
 →2

1 + cos 2α
cos (15 ) =2 ∘

 →2
1 + cos(30 )∘

cos (15 ) =2 ∘
 2

1 +  2
 3

 

cos(15 )>0∘

cos(15 ) =∘
  2

1 2 +  3

sin(α − π) = − sin(π − α) = − sinα

cos(  +2
3π

α) = cos(π +  +2
π

α) = − cos(  +2
π

α) = sinα

sin(4π + α) + sin(α − π) + 2 cos(  +2
3π

α) = sinα − sinα + 2 sinα = 2 sinα =  

5
2

 =
cos(  − α)2

3π
sin(4π + α) + cos(α −  )

2
π

 =
− sin(α)

sin(α) + sin(α)
 =

− sin(α)
2 sin(α)

−2

cos(−240 ) +∘ tan  −4
7π

sin 135 =2 0
 +2

−1
(−1) − (  ) =2

 2 2 −2

cos (22٫5) =2 ∘
 =2

1 + cos(45)∘
 ⇒

2

1 +  2
 2

cos (22٫5) =2 ∘
 

4
2 +  2

⇒ cos(22٫5) =∘
 2
 2 +  2

tan(−  ) =4
23π

− tan(  ) =4
23π

− tan(6π −  ) =
4
π

tan  =
4
π 1

4

tan(  ) =4
9π

tan(2π +  
) =

4
π

tan
 
=

4
π

1

cos 135 =∘ cos(90 +∘ 45 ) =∘ − sin 45 =0 −  2
 2

f(x) = 1 +  cos(  + x)  =2
3π

1 + sin x∣ ∣

10
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(صفحۀ  و  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

در صورتی که دانش آموز مستقیماً نمودار نهایی را رسم کند، نمرة کامل تعلق گیرد.

 27

           

 

 (صفحۀ  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

100104

f(x) = 1 +  cos(  + x)  =2
3π

1 + sin x (
 
0٫25)∣ ∣ نمره

  ⇒

cos  =  

6
π

2
 3

cos  = 0
2
π

cos  = cos(π −  ) = − cos  = −  

3
2π

3
π

3
π

2
1 ⎭

⎬

⎫

−  ≤2
1

cos θ ≤  2
 3

106

11



 28
 

          

 (صفحۀ  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

 

        

 

ها قرینه می کنیم. ابتدا نمودار تابع  را در بازة  رسم کرده سپس بخش زیرین نمودار را نسبت به محور   29

    

 (صفحۀ  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

    

 30

 ,  ,  ⇒ cos  =  

6
π

2
 3

( نمره(0٫25 

 cos  = 0
2
π

( نمره(0٫25 

 cos  = −  

3
2π

2
1

( نمره(0٫25 

−  ≤2
1

cos θ ≤  (  0٫25)2
 3 نمره

sin θ =  ⇒
153

l
l = 153 sin θ

h = 50 + l ⇒ h = 50 + 153 sin θ

108

sin θ =  ⇒153
l

l = 153 sin θ (
 
نمره(0٫5

h = 50 + l ⇒ h = 50 + 153 sin θ ( نمره(0٫5 

y = cos x[−π,π]x

108

       

x

y

0
−1

 

2
π

1
π

3
 

2
3π

1
2π
−1

12
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  (صفحۀ  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

         

    

 31

                                                

            

 32
 

 

   33

107

 (  0٫25)      

x

y

0
−1

 

2
π

1
π

3
 

2
3π

1
2π
−1

نمره

13



 

 

 

  برد

            34

                 

 

35  الف) با توجه به نمودار  و با انتقال این نمودار به اندازه  به سمت

ها نمودار مورد نظر به دست می آید. چپ بر روي محور 

ها را قطع می کند. ب) نمودار تابع در نقاط  محور 

 36

 

الف) درست؛  37

(صفحۀ  کتاب درسی)
ب) درست؛

(صفحۀ  کتاب درسی)
ج) نادرست؛

= [0, 1]

R  =f [0, 1]

y = sin(x) 6
π

x

 ,  

6
11π

6
5π

x

 =
180
D

 ⇒
π

R
 =180

225
 ⇒

π

R
R =  π =180

225
 

4
5π

95

2πr = 12π ⇒ r = 6 θ = 150 =∘ 5 × 30 =∘ 5  ; L =
6
π

r θ ⇒ L = 6 ×  =6
5π 5π

94

14
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الف) درست ( نمره)

د) نادرست ( نمره)

 ب) درست ( نمره)

ه) درست ( نمره)

 ج) نادرست ( نمره)

(صفحۀ  کتاب درسی)
 د) نادرست؛

(صفحۀ  کتاب درسی)
 ه) درست؛

 

 (صفحۀ  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

 38

 (صفحۀ  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

 39

    (صفحۀ  کتاب درسی) 
راهنماي تصحیح:

 40

 (صفحۀ  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

sin(  +
2
π

α) = cosα ⇒ cosα =  ⇒5
3

sinα =  =1 − cos α2  =1 −  

25
9

 = 

25
16

 

5
4

tan(  −2
3π

α) = + cotα =  =
sinα
cosα

 =
 

5
4

 

5
3

 

4
3

98

cot 750 =∘ cot(2 × 360 +∘ 30 ) =∘ cot 30 =∘
 3

101

−  cos(α +2  ) =
4
π

−  (cosα ⋅2 cos  −
4
π

sinα ⋅ sin  )
4
π

= −  (  ⋅ cosα −  sinα) = −  ⋅  (cosα − sinα)= −(cosα − sinα) = sinα − cosα2 2
 2

2
 2

2 2
 2

111

0٫25

0٫25

0٫25

0٫25

0٫25

cot  −
2
x

tan  =
2
x

 −
sin  

2
x

cos  

2
x

 =
cos  

2
x

sin  

2
x

 =
sin  cos  

2
x

2
x

cos  − sin  

2
2
x 2

2
x

 sin 2(  )2
1

2
x

cos 2(  )
2
x

=  =
sin x

2 cos x 2 cot x

112

cot  −
2
x

tan  =
2
x

 =
 

( نمره(0٫5 

 sin  cos  

2
x

2
x

  cos  − sin  

2
2
x 2

2
x

( نمره(0٫5 

 (  0٫25) =
sin x

2 cos x نمره 2 cot x ( نمره(0٫25 

cos 2α = 1 − 2 sin α  

2 α=  8
π

cos  =
4
π 1 − 2 sin  

2
8
π

⇒ 2 sin  =2
8
π

1 − cos  ⇒4
π

2 sin  =2
8
π

1 −  =2
 2

 2
2 −  2

⇒ sin  =2
8
π

⇒4
2 − 2

sin  =
8
π

 

2
 2 −  2

112

   cos 2α = 1 − 2 sin α2

( نمره(0٫5 
α=  8

π

cos  =
4
π 1 − 2 sin  (  0٫25)2

8
π نمره

⇒ sin  =  (  0٫25) =  (  0٫25) ⇒2
8
π

2

1 −  2
 2
نمره

4
2 −  2 نمره sin  =

8
π

 (  0٫25)
2

 2 −  2 نمره

sinα =  =1 − cos α2  =1 − (  )13
−12 2

 =1 −  

169
144

 = 

169
25

 

13
5

sin(α + 30 ) =∘ sinα ⋅ cos 30 +∘ cosα ⋅ sin 30∘

=  ×13
5

 +2
 3

(  ) ×13
−12

 =  −  =  2
1

26
5  3

26
12

26
5  − 123

112

15



 در ربع دوم است؛ پس مقدار  مثبت می باشد.

 

روش اول:  41

 
 روش دوم:

(صفحۀ  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

روش اول: 

 

روش دوم:

 42

  (صفحۀ  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

 43

 44

αsinα

sinα =  =1 − cos α2  ( 0٫5)13
5 نمره

sin(α + 30 ) =∘ sinα ⋅ cos 30 +∘ cosα ⋅ sin 30 (  0٫5) =∘ نمره  ×13
5

 −2
 3

 ×13
12

 =2
1

 (  0٫5)26
5  − 123 نمره

2(cos  cosα +
4
π

sin  sinα) ⋅
4
π

(sin  cosα −
4
π

cos  sinα) =
4
π 2(  cosα +2

 2
 sinα) ⋅2
 2

(  cosα −2
 2

 sinα)2
 2

= 2 ×  ×2
 2

 (cosα +2
 2

sinα) ⋅ (cosα − sinα)

= cos α −2 sin α =2 cos 2α

sin(2β) = 2 sinβ ⋅ cosβ  

β=  −α4
π

2 cos(  −
4
π

α) ⋅ sin(  −
4
π

α)

= sin(  − 2α) = cos(2α)2
π

111

cos(α + β) = cosα cosβ − sinα sinβ ⇒ 2 cos(  −4
π

α) ⋅ sin(  −4
π

α) =

2  ⋅ (cos  cosα + sin  sinα)4
π

4
π

( نمره(0٫25 

  (sin  cosα − cos  sinα)4
π

4
π

( نمره(0٫25 

= (cosα + sinα)(cosα − sinα) ( نمره(0٫25 

= cos α −2 sin α =2 cos 2α ( نمره(0٫25 

sin(2β) = 2 sinβ ⋅ cosβ (  0٫5) نمره  β=  −α4
π

2 cos(  −
4
π

α) ⋅ sin(  −
4
π

α)

= sin(  − 2α) (  0٫25) = cos(2α) (  0٫25)2
π نمره نمره

 (sin x ⋅2 cos
 
−

4
π

cos x ⋅ sin
 
) +

4
π

cos x

=  (  sin x −2
2

 2
 cos x) +2
 2

cos x

=  ×2  (sin x −2
 2

cos x) + cos x = sin x − +cos x =cos x sin x

111

 (sin x ⋅2 cos  −
4
π

cos x ⋅ sin  ) +
4
π

cos x ( نمره(0٫25 

= sin x − +cos x (
 
0٫5) =cos x نمره sin x (

 
نمره(0٫25

sinα =   5
4 α حاده 

cosα =  
=1 − (  )5

4 2
 5

3

cosβ = −   

13
12 βدر ربع سوم

sinβ = −  =1 − (−  )13
12 2 −  

13
5

sin(α − β) = sinα cosβ − cosα sinβ = (  )(−  ) −5
4

13
12

(  )(−  ) =5
3

13
5

 =65
−48 + 15

−  65
33

16
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 45

 

 

با استفاده از فرمول هاي  و  داریم:  46

  

 (صفحۀ  و  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

 47

 (صفحۀ  تا  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

            48

 

« گزینۀ «  49

 50

cos a =2 1 − sin α =2 1 −  =25
9

  25
16 α حاده 

cosα =  5
4

sin β =2 1 − cos β =2 1 −  =4
2

  

2
1 α منفرجھ  sinβ =  

2
 2

cos(α − β) = cosα ⋅ cosβ + sinα ⋅ sinβ = (  ×
5
4

−  ) +2
 2

(  ×
5
3

 ) =2
 2

−  

10
 2

sin β =2 1 − cos β =2 1 − (  ) =13
12 2 1 −  =169

144
 ⇒169

25
sinβ =  

13
5

cos α =2 1 − sin α =2 1 − (−  ) =
5
4 2 1 −  =

25
16

 ⇒
25
9

cosα =  

5
3

cos(α − β) = cosα cosβ + sinα sinβ = (  )(  ) +5
3

13
12

(−  )(  ) =5
4

13
5

 65
16

cos u −2 sin u =2 cos 2u2 sin u cos u = sin 2u

 

A = 8 sin  cos  − 8sin  cos = 8sin  cos  (cos  − sin  )2
x 3

2
x 3

2
x

2
x

2
x

2
x 2

2
x 2

2
x

= 4 sin x cos x = 2 sin 2x

 A = 2 sin 30 = 2 ×  = 1x=150 ∘
2
1

111112

 

A = 8 sin  cos  − 8sin  cos = 8sin  cos  (cos  − sin  ) ( 0٫25)2
x 3

2
x 3

2
x

2
x

2
x

2
x 2

2
x 2

2
x نمره

= 4 sin x cos x (
 
0٫25) = 2 sin 2x (

 
نمره(0٫25 نمره

 A = 2 sin 30 = 2 ×  = 1 (  0٫25)
x=150 ∘

2
1 نمره

 

cos x =  ⇒ sin x = ±   sin x =  =  =  3
−  5 1 − cos x2

 <x<π2
π

1 −
 9

5
 9

4
3
2

sin 2x = 2 sin x cos x = 2 ×  ×  =  

3
−  5

3
2

9
−4  5

cos 2x = 2cos x − 1 = 2 × − 1 =  

2
9
5

9
1

110112

 

cos x =  ⇒ sin x = ±  ⇒ sin x =  =  (  0٫25)3
−  5 1 − cos x2 1 −

 9
5

3
2 نمره

sin 2x = 2 sin x cos x = 2 ×  ×  =  (  0٫25)3
−  5

3
2

9
−4  5 نمره

cos 2x = 2cos x − 1 = 2 × − 1 =  (  0٫25)2
9
5

9
1 نمره

cos a = ±
 
=1 − sin a2

 ,  =5
4

cos β2
1

1 + tan β =2
 5

9

sinβ = cosβ tanβ , sin 2a = 2 sin a cos a =  25
24

cos(a + β) = cos a ⋅ cosβ − sin a sinβ =  ×5
4

 −3
−  5

 ×5
3

 =3
2

 

15
−4  − 65

2

sin 2α = sin(α + α) = sinα ⋅ cosα + cosα ⋅ sinα = 2 sinα ⋅ cosα

17
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درس اول : مفهوم حد و فرایند هاي حدي
مفهوم حد، همسایگی

درس دوم : حد هاي یک طرفه (حد چپ و حد راست)
حد چپ و راست از روي نمودار تابع

درس سوم : قضایاي حد
قضایاي حد و حد توابع چند جمله اي، گویا، رادیکالی و مثلثاتی

حد در توابع براکتی

درس چهارم : محاسبه حد توابع کسري (حالت صفر صفرم)
مبهم صفر صفرم جبري

مبهم صفر صفرم رادیکالی

مبهم صفر صفرم مثلثاتی

درس پنجم : پیوستگی
پیوستگی تابع در نقطه از روي نمودار و ضابطه

مسائل پارامتري پیوستگی

پیوستگی در بازه

1

2

3

4

5

6

7

7

8

8



درس اول : مفهوم حد و فرایند هاي

حدي مفهوم حد، همسایگی

آیا تابع  در نقطه  حد دارد؟ چرا؟   1f(x) =  x − x2x = 1

اگر بازة  یک همسایگی راستِ محذوفِ  باشد، مجموعه مقادیر  و  را به دست آورید.  2(x − 1, 2y + 5)3xy

نمودار تابع  را به گونه  اي رسم کنید که در یک همسایگی محذوف نقطه  تعریف شود ولی در این نقطه حد نداشته باشد.  3fx = 3

نمودار تابع  را رسم کرده، سپس با استفاده از نمودار حد تابع در نقطه  را بررسی کنید.  4f(x) =  { −x + 1 x > 1
x − 2 x < 12x = 1

به سؤالات زیر پاسخ کوتاه دهید.  5

، حاصل  چقدر است؟ الف) اگر  و 

ب) طول برف پاك کن عقب اتومبیلی  سانتی متر است. فرض کنید برف پاك کن کمانی به اندازة  درجه طی می کند، طول کمان طی شده توسط

نوك برف پاك کن چقدر است؟ 

f(x) = x + 4g(x) = 3x(
 
)(2)

g

f

24150

(π = 3)

ضابطۀ تابعی را بنویسید که در  تعریف نشده و حد نداشته باشد، سپس نمودار آن را رسم کنید.  6x = −1

کدام یک از مجموعه هاي زیر یک همسایگی محذوف  نیست؟  73

A = (−2, 3) ∩ (3, 4)

B = {x ∈ R∣0 <∣ x − 3 ∣< 1}

C = {x ∈ R :  >
∣ x − 3 ∣

1
1}

D = {x ∈ R :∣ x − 3 ∣> 2}

E = (1, 2) − {3}

نمودار تابع  در شکل زیر داده شده است. حاصل هر یک از حدود زیر را در صورت وجود تعیین کنید.  8

 الف)

ب) 

ج) 

 3 2 3

2

- -

f

 f(x)
x→−2
lim

 f(x)
x→3
lim

 f(x)
x→−1
lim

1



درس دوم : حد هاي یک طرفه (حد

حد چپ و راست از روي نمودار تابعچپ و حد راست)
با توجه به نمودار تابع  مقدار عبارت،  را به دست آورید. ([   ] نماد جزء صحیح است)  9

       

f(x)A =  [f(x)] +
x→2−
lim f(2) +  f(x)

x→2+
lim

10  با توجه به شکل، حاصل عبارت زیر را در صورت وجود به دست آورید.

 2  f(x) +
x→1+
lim 3f(1) −  f(x) =

x→0
lim

نمودار تابع را در فاصله  رسم نموده و سپس با استفاده از نمودار  را به دست آورید.  11f(x) =   { −2
3

x ∈ Z
x ∈ Z[−2, 2] f(x)

x→1
lim

حد راست تابع  را در نقطه  بررسی کنید.  12f(x) =  

[x] − 3
x

x = 3

با توجه به نمودار تابع  حاصل عبارت  را بیابید. ([    ] نماد جزء صحیح است.)  13

 

f [f(x)] +
x→1−
lim  f(x) +

x→1−
lim 2  f(x)

x→2
lim

نمودار تابع  به صورت زیر است.  14
 الف) دامنه این تابع شامل همسایگی محذوف کدام نقطه است؟

ب) حدود زیر را در صورت وجود بیابید. ( نماد جزء صحیح است.)

 

f

[ ]

 [f(x)] (1
x→−2+

lim

 f(x) (2
x→1−
lim

 f(x) (3
x→−2
lim

، حدهاي خواسته شده را در صورت وجود پیدا کنید. با توجه به نمودار تابع   15f

2
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درس سوم : قضایاي حد

 

 

 f(x)
x→2−
lim

 f(x)
x→3
lim

 f(x)
x→0
lim

x

y

2

1

1 2

3

f
با استفاده از نمودار رو به رو، عبارت خواسته شده را محاسبه کنید.  16

  

                                                            f(x) −
x→1−
lim  f(x) +

x→1+
lim 2f(1)

با استفاده از نمودار رو به رو، عبارات  خواسته شده را در صورت وجود محاسبه کنید.  17

   ( الف

    ( ب

x

y

2

1

3

1-

2f(−1) +  f(x)
x→(−1)+

lim

 [f(x)] −
x→(−1)−

lim 2  [f(x)]
x→0
lim

قضایاي حد و حد توابع چند جمله اي، گویا، رادیکالی و مثلثاتی
حدود زیر را محاسبه کنید. ([    ] نماد جزء صحیح است)  18

   5
x→3
lim

3



    

x→3+
lim

x − 3
x [x] − 272

    

x→  

2
π

lim
cos x

1 − sin x

از عبارات زیر، عبارت درست را با کلمۀ درست و عبارت نادرست را با کلمۀ نادرست مشخص کنید.  19

f(x)حد تابع  وقتی  به عدد  میل می کند، برابر صفر است. =  2 − xx2

حد زیر را در صورت وجود تعیین کنید.  20

  

x→0−
lim

 1 − 2 cos 2x

sin 2x

حد در توابع براکتی
مقدار حدهاي زیر را بیابید.  21

      
                                                                                                                                       

  

x→1
lim

x − 12
3 −  x + 8

     
                                                                                                                                      

  

x→0+
lim

x

[x]

      
                                                                                                                                 

x→0
lim

x sin x

2 − 2 cos 2x

 ( ( ( (

 ( ( ( (

 ( ( ( (

در هر سؤال، گزینۀ مناسب را انتخاب کنید.  22

الف) اگر تابع  در نقطۀ  حد داشته باشد، مقدار  کدام است؟

   

ب) اگر  باشد، در این صورت  کدام است؟
   

ج) حاصل  کدام است؟
   

f(x) =   ⎩⎨
⎧

 , x < −1
x∣ ∣

x + x2 [ ]

3x + b , x > −1
x = −1b

11223−244

log x + log (x + 1) = log 12log  (x + 6)3

12243641

cos 22.5∘

1 

4
 2

2 

2
 2 −  23 

2
 2 +  2

4  

2
2 −  2

مقدار  را طوري تعیین کنید که تابع زیر در  حد داشته باشد.  23

 

bx = −1

f(x) =    ⎩⎨
⎧

 

∣x∣
x + [x]2

3x + b

x < −1
x > −1

4
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درس چهارم : محاسبه حد توابع

کسري (حالت صفر صفرم)

تابع f با ضابطۀ  را در نظر بگیرید. با کامل کردن جدول زیر، مقدار  را در صورت وجود به دست آورید. (  24

 نماد جزء صحیح است)

 

f(x) =  

x − 2
[x] − 2

 f(x)
x→2+
lim

[ ]

      

x

f(x)
2٫1

⋯⋯
2٫01
⋯⋯

2٫001
⋯⋯

→ 2
?

نمودار تابع  به صورت زیر است. حدود زیر را در صورت وجود بیابید. ([   ]  نماد جزء صحیح است)  25
 

 

f

 [  f(x)]
x→1
lim

 [f(x)]
x→1
lim

 [f(x)]
x→2+
lim

مبهم صفر صفرم جبري
مقدار حدهاي زیر را بیابید.  26

  

x→2+
lim

x − 2
x ∣x∣ − 82

  

x→0
lim

5x

sin 2x

مقدار حدهاي زیر را در صورت وجود، بیابید.  27

(الف         
x→0
lim

x + x2
 −1 + x 1 − x (ب

x→  3
π

lim
6x − 2π

sin(x −  )3
π

(ج
x→3+
lim

x − 3
x x − 272 [ ]

5



گزینۀ مناسب را انتخاب کنید.  28

الف) اگر  باشد، حاصل  چقدر است؟

ب) اگر  باشد، مقدار  کدام است؟

ج) اگر حاصل  برابر عددي حقیقی باشد، آن عدد کدام است؟

log  a =b 2log   b a

2 (4  (3 1 (2  (12
2
1

tan x + cot x = 6sin 2x

 (4 3 (3  (2 2 (13
1

2
1

  

x→2
lim

x − 42
x + ax + a2

 (4 1 (3  (2  (13
4

3
2

3
1

حاصل حدهاي زیر را بیابید.  29

   (ب                  (الف

x→1
lim

x + x − 22
x + 2x − 33

  

x→−1
lim

x − 12
x − 2x − 13

مبهم صفر صفرم رادیکالی
مقدار حدهاي زیر را بیابید.  30

  

x→0
lim

x ⋅ sin x

1 − cos 2x

  

x→2
lim

x + x − 62
x −  x + 2

حاصل حدهاي زیر را بیابید.   31

  

x→3
lim

 − 23x − 5
x − 92

  

x→0
lim

x sin x

2 − 2 cos 2x

مقدار حدهاي زیر را بیابید.  32

   

x→  4
π

lim
cos x − sin x

cos(x +  )4
π

   

x→1
lim

x − 12
 − 1x

6
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درس پنجم : پیوستگی

در جاي خالی عبارت مناسب قرار دهید.  33
الف) لگاریتم اعداد  .................. تعریف نمی شوند.

ب) اگر  باشد، حاصل  برحسب  برابر  .................. است.

ج) کمترین مقدار تابع  برابر  .................. است.

د) حاصل  مساوي  .................. است.

a = log 2log 0٫005a

y = cos(x −  ) −3
π 1

  

x→2
lim

x − 42
 − 2x + 2

حاصل حدهاي زیر را محاسبه کنید.  34

  

  

  

  ([  ] (الف−
x→6+
lim

2
x

[−  ])3
x

   
(ب

x→3
lim 5x − 15

x −  2x + 3

(ج   
x→  4

π
lim

cos 2x

cos x − sin x

اگر  آن گاه  را بیابید.  35  =
x→2
lim

 − 13x − 5
ax − 2a 3a

مبهم صفر صفرم مثلثاتی

حاصل  را بیابید.  36  

x→0
lim

x2
sin 2x ⋅ tan 3x

حد زیر را در صورت وجود بدست آورید.  37

  

x→0
lim

1 − cos x

sin 2x

پیوستگی تابع در نقطه از روي نمودار و ضابطه
، به ازاي تمام مقادیر  بررسی کنید. پیوستگی تابع  را در   38

 

fx = 0a

f(x) =   {
 

∣x∣
ax

1

x = 0

x = 0

مقادیر  و  را چنان بیابید که تابع  در نقطه اي به طول  پیوسته باشد.  39

 

abfx = 0

f(x) =    

⎩

⎨

⎧
 

x

 − 11 + x

x −  4
a

b +  

2
[x]

x > 0

x = 0

x < 0

نمودار تابع  را به گونه اي رسم کنید که در نقطۀ  حد راست داشته باشد ولی در این نقطه پیوستگی راست نداشته باشد.   40gx = −2

مقدار  و  را چنان تعیین کنید که تابع زیر در  پیوسته باشد.  41

 

abx = 2

f(x) =   

⎩
⎨
⎧

 x > 2
x − 1

[x] + a

b − 1 x = 2
2bx + 4 x < 2

7



درستی یا نادرستی عبارت هاي زیر را مشخص کنید.  42

،  آنگاه در این مستطیل نسبت طلایی برقرار است.  الف) اگر در یک مستطیل به طول  و عرض  داشته باشیم 

ب) هم دامنۀ تابع، همان برد تابع است.

ج) حد تابع  وقتی  به عدد  میل می کند، برابر صفر است.

د) تابع  در  فقط پیوستگی چپ دارد. 

LW =
L

W
 

L + W

L

f(x) =  2x − x2x2

f(x) = x[ 2]x = −  2

مقادیر  و  را چنان بیابید که تابع  با ضابطۀ  در  پیوسته باشد.  43abff x =( )   

⎩
⎨
⎧ x + a   , x < 0[ ]

1 + b    , x = 0
  , x > 0
 1 − cos x

sin x
x = 0

درستی یا نادرستی عبارات زیر را مشخص کنید.  44

الف) دامنۀ تابع  برابر  است.

ب) حاصل  مساوي  است.

ج) مقدار عبارت  برابر  است.

. د) تابع  در  پیوسته است، هرگاه 

هـ) اگر حد تابع  در  موجود باشد، اما تابع  در  حد نداشته باشد، آنگاه ممکن است حد تابع  در  موجود باشد.

f(x) = log  (x − 2)x(2, +∞)

log  1255  5 2
1

cos 165 sin 345∘ ∘
 

4
1

fx = a f(x) =
x→a
lim f(a)

fagaf + ga

مسائل پارامتري پیوستگی
مقادیر  و  را چنان تعیین کنید که تابع زیر در پیوسته باشد.  45

 

abx = 1

f(x) =    

⎩
⎨
⎧

 

x − 1
 − 1x

b − 1
x − 2a

x > 1
x = 1
x < 1

مقدار  و  را چنان تعیین کنید که تابع زیر در  پیوسته باشد.  46

 

abx = 2

f(x) =   ⎩⎨
⎧ 2x + a x > 2

3 x = 2
bx + 1 x < 2

مقدار  را طوري بیابید که تابع  در نقطۀ  پیوسته باشد.   47ag(x) = ([x] − a)[x]x = −2

اگر تابع  در  پیوسته باشد، مقادیر  را بیابید.  48f(x) =   ⎩⎨
⎧ 3x + a

5
bx − 2

x > 1
x = 1
x < 1

x = 1b, a

49abx  و  را چنان بیابید که تابع زیر در نقطۀ   پیوسته باشد. = 1

f(x) =    ⎩⎨
⎧ a[x] − 2

4
[−x] + bx

x > 1
x = 1
x < 1

پیوستگی در بازه
پیوستگی تابع   را در بازة   بررسی کنید.  50f(x) = [x] + x − 3(3, 4]

8
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خیر با توجه به دامنۀ تابع، همسایگی راست یک، وجود ندارد.  1

 

          2

 

 3

 4

 5

 (صفحۀ  کتاب درسی)

 (صفحۀ  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

 

 (هر مورد  نمره)

 6

          

تابع در  حد چپ و راست نابرابر دارد؛ پس در این نقطه حد ندارد. از طرفی در این نقطه تعریف نشده؛ چون  ریشۀ مخرج کسر است.

(صفحۀ  و  کتاب درسی)

x − x ≥2 0 ⇒ D = [0, 1]

x − 1 = 3 ⇒ x = 4 , 2y + 5 > 3 ⇒ y > −1

 f(x) =
x→1+
lim 0  f(x) =

x→1−
lim −1 →  f(x) =

x→1
lim وجود ندارد 

 (  )(2) (الف=
g

f
 =

g(2)
f(2)

 =3(2)
2 + 4 1

65

 L (ب= R × Q  

R 150 =  

∘
6
5π

L = 24 ×  =6
5π 24 ×  =6

5 × 3 60

96

 (  )(2) (الف=
g

f
 =

g(2)
f(2)

 =3(2)
2 + 4

1

 L (ب= R × Q ⇒R L = 24 ×  =6
5π 24 ×  =6

5 × 3 60

0٫5

 

f(x) =
 

⇒ D  
= R − −1

x + 1
x + 1∣ ∣

f { }

 f(x) =   

x→−1
lim

⎩
⎨
⎧  f(x) =   = 1

x→−1+
lim

x→−1+
lim

x+1
x+1

 f(x) =   = −1
x→−1−

lim
x→−1−

lim
x+1

−(x+1)

x = −1x = −1

124125

9



راهنماي تصحیح:

   

( رسم نمودار  نمره)

 
به توابع دیگري که با ذکر دلیل خواستۀ سؤال را برآورده می کند، نمرة کامل تعلق گیرد.

  7

هست

هست

     

   

   

) همسایگی از  نیست. فقط برداشتن  مهم نیست. ابتدا باید یک همسایگی  را داشته باشیم. بازة (

 8

  (الف

  (ب

  (ج

در هر سه قسمت حد موجود است.

 9

  

         10

 

 11

f(x) =  (  0٫5)
x + 1
x + 1∣ ∣

نمره

0٫5

:راه اول<  
∣ x − 3 ∣

1 1  

باتوجھ بھ ھم علامت بودن نامساوی 
طرفین را معکوس می کنیم 

 {∣ x − 3 ∣< 1 ⇒ −1 < x − 3 < 1
∣ x − 3 ∣= 0 ⇒ x = 3 

 

+3
  

2 < x < 4
و 

x = 3 ⎭⎬
⎫

⇒  3 است.  ھمسایگی محذوف

:راه دوم    

x = 3
و 

∣ x − 3 ∣< 1 ⎭
⎬
⎫

⇒  3  1  3 نیز نباشد  است و خود کمتر از نقاطی کھ فاصلۀ آنھا تا ⇒  3 داریم.  ھمسایگی محذوف

∣ x − 3 ∣> 2 ⇒   

⎩
⎨
⎧x − 3 > 2

یا 
x − 3 < −2

⇒   

⎩
⎨
⎧x > 5

یا 
x < 1

⇒  3 نیست.  ھمسایگی محذوف

331, 23

 f(x) =
x→(−2)

lim 2

 f(x) =
x→3
lim 0

 f(x) =
x→(−1)

lim 2

 [f(x)] =
x→2−
lim 0 ,  f(x) =

x→2+
lim 3  , f(2) = 2 → A = 0 + 2 + 3 = 5

2  f(x) +
x→1+
lim 3f(1) −  f(x) =

x→0
lim 2(−1) + 3(2) − 4 = 0

10
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، متغیر  نمی تواند با مقادیر بیشتر از  به  نزدیک شود. بنابراین حد راست تابع در نقطه  وجود ندارد. با توجه به دامنه تابع:   12

13  

(صفحۀ  و  کتاب درسی)  
راهنماي تصحیح:

الف)   14
ب)

) وجود ندارد.                   (                       (

 15

وجود ندارد

1

 16

 17

 ( الف

 ( ب

 18

  

  

  

 19

 f(x) =
x→1+
lim 3  f(x) =

x→1−
lim 3 →  f(x) =

x→1
lim 3

D = (−∞, +∞) − [3, 4)x33x = 3

 [f(x)] =
x→1−
lim [3 ] =− 2 ;  f(x) =

x→1−
lim 3 ;  f(x) =

x→2
lim 0

⇒ عبارت داده شده=  2 + 3 + 2(0) = 5

127129

 [f(x)] =
x→1−
lim [3 ] =− 2 (

 
0٫25) ,

 f(x) نمره=
x→1−
lim 3 (

 
0٫25) ,

 f(x) نمره=
x→2
lim 0 (

 
نمره(0٫25

⇒ عبارت داده شده=  2 + 3 + 2(0) = 5 ( نمره(0٫25 

1

13213

−3

 f(x) −
x→1−
lim  f(x) +

x→1+
lim 2f(1) = 2 − 1 + 2 × 3 = 1 + 6 = 7

2f(−1) +  f(x) =
x→(−1)+

lim 2 × 3 + 1 = 7

 [f(x)] −
x→(−1)−

lim 2  [f(x)] =
x→0
lim [2 ] −+ 2[2 ] =− 2 − 2 × 1 = 0

 5 =
x→3
lim 5

  =
x→3+
lim

x − 3
x [x] − 272

  =
x→3+
lim

x − 3
3x − 272

  =
x→3+
lim

x − 3
3(x − 9)2

3   =
x→3+
lim

x − 3
(x − 3)(x + 3) 18

  =
x→  

2
π

lim
cos x

1 − sin x
  ×

x→  

2
π

lim
cos x

1 − sin x
 =

1 + sin x

1 + sin x
  ×

x→  

2
π

lim
cos x

1 − sin x2
 =1 + sin x

1
  

x→  

2
π

lim
cos x(1 + sin x)

cos x2

  =
x→  

2
π

lim
1 + sin x

cos x
 =2

0 0

11



نادرست

 20

2
1

0-

با توجه به دایره مثلثاتی تابع در همسایگی صفر تعریف نشده است یعنی زمانی که  داخل رادیکال منفی می شود و حد موجود نیست.

 21

      

 

          

 

       

 

؛ بنابراین: ؛ با توجه به اینکه  الف) گزینۀ   22

(صفحۀ  کتاب درسی)

؛ ب) گزینۀ 

(صفحۀ  کتاب درسی)

؛ ج) گزینۀ 

 (صفحۀ  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

الف) گزینۀ                        ب) گزینۀ                         ج) گزینۀ 

(هر مورد  نمره)

 23

  (صفحۀ  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

     24

1 − 2 cos 2x > 0 ⇒ cos 2x <  2
1

x → 0−

  =
x→1
lim

(x − 1)(x + 1)(3 +  )x + 8
9 − (x + 8)

  =
x→1
lim

(x + 1)(3 +  )x + 8
−1

 12
−1

  =
x→0+
lim

x

[x]
 0 =

x→0+
lim 0

  =
x→0
lim

x sin x

2(1 − cos 2x)
  =

x→0
lim

x sin x

2(2 sin x)2
  =

x→0
lim

x sin x

4 sin x × sin x 4

2(−1) =[ −] −2

 

  =   =  = −1 =  3x + b = −3 + b ⇒ b = 2
x→−1−

lim
x∣ ∣

x + x2 [ ]
x→−1−

lim
−x

x − 22

1
1 − 2

x→−1+
lim

129

1

 

log x + log(x + 1) = log 12 ⇒ log x(x + 1) = log 12 ⇒ x + x − 12 = 02

⇒ (x + 4)(x − 3) = 0 ⇒  { x = −4 غ ق ق 
x = 3  ⇒ log  (x + 6) = log  9 = ق ق2 3 3

85

3

1 + cos 2x = 2 cos x ⟶2 cos x = ±   

2
1 + cos 2x

⟶ cos 22.5 =  =  =  =∘
 

2
1 + cos 450

 

2

1 +  

2
 2

 

4
2 +  2

2
2 + 2

112

213

0٫5

  ⇒
 f(x) =  =  = −1

x→−1−
lim

∣ − 1∣
(−1) + [(−1) ]2 −

1
1 − 2

 f(x) = 3(−1) + b = b − 3
x→−1+

lim ⎭
⎬
⎫

b − 3 = −1 ⇒ b = 2

122

 f(x) =
x→−1−

lim  =1
1 − 2

−1 (  0٫25) ,  f(x) نمره=
x→−1+

lim b − 3 (  0٫25) نمره⇒ b − 3 = −1 ( نمره(0٫25 

⇒ b = 2 ( نمره(0٫25 
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 25

صفر

 26

      

 

       

 

 27

 (صفحۀ  تا  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

( هر مورد  نمره)

الف) گزینۀ   28

 

 ب) گزینۀ 

 

؛ در  حد مخرج برابر صفر و از طرفی حد کسر برابر عددي حقیقی است، پس به ازاي  صورت کسر نیز برابر صفر می شود:  ج) گزینۀ 

      

x

f(x)
2٫1
0

2٫01
0

2٫001
0

→ 2
0

2

1

  
=

x→2+
lim

x − 2
x − 83

  
=

x→2+
lim

x − 2
(x − 2)(x + 2x + 4)2

12

  =
x→0
lim

5 × 2x

2 sin 2x
 

5
2

 

   = ⟶   × (الف= 
x→0
lim

x + x2
 −  1 + x 1 − x

0
0

x→0
lim

x + x2
 −  1 + x 1 − x

 +  1 + x 1 − x

 +  1 + x 1 − x

  =   =  = 1
x→0
lim

x(x + 1)(  +  )1 + x 1 − x

1 + x − 1 + x

x→0
lim

 (x + 1)(  +  )x 1 + x 1 − x

2  x

1 × 2
2

(ب=   
x→  3

π
lim

6x − 2π
sin(x −  )3

π

   

x→  

3
π

lim
6(x −  )

3
π

sin(x −  )
3
π

x−  =t3
π

t→0
  =

t→0
lim

6t

sin t
   =

6
1

t→0
lim

t

sin t
 ×6

1 1 =  

6
1

(ج    
x→3+
lim

x − 3
x x − 272 [ ] 3 =3[ +]

  =
x→3+
lim

x − 3
3x − 272

  =
x→3+
lim

 (x − 3)
3  (x + 3)(x − 3) 18

141144

 

   = ⟶   × (الف= 
x→0
lim

x + x2
 −  1 + x 1 − x

0
0

x→0
lim

x + x2
 −  1 + x 1 − x

 +  1 + x 1 − x

 +  1 + x 1 − x

  =   =  = 1
x→0
lim

x(x + 1)(  +  )1 + x 1 − x

1 + x − 1 + x

x→0
lim

 (x + 1)(  +  )x 1 + x 1 − x

2  x

1 × 2
2

   
(ب=

x→  3
π

lim 6x − 2π
sin(x −  )3

π

   

x→  

3
π

lim
6(x −  )3

π

sin(x −  )3
π

x−  =t3
π

t→0
  =

t→0
lim 6t

sin t
   =6

1
t→0
lim

t

sin t
 ×6

1
1 =  6

1

(ج    
x→3+
lim

x − 3
x x − 272 [ ] 3 =3[ +]

  
=

x→3+
lim

x − 3
3x − 272

  =
x→3+
lim

 (x − 3)
3  (x + 3)(x − 3)

18

0٫5

2

log   =b a log  a =b
 2

1
 log  a =2

1
b  ×2

1 2 = 1

4

tan x + cot x =  +
cos x

sin x
 =

sin x

cos x
 =

sin x cos x

sin x + cos x2 2
 ⇒

sin 2x

2
 =

sin 2x

2 6 ⇒ sin 2x =  =6
2

 

3
1

2x = 2x = 2

13



 

  (صفحۀ  و  تا  و  تا  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

الف) گزینۀ                ب) گزینۀ                   ج) گزینۀ 

 29

 (الف

 (ب

 30

 31

 

 32

الف) نامثبت  33
ب)

 (x −
x→2
lim 2 4) = 0 ⇒  (x +

x→2
lim 2 ax + a) = 0 ⇒ 4 + 2a+a = 0 ⇒ 3a = −4 ⇒ a = −  3

4

  
=

x→2
lim

x − 42
x −

 
x −

 

2
3
4

3
4

  
=

x→2
lim

(x − 2)(x + 2)
(x − 2)(x +

 
)3

2
 
=4

 3
8

 3
2

86110112141144

(
 
0٫5) )نمره2

 
0٫5) )نمره4

 
0٫5) نمره2

  
=

x→−1
lim

x − 12
x + 1 − 2x − 23

  

x→−1
lim

x − 12
(x + 1)(x − x + 1) − 2(x + 1)2

=   =
x→−1
lim

(x + 1)(x − 1)
(x + 1)(x − x + 1 − 2)2

  =
x→−1
lim

x − 1
x − x − 12

 =
−1 − 1
1 + 1 − 1

 

2
−1

  =
x→1
lim

x + x − 22
x − 1 + 2x − 23

  

x→1
lim

x + x − 22
(x − 1)(x + x + 1) + 2(x − 1)2

=   
=

x→1
lim

(x − 1)(x + 2)
(x − 1)(x + x + 1 + 2)2

  
=

x→1
lim

x + 2
x + x + 32

 3
5

  =
x→0
lim

x ⋅ sin x

1 − cos 2x
  =

x→0
lim

x ⋅ sin x

1 − (1 − 2 sin x)2
  =

x→0
lim

x ⋅ sin x

2 sin x2
  =

x→0
lim

x

2 sin x
2

  =
x→2
lim

x + x − 62
x −  x + 2

  ×
x→2
lim

x + x − 62
x −  x + 2

 =
x +  x + 2
x +  x + 2

  =
x→2
lim

(x + 3)(x − 2)(x +  )x + 2
x − (x + 2)2

  =
x→2
lim

(x + 3)(x − 2)(x +  )x + 2
(x − 2)(x + 1)

  =
x→2
lim

(x + 3)(x +  )x + 2
(x + 1)

 

20
3

  =
x→3
lim

 − 23x − 5
x − 92

 ⇒0
0

  =
x→3
lim

(  − 2)(  + 2)3x − 5 3x − 5
(x − 3)(x + 3)(  + 2)3x − 5

  =
x→3
lim

3x − 5 − 4
(x − 3)(x + 3)(  + 2)3x − 5

  

x→3
lim

3(x − 3)
(x − 3)(x + 3)(  + 2)3x − 5

=   =
x→3
lim 3

(x + 3)(  + 2)3x − 5
 =3

24
8

  =
x→0
lim

x sin x

2 − 2 cos 2x
 ⇒0

0
  ⇒

x→0
lim

x sin x

2(1 − cos 2x)
  =

x→0
lim

x sin x

2(2 sin x)2
  ⋅

x→0
lim

x

4 sin x
  =

x→0
lim

sin x

sin x 4 × 1 = 4

  =
x→  4

π
lim

cos x − sin x

cos(x +  )
4
π

  =
x→  4

π
lim

cos x − sin x

cos x ⋅ cos  − sin x ⋅ sin x  

4
π

4
π

  

x→  4
π

lim
cos x − sin x

 cos x −  sin x2
 2

2
 2

=   =
x→  4

π
lim

cos x − sin x

 (cos x − sin x)2
 2

 2
 2

  =
x→1
lim

x − 12
 − 1x

  ×
x→1
lim

x − 12
 − 1x

 =
 + 1x

 − 1x
  

x→1
lim

(x − 1)(x + 1)(  + 1)x

x − 1

=   =
x→1
lim

(x + 1)(  + 1)x

1
 4

1

14
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 ج)

 

 د)

 

  (صفحۀ  و  و  تا  و  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

الف) نامثبت                ب)                 ج)                 د) 

(هر مورد  نمره)
 34

  (صفحۀ  و  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

 35

 36

  (صفحۀ  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

 37

حد ندارد.   

          38

 

 

 

log  =1000
5

log 5 − log 10 =3 1 − log 2 − 3 log 10 = 1 − a − 3 = −2 − a

−1 ≤ cos(x −  ) ≤3
π

1 ⇒ −2 ≤ y ≤ 0 ⇒ min(y) = −2

  ×
x→2
lim

x − 42
 − 2x + 2

 =
 + 2x + 2
 + 2x + 2

  =
x→2
lim

 (x + 2)(  + 2)(x − 2) x + 2
  x − 2

1

 =4 × 4
1

 

16
1

8086105109142

−2 − a−2 

16
1

0٫25

 ) [  ] الف−
2
6+

[−  ] =3
6+

[3 ] −+ [−(2 )] =+ [3 ] −+ [(−2) ] =− 3 − (−3) = 6

 ) ب×  
x→3
lim 5x − 15

x −  2x + 3
 =

x +  2x + 3
x +  2x + 3

  
=

x→3
lim 5(x − 3)(x +  )2x + 3

x − 2x − 32
  =

x→3
lim 5  (6)(x − 3)

 (x + 1)(x − 3)
 15

2

 ) ج=  
x→  4

π
lim

cos x − sin x2 2
cos x − sin x

  =
x→  4

π
lim

 (cos x + sin x)(cos x − sin x)
 cos x − sin x

 =
 
+

 2
 2

2
 2

1
 =
 2

1
 2
 2

129142

 ) [3 ] الف− + [−2 ] (  0٫5) =− نمره 3 − (−3) (  0٫25) نمره= 6 ( نمره(0٫25 

 ) ب×  
x→3
lim

5x − 15
x −  2x + 3

 (  0٫25) =
x +  2x + 3
x +  2x + 3 نمره   (  0٫5)

x→3
lim

5  × 6(x − 3)
 (x + 1)(x − 3) نمره

=  =5 × 6
4

 (  0٫25)15
2

نمره

 )   (  0٫5) ج=
x→  4

π
lim

 (cos x + sin x)(cos x − sin x)
 cos x − sin x نمره  =

 2
1

 (  0٫5)2
 2 نمره

  ×
x→2
lim

 − 13x − 5
ax − 2a

 =
 + 13x − 5
 + 13x − 5

  

x→2
lim

3x − 5 − 1
a(x − 2)(  + 1)3x − 5

=   =
x→2
lim

3(x − 2)
a(x − 2)(  + 1)3x − 5

  (  +
x→2
lim

3
a 3x − 5 1) =  =3

2a 3 ⇒ a =  

2
9

 2  ×
x→0
lim   2x

sin 2x

1

 3  =
x→0
lim   3x

tan 3x

1

2 × 3 = 6

144

 ×  2  

x→0
lim

2x

sin 2x

( نمره(0٫25 

 =  3  

x→0
lim

3x

tan x

( نمره(0٫25 

2 × 3 = 6 ( نمره(0٫25 

  =
x→0
lim

1 − cos x

sin 2x
 ⇒0

0
  =

x→0
lim

2 sin x  

2
2
x

2 sin x cos x
  

x→0
lim

2 sin  

2
2
x

4 sin  cos  cos x2
x

2
x

=   =
x→0
lim

sin  2
x

2 cos  cos x2
x

  =
x→0
lim

sin  2
x

2 × 1 × 1
 0

2

f(0) = 1 ,  f(x) =
x→0+
lim a ,  f(x) =

x→0−
lim −a

a = 0 ⇒ f(0) =  f(x)
x→0
lim

a = 0 ⇒  f(x) =
x→0+
lim   f(x)

x→0−
lim

15



          39

 

 

 40

 41

براي اینکه تابع در  پیوسته باشد باید: 

 

، آنگاه می گوییم در این مستطیل نسبت طلایی برقرار است. (صفحۀ الف) درست؛ اگر در یک مستطیل به طول  و عرض  داشته باشیم  یا   42

 کتاب درسی)

ب) نادرست؛ مجموعۀ  مجموعۀ ابتدا و دامنۀ تابع بوده  و مجموعۀ  مجموعۀ انتها و هم دامنه نامیده می شود، ولی الزاماً برابر با

. (صفحۀ  کتاب درسی) برد تابع نیست؛ بلکه 

ج) نادرست؛ تابع در همسایگی راست نقطۀ  تعریف نشده و شرط لازم حد برقرار نیست؛ بنابراین حد ندارد. 
به عبارت دیگر: 

 حد چپ دارد، ولی حد راست ندارد؛ پس در  حد ندارد. (صفحۀ  کتاب درسی)
د) درست

        

 

 (صفحۀ  کتاب درسی)

راهنماي تصحیح:
الف) درست                    ب) نادرست                   ج) نادرست                  د) درست

(هر مورد  نمره)

براي اینکه  در  پیوسته باشد، باید حدود چپ و راست در  موجود بوده و برابر با  باشند.  43

f(0) =  ,  f(x) =4
−a

x→0+
lim   =

x→0+
lim

x(  + 1)1 + x

1 + x − 1
 2

1

 f(x) =
x→0−
lim b −  ⇒2

1
a = −2 , b = 1

x = 2 f(x) =
x→2
lim f(2)

 f(x) =
x→2+
lim  ,  f(x) =1

2 + a

x→2−
lim 4b + 4 , f(2) = b − 1

4b + 4 = b − 1 → b =  , 2 +3
−5

a = b − 1 → a =  3
−14

LW =
L

W
 

L + W

L
 =

W

L
 

L

L + W

19

A(D  =f A)B

R  ⊆f B38

x = 2

f(x) =  ⟶2x − x2 2x − x ≥2 0 ⇒ D  =f 0, 2 ⇒[ ]    
⎩
⎨
⎧   =  =  

x→2+
lim 2x − x2 0− وجود ندارد

  =  = 0
x→2−
lim 2x − x2 0+

x = 2124

f(x) = x ⇒[ 2]  f(x) =
x→−  2−

lim 2[ +]

= f(−  ) =2 2 =  f(x) =
x→−  2+

lim 2 =[ −] 1

148

0٫25

fx = 0x = 0f(0)
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 (صفحۀ  و  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

الف) درست  44

 

 ب) نادرست

 ج) درست

 

 د) درست؛ تعریف تابع پیوسته

هـ) نادرست؛ زیرا اگر  موجود باشد، بنابر تساوي  و قضیۀ حد تفاضل، حد تابع  نیز باید در  موجود باشد که خلاف فرض

است.

(صفحۀ  و  و  تا  و  و  تا  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

الف) درست            ب) نادرست            ج) درست            د) درست            هـ) نادرست 

(هر مورد  نمره)

 45

  

براي اینکه تابع در  پیوسته باشد باید:  46

 

 47

 

 

 =   =   =   

x→0+
lim

 1 − cos x

sin x

x→0+
lim

 2sin2
2
x

sin x

x→0+
lim

  sin   2 2
x

2 sin  cos  2
x

2
x

x→0+
lim

  2sin  2
x

2  cos  sin  2
x

2
x

=  =  =  

 2
2 cos(0)

 2
2 × 1 2

 x + a = 0 + a = −1 + a =  ⇒ a =  + 1
x→0−
lim [ ] [ −] 2 2

f 0 = 1 + b =  ⇒ b =  − 1( ) 2 2

150151

 

 =   =   (  0٫25)
x→0+
lim

 1 − cos x

sin x

x→0+
lim

 2sin2
2
x

sin x

x→0+
lim

  sin   2 2
x

2 sin  cos  2
x

2
x

نمره

=   =  =  =  (  0٫5)
x→0+
lim

  2sin  2
x

2  cos  sin  2
x

2
x

 2
2 cos(0)

 2
2 × 1 2 نمره

 x + a = 0 + a = −1 + a =  ⇒ a =  + 1 (  0٫25)
x→0−
lim [ ] [ −] 2 2 نمره

f 0 = 1 + b =  ⇒ b =  − 1 (  0٫25)( ) 2 2 نمره

  

x − 2 > 0 ⇒ x > 2
x > 0 , x = 1

∩
x > 2 ⇒ D  =f (2, +∞)

log  5 =
5×5  2

1
3 log  5 =

5  2
3

3 3 ×  log  5 =3
2

5 2

cos(180 −∘ 15 ) sin(360 −∘ ∘ 15 ) =∘ (− cos 15)(− sin 15) = sin 15 cos 15 =  sin 30 =2
1 ∘

 ×2
1

 =2
1

 4
1

 (f(x) +
x→a
lim g(x))g(x) = (f(x) + g(x)) − f(x)g(x)a

808698103146130132

0٫25

  f(x) حد راست=
x→1+
lim  =

x→1+
lim

x − 1
 − 1x

  ×
x→1+
lim

x − 1
 − 1x

 =
 + 1x

 + 1x
  =

x→1+
lim

(x − 1)(  + 1)x

x − 1
  =

x→1+
lim

 + 1x

1
 2

1

  f(x) حد چپ=
x→1−
lim  (x −

x→1−
lim 2a) = 1 − 2a

 f(1) مقدار= b − 1

 
x پیوستھ است= 1

 f  
در→ چون تابع   

⎩
⎨
⎧ b − 1 =  → b =  

2
1

2
3

1 − 2a =  → a =  

2
1

4
1

x = 2

 f(x) =
x→2
lim f(2)

 f(x) =
x→2+
lim 4 + a ,  f(x) =

x→2−
lim 2b + 1 , f(2) = 3

4 + a = 3 → a = −1
2b + 1 = 3 → b = 1

 ([x] −
x→−2−

lim a)[x] = lim([−2 ] −− a)[−2 ] =− (−3 − a)(−3) = 9 + 3a

 ([x] −
x→−2+

lim a)[x] = lim([−2 ] −+ a)[−2 ] =+ (−2 − a)(−2) = 4 + 2a

17



 

 براي بررسی پیوستگی باید در نقطه  حد چپ و راست و مقدار تابع برابر باشند. 

 48

  (صفحۀ  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

 49

 50

 تابع پیوسته 

تابع در   پیوستگی چپ ندارد پس تابع در بازة   پیوسته نیست.

f(−2) = ([−2] − a)[−2] = (−2 − a)(−2) = 4 + 2a

9 + 3a = 4 + 2a ⇒ a = −5

x = −2

 f(x) =
x→1+
lim f(1) ⇒  (3x +

x→1+
lim a) = 5 ⇒ 3 + a = 5 ⇒ a = 2

 f(x) =
x→1−
lim f(1) ⇒  (bx −

x→1−
lim 2) = 5 ⇒ b − 2 = 5 ⇒ b = 7

151

 (3x +
x→1+
lim a) = a + 3 = 5 (

 
0٫25) نمره⇒ a = 2 (

 
نمره(0٫25

 (bx −
x→1−
lim 2) = b − 2 = 5 (  0٫25) نمره⇒ b = 7 ( نمره(0٫25 

L =−
 [−x] +

x→1−
lim bx = [−(1 − ε)] + b = [−1 + ε] + b = −1 + b

L =+
 a[x] −

x→1+
lim 2 = a − 2 , f(1) = 4 ⇒ −1 + b = 4 →  b = 5

a − 2 = 4 ⇒  a = 6

f(x) = [x] + x − 3 x ∈ (3, 4]

x ∈ (3, 4) ⇒ 3 < x < 4 ⇒ [x] = 3 ⇒ f(x) = 3 + x − 3 = x ⇒ f(x) = x
 

⇒

x = 4 ⇒ f(4) = [4] + 4 − 3 = 5

L =−
 [x] +

x→4−
lim x − 3 = [4 − ε] + 4 − 3 = 3 + 1 = 4 = f(4)

x = 4(3, 4]
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