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نوتروبیست )کتاب ویژه امتحان نهایی(

» معنی واژه «» معنی واژه «

ستایش 	

تو3حکیمی3)دانا3به3همه3چیز(3تو3عظیمی3تو3کریمی3)بسیار3بخشنده3–3بخشاینده(3تو3رحیمی3)بسیار3مهربان(.3	
تو3نماینده3)آشکار3کننده3–3نشان3دهنده(3فضلی3)بخشش3–3کرم(3تو3سزاوار3ثنایی3)سپاس3–3ستایش(.3	
نتوان3شِبه3)مانند3–3مثل3–3همسان(3تو3گفتن3که3تو3در3وَهم3)پندار3–3تصور3–3خیال(3نیایی.3	
همه3عِزّی3)ارجمندی3–3گرامی3شدن(3و3جلالی3)بزرگواری3-3شکوه(،3همه3علمی3و3یقینی3)بی3شک3و3شبهه(.3	
همه3نوری3و3سروری3)شادی3–3خوشحالی(،3همه3جودی3)بخشش3–3سخاوت3-3کرم(3و3جزایی3)پاداش3کار3نیک(.3	

درس اولدرس اول

3)گرامی3و3بلندمرتبه3است(،3که3طاعتش3موجب3قربت3است3و3به3شکر3اندرش3مزید33	 وَجَلَّ منّت3)سپاس3–3شکر3–3نیکویی(3خدای3را،3عَزَّ
ح3)شادی3بخش(3ذات. 3حیات3است3و3چون3برمی3آید،3مُفرِّ )افزونی3-3زیادی(3نعمت.3هر3نفََسی3که3فرو3می3رود،3مُمِدِّ

پرده3ناموس3)آبرو3-3شرافت(3بندگان3به3گناه3فاحش3)آشکار3-3واضح(3ندََرَد3و3وظیفه3روزی3)رزق3مقرر3و3معیّن(3به3خطای3ِمُنکَر3)زشت33	
-3ناپسند(3نبَُرَد.

فرّاش3)گسترنده33ی3فرش(3باد3صبا3را3گفته3تا3فرش3زمرّدین3بگسترد3و3دایه3)زنی3که3به3جای3مادر3از3کودک3پرستاری3می3کند(3ابر3بهاری33	
را3فرموده3تا3بنات3)دختران(3نبات3)گیاه(3در3مهد3زمین،3بپرورد.3درختان3را3به3خِلعت3نوروزی،3قبای3)جامه(3سبز3ورق3)برگ(3دربرگرفته3
و3اطفال3شاخ3را3به3قدوم3)فرارسیدن(3موسم3)فصل3–3هنگام3–3زمان(3ربیع3)بهار(،3کلاه3شکوفه3بر3سر3نهاده.3عُصاره3)شیره3-3افشره(3
تاکی3)درخت3انگور(3به3قدرت3او3شهد3)عسل(3فایق3)برگزیده3–3برتر3–3]در3اینجا[3خالص(3شده3و3تخم3خرمایی3به3تربیتش،3نخل3باسق3

)بلند3–3بالیده(3گشته.
در3خبر3است3از3سرور3کائنات3)همه3موجودات3جهان(3و3مَفخَر3)مایه3افتخار(3موجودات3و3رحمت3عالمیان3و3صَفوَت3)برگزیده(3آدمیان3و33	

تتَمّه3)باقی3مانده3–3]در3اینجا[3مایه3تمامی3و3کمال(3دور3زمان.
شفیع3)شفاعت3کننده3–3پایمرد(3مُطاع3)فرمانروا3–3اطاعت3شده(3نبَی3)پیغمبر3–3پیام3آور3–3رسول(3کریم.3	
قَسیم3)صاحب3جمال(3جَسیم3)خوش3اندام(3نسَیم3)خوش3بو(3وَسیم3)دارای3نشان3پیامبری(.3	

3و3َعَلا3بردارد،3ایزد33	 هرگَه3که3یکی3از3بندگان3گنهکار3ِپریشان3روزگار،3دست3ِانابت3)توبه3–3پشیمانی(3به3امید3ِاجابت3به3درگاه3حق3جَلَّ
تعَالی3در3او3نظر3نکند3بازش3بخواند؛3باز3اعراض3)روی3گردانی(3فرماید.3بار3دیگرش3به3تضرّع3)زاری3کردن3-3التماس3کردن(3و3زاری3بخواند.

عاکفان3)کسانی3که3در3مسجد3عبادت3می3کنند(3کعبه3جلالش3به3تقصیر3)کوتاهی3–3گناه(3عبادت3معترف3)اقرار3کننده(.3	
واصفان3)ستایندگان3–3وصف3کنندگان(3حلیه3)زیور3–3زینت(3جمالش3به3تحیّر3)سرگشتگی3–3سرگردانی(3منسوب3)نسبت3داده3شده(.3	
یکی3از3صاحب3دلان،3سر3به3جَیب3ِمراقبت3)کمال3توجه3بنده3به3حق(3فرو3برده3بود3و3در3بحر3ِمکاشفت3)پی3بردن3به3حقایق(3مستغرق3شده.3	
یکی3از3یاران3به3طریق3ِانبساط3)خودمانی(3گفت:3ما3را3چه3تحفه3)هدیه3–3ارمغان(3کرامت3کردی3)عطا3کردن3–3بخشیدن(؟3	
کِلک3]قلم[3از3بنان3)انگشت(3افکنده3ای.3	

درس دومدرس دوم

گفت:3نزدیک3است3والی3)حاکم3–3فرمانروا(3را3سرای،3آنجا3شویم3)]در3اینجا[3غیر3اسنادی3است3=3برویم(.3	
والی3از3کجا،3در3خانه3خَمّار3)مِی3فروش(3نیست؟3	
تا3داروغه3)پاسبان3-3نگهبان3–3شب3گرد(3را3گویم،3در3مسجد3بخواب.3	
از3بهر3غرامت3)تاوان3–3جبران3خسارت(،3جامه3ات3بیرون3کنم.3	
باید3حد3)کیفر3و3مجازات3شرعی3برای3گناهکار3و3مجرم(3زند3هشیار3مردم،3مست3را.3	
دار3مُلک3)سرزمین(3آشنایی.3	
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ادبیات پایه دوازدهم

آنجا3به3صنعت3)پیشه3–3کار3–3حرفه(3در3چه3کوشند؟3	
چو3عاجز3گشت3خسرو3در3جوابش،3نیامد3بیش3پرسیدن3صوابش3)درست3–3پسندیده3–3مصلحت(.3	
با3محتسبم3)مأمور3رسیدگی3به3اجرای3احکام3شرعی(3عیب3مگویید3که3او3نیز،3پیوسته3چو3ما3در3طلب3عیش3مدام3)مِی3-3همیشه3–33	

پیوسته(3است.
دور3شو3از3برََم3ای3واعظ3)پند3دهنده(3و3بیهوده3مگوی،3من3نه3آنم3که3دگر3گوش3به3تزویر3)نیرنگ3–3دورویی3–3ریاکاری(3کنم.3	
در3مکتب3حقایق،3پیش3ادیب3)آداب3دان3–3سخندان3–3]در3اینجا[3معلم3و3مربی(3عشق.3	
وجه3)ذات3–3وجود(3خدا3اگر3شودت3منظر3نظر.3	

درس سومدرس سوم

مَسلک3َ)روش–3طریق(3مرغ3گرفتار3قفس،3همچو3من3است.3	
خبر3از3من3به3رفیقی3که3به3طَرْف3)کناره3–3کنار(3چمن3است.3	
خانه3ای3کاو3شود3از3دست3اجَانب3ِ)جمع3اجنبی3-3بیگانگان(3آباد.3	
چون3فرخی،3موافق3)هم3رای3و3همراه(3ثابت3قدم3نداشت.3	
به3تخت3مصرم3اما3جای3در3بیت3الحزن3)خانه3غم3ها3–3ماتمکده3–3کلبه3ای3که3حضرت3یعقوب3در3آن3در3غم3فراق3یوسف3می3گریست(3دارم.3	
همت3)عزم3–3اراده(3اگر3سلسله3جنبان3)محرک3–3وادارنده3به3کار(3شود.3	
همتم3)دعا3–3آرزو(3بدرقه3راه3کن3ای3طایر3قدس.3	

درس پنجمدرس پنجم

تا3وارهی3از3دَم3ستوران3)حیوانات3چارپا(،3وین3مردم3نحس3)شوم3–3بد3یمُن(3دیومانند.3	
با3اختر3سعد3)خوشبختی3-3متضاد3نحس3–3]اختر3سعد3=3سیاره3مشتری[(3کرده3پیوند.3	
چون3گشت3زمین3ز3جور3گردون،3سرد3و3سیه3و3خموش3و3آوند3)آویزان3–3آویخته3–3آونگ(.3	
از3گردش3قرن3ها3پس3افکند3)میراث(.3	
تو3قلب3فسرده3)منجمد3–3یخ3زده(3زمینی.3	
تا3درد3و3ورم3فرونشیند،3کافور3بر3آن3ضِماد3)مرهم،3دارویی3که3بر3جراحت3نهند(3کردند.3	
برکش3ز3سر3این3سپید3مِعجَر3)روسری3–3سرپوش(.3	
بگرای3چو3اژدهای3گرزه3)ویژگی3نوعی3مار3سمّی3و3خطرناک(.3	
بخروش3چو3شَرزه3)خشمگین،3غضبناک(3شیر3ارَغند3)خشمگین3و3قهر3آلود(.3	
بگسل3)پاره3کن3-3جدا3کن3-3]در3اینجا[3نابود3کن(3ز3هم3این3نژاد3و3پیوند.3	
زین3بی3خردان3سِفله3)فرومایه3–3بد3سرشت(3بسِتان.3	
سریر3)تخت3پادشاهی3–3اورنگ(3مُلک3عطا3کرد،3کردگار3تو3را.3	
پاره3آجر3و3سنگ3و3کلوخ3)پاره3گِل3خشک3شده(3به3جای3مین،3کار3می3گذارم!3	
ل3نکنید3)بیکار3–3بلاتکلیف3–3]معطل3کردن3=3تاخیر3و3درنگ3کردن[(.3	 بروید3و3مُعَطَّ

درس ششمدرس ششم

سینه3خواهم3شرحه3شرحه3)پاره3پاره3–3]شرحه3=3تکّه3گوشتی3که3از3درازا3بریده3اند[(3از3فراق،3تا3بگویم3شرح3درد3اشتیاق3)میل3به3دیدار33	
محبوب(.

جفت3بدحالان3)کسانی3که3پیشروی3آنها3به3سوی3حق3کُند3است(3و3خوشحالان3)رهروان3راه3حق3که3از3حرکت3به3سوی3حق3شادمان3اند(3شدم.3	
هرکسی3از3ظن3ّ)گمان3–3پندار(3خود3شد3یار3من.3	
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حسابانحسابان

�پیش نیازها

11 اتحادهای جبری:

  

انواع توابع:

∈

(

n
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توجه، توجه: توابع چندجمله ای گویا هستند ولی توابع گویا چندجمله ای نیستند.
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فصل فصل 11: تابع: تابع

خطر! توابع مادر نوابعی هستند گخ ما رسم آنها را می شناسیم و بلدیم آنها را رسم کنیم مانند

 اصطلاحاً در توابع جبری باید حداکثر یک “x” ببینیم و اگر تعداد “x” ها از یک بیشتر باشد باید آن را به یک کاهش 
دهیم مانند:

طریقه رسم:

1- رسم تابع مادر
عدد    

2- انتقال
3-  ...  ادامه دارد

نکته فوق سری: شاید براتون سؤال شه که چرا ننوشتم انتقال عمودی. در جواب می تونم بگم به دلیل اینکه ما اعمال دیگر 

هم داریم که روی تابع انجام می شوند.

نکات فوق حرفه ای: انتقال عمودی فقط روی برد تابع تأثیر میگذارد که اگر تابع کراندار باشد یعنی تابع بین دو عدد تغییر 

کند و یا به زبان ریاضی                باشد، می توانیم آن عددی که به تابع مادر اضافه یا کم شده است، را با دوم برد جمع 
و یا تفریق کنیم تا برد جدید نمایان شود.

11

22

33

کهتوابعی

دو سر برد
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اندکی مثال حل شده

انتقال افقی: در این انتقال عدد با x جمع می شود نه یک تابع جدا و باعث انتقال تابع روی محور x ها می شود. این انتقال 

تأثیری روی برد توابع ندارد و صرفاً روی دامنه تابع تغییر ایجاد می کند.  

خطر ! در این قسمت )انتقال افقی( برعکس انتقال عمودی تغییراتی که روی x ها انجام می دهیم برعکس است یعنی اگر 

عدد با x جمع شود تابع به جای حرکت به جلو به سمت عقب حرکت می کند ولی خب در انتقال عمودی ما اگر عددی رو 
با تابع مادرمون جمع کنیم با توجه به علامتش که اگر مثبت بود موافق با اون تابع رو به سمت بالا و اگر منفی بود موافق 

با علامت به سمت پایین تابع رو انتقال می دهیم.

11

11

22

را
راآن

را
مادر

کدام
حال باید به  به عنوان مثال تصور کنید F)1( = ۰ است. اگر با x تابع F عددی جمع یا از آن کم شود،مثلا 

g عددی بدهیم که جلوی F را 1 کند تا ریشه های تابع g به دست آید.

 g است،پس ریشه F)1( = ۰  عدد 1 ظاهر می شود و از آنجا که ما می دانیم F عدد 1- بدهیم جلوی g یعنی حال اگر ما به
عدد 1- است.
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روش متفاوت

روش 3
و

  
 

توجه توجه : روشی بیشتر اوقات برای تواع درجه 2 کاربرد دارد و کاربرد چندانی برای توابع درجه 3 ندارد دلیلش هم این 

است که در توابع درجه 3 وقتی از x فاکتور می گیریم پیدا کردن ریشه های تابه درجه 2 بدست آمده کار ساده ای نیست 
که کار ما را سخت می کند.

  

خیلی ها

است

ها

می گیریم

این روش
تابع

X2 (X_2) 2

X(X_4)
X(X_4)+ 4
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توجه توجه: توابع می توانند هم انتقال افقی و هم انتقال عمودی را داشته باشند مانند:

توجه! تقدم و تأخر انتقال ها را به صورت مفصل بعد از تدریس انبساط و انقباض ها توضیح می دهم.

انبساط و انقباض عمودی

 x ها قرینه می کنیم. یعنی ”x“ عددی منفی باشد چه؟! در این حالت نمودار تابع را نسبت به محور k یک سوال حال اگر
نقاطی که روی تابع هستند را دستکاری نمی کنیم و y آن نقاط را در “-k” ضرب می کنیم و روی محور نشان می دهیم و 

نقاط جدید را به هم وصل می کنیم و تبریک می گم شما نمودار   و   رو رسم کردین.
نکته حرفه ای: در انبساط و انقباض عمودی دامنه توابع ثابت و برد توابع k برابر می شود یعنی با داشتن سروته برد )برای 

توابع کراندار( تابع F)x( می توانید برد تابع kF)x( را بدست آورید به طوری که دامنه ثابت است.
  
کمی مثال:

   
 
 

  
 

 
 
 

F(X)

__F(X)F(X)

2F(X)

1
2
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انبساط و انقباض افقی

دوستان دقیقاً مثل انتقال های افقی که برعکس انتقال های عمودی بود اینجا هم قضیه برعکسه. خودمونی بگم تغییراتی 
که روی xها انجام می دیم، x برعکس اون تغییراتو اعمال می کنه ولی خب y ها نه! Y ها دقیقاً همون تغییری که ما روشون 

اجام می دیم همون تغییرو اعمال می کنه.
بذارید روی یک مثال قشنگ توضیح بدم. مثلًا داریم:    و بخواهیم   رو بکنیم.

باید اول تابع   رو رسم کنیم که به صورت زیر است:
 

حال برای رسم  باید توجه داشته باشیم که اعمال تغییر روی “x”ها برعکس هست که این یعنی برخلاف نظر خیلی ها به 
جای اینکه “x”ها »2« برابر شوند باید » « برابر شوند ولی خب یک سوال ایجاد می شود که چرا؟! در باکس پایین توضیح 

می دهم.
 

همان طور که دقت می کنید ضرب یک عدد در “x” در دوره تناوب   نیز تأثیر داشت که دلیل آن را در فصل بعد بررسی 
می کنیم.

است F

را

بکشیم.

انجام
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جواب سوال که در مثال بالا پیش آمد
سوال اینه که چرا وقتی یک عدد در “x” ضرب میشه معکوسش اعمال میشه؟ درواقع این سوالو من قبلًا جواب دادم ولی 

 از اونجایی که خیلی برام مهمین دوباره میگم
فرض کنید   وقتی عددی در “x” ضرب می شود مثلًا »3« می شود  . حال اگر بخواهیم تابع F به ما عدد “a” رو بده باید 
جلوی تابع “a” بشه. دقت کنید جلوی تابع “a” بشه نه “x” و جلوی تابع F جلوی تابع F،  »x3« وجود دارد که باید برابر 

“a” بشه پس داریم:  
یعنی باید به  ،   بدیم که به ما a بده در صورتی که قبلًا در تابع   با دادن a به تابع به ما a می داد. پس نتیجه می گیریم 

که باید در اعمال تغییر در “x” ها برعکس عمل کنیم.

توجه توجه! خطر!

داخل امتحان نهایی حتماً حتماً باید جدول نقطه یابی رو رسم کنید وگرنه نمره ای به شما تعلق نمی گیرد. همچنین سعی 
کنید در امتحان هیچ چیز رو داخل ذهنتون حساب نکنید و از نوشتن زیاد نترسید چون به نوشته های شما نمره می دهند 

نه به تفکراتتان.

 
 

نکته: تقدم تأخر در انتقال و انبساط انقباض

از انبساط و انقباض نه در کنکور و نه در امتحانات نهایی سوال آمده ولی از انتقالات سوالات فراوانی آمده

)دی 14۰۰( نمودار F)x( به صورت زیر است. نمودار تابع   را رسم کنید و دامنه آن را بنویسید. 
مرحله اول: انتخاب اینکه اول انتقال عمودی یا افقی را انجام دهیم )فرقی نداره(

 
مرحله دوم: ما انتقال افقی رو انتخاب می کنیم چون نیاز به دقت بالایی داره

سوالی

را

نیامده

دارد.را

F F

F

F(X)

F(X_1)
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مرحله سوم: انتقال عمودی رو انجام می دهیم.

  

اگر نمودار تابع F)x( به صورت زیر باشد نمودار تابع   مقادیر   و  ، a، b را بیابید.
   

)F)x )g)x

جواب:                منفی به دلیل قرینه شدن تابع نسبت به محور x ها و y هاست.
به دلیل اینکه نه تابع بالا و یا پایین شده و نه چپ و راست فقط نسبت به محور x ها و y ها 

قرینه شده و در یک ضریب ضرب شده.
  چون برد تابع نصف شده

  چون دامنه تابه »2« برابر شده

توابع صعودی و نزولی

صعودی   
هم صعودی و هم نزولی   

نه صعودی و نه نزولی توابع  
نزولی   

صعودی
   

صعودی )اکید نزولی 

     
نه نزولی و نه صعودی نزولی )اکید( 

)باید بازه بندی بشه(
صعودی  

نزولی  
هم صعودی و هم نزولی

F(X_1) +1

تابع
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بخش �ذیری
قضیه تقسیم ها:                    

              باقی مانده      خارج قسمت         مقسوم علیه          مقسوم

توجه توجه: همیشه باید درجه باقی مانده از مقسوم کمتر باشد. در غیر این صورت تقسیم رو ادامه می دیم تا این اتفاق 

بیوفتد.

نکته: اگر   باشد یعنی F)x( بر p)x( بخش پذیر است.

نکته حرفه ای: اگر           درجه اول باشد، می توانید با گذاشتن ریشه آن در معامله قضیه تقسیم باقی مانده         را      

بدست آورید.

مثال: اگر باقی مانده تقسیم چندجمله ای   بر   برابر   باشد، k را تعیین کنید. 
)شهریور 14۰1(

 
  

انقباض افقی
   

 
 
 

انبساط افقی

 
 
 

نسبت به محور x ها قرینه می شود       

 
 

r

را
بیفتد.

معادله

x4 +kx2_3
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نسبت به محور y ها قرینه می شود       

بخشی که زیر محور x هاست را قرینه کرده و در بالای محور x ها می کشیم       

بخشی که سمت چپ محور y هاست را پاک کرده و قرینه بخش سمت راست را در سمت چپ      
می کشیم  

جمع بندی 1

انتقال عمودی
k واحد به سمت بالا      

 
 
 

k واحد به سمت پایین      

 
 
 

انتقال عمودی فقط روی برد تأثیر می گذارد

انتقال افقی
   

  

انتقال افقی
k واحد به سمت راست      

انتقال افقی فقط روی دامنه تأثیر می گذارد
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انبساط عمودی

عرض ها k برابر می شوند       

 
 
 

انقباض عمودی

عرض ها k برابر می شوند       

 
 
 

مفاهیم
دوره تناوب: دوره تناوب معمولًا برای توابع مثلثاتی کاربرد دارد. به طور کلی و هر تابعی که یک واحد تکرارشونده داشته 

باشد دوره تناوب دارد به کوچکترین واحد تکرارشونده دوره تناوب می گویند.
cot و tan حواستان به دامنه باشد مخصوصاً در توابع

به زبان ریاضی

 
اگر شرط مقابل برقرار باشد می گوییم که تابع دوره تناوب T را دارد.

حال تعریف بالا چه می گوید. می گوید که T به شرطی دوره تناوب است که اگر F)x( را به اندازه  Tبه سمت راست یا چپ 
انتقال دهیم باز روی خود تابع قرار می گیرد.

دوره تناوب توابع مثلثاتی به صورت زیر حساب می شوند:

 
 
 

 
 
 
 

 

بگیرد.
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cot و کتانژانتtan  توابع تانژانت
در کتاب فقط نمودار تابع تانژانت و دامنه آن آمده است و خب مسلماً نیازی هم به آن نیست ولی خب من مودار cot را 

نیز رسم می کنم.

  
          

 

   

         
سوال: دامنه تابع   به صورت   است.

تابع   همان منقبض شده   با ضریب   است پس یعنی همۀ اجزای آن از جمله دامنه آن تقسیم بر 3 می شود.

معادلات مثلثاتی

تعداد جواب ها رو خواست  رسم نمودار و شمارش تعداد نقاط برخورد     
معادلات مثلثاتی

جواب ها رو خواست  بدست آوردن معادله کلی جواب و عددگذاری     
مفاهیم

 
   

 
   

 
   

نمودار
می کنیم.
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نکات کمکی
سعی کنید در معادلات مثلثاتی، عبارت را جوری ساده کنید که به ضرب دو عبارت مساوی صفر و یا به برابری دو توابع 

مثلثاتی برسید و خب این مهارت با تمرین زیاد بدست می آید.

فرمول هایی که باید حفظ باشید
 
 
 

مثال: معادله   را حل کنید.
 

  
 
 

)خرداد 99( جواب های معادله مثلثاتی   را در بازه   بدست آورید.  
  

 
 
 

تابع
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)خرداد 14۰2( معادله   را حل کنید.  
 
 
 

)دی 14۰1( معادله   را حل کنید.  
 

برای ساختن معادله ساده ای از این معادله پیچیده باید عدد »1« رو از بین ببریم و درنتیجه از فرمولی برای   استفاده 
می کنیم که در آن »1-« دارد.

 

 
تذکر: خطر: هیچ وقت در معادله ها ساده نکنید چون باعث حذف بعضی از جواب ها می شود. در این هنگام باید از ؟؟؟؟؟؟؟؟ 

فاکتورگیری استفاده کنیم.
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حدهای نامتناهی:

حدهای نامتناهی از اسمشان معلوم است که حدهایی هستند که پایان و انتهای آن ها معلوم نیست و یا به زبان ریاضی 
 به چه عددی باید میل کند و یا نزدیک شود که مقدار  به  میل کند، که در حد کتاب دوازدهم  

می شود.
تذکر: صفری که در مخرج کسری است که جواب حد آن بی نهایت است، صفر حدی است و خود صفر نیست چون اگر 

خود صفر باشد:
۱( کسر تعریف نشده است؛

۲( ما در حد هستیم و عددهایی که در حد هستند خود آن عدد نیستند؛ فقط اعدادی هستند که به شدن به آن عدد 
نزدیک می شوند و به خاطر نزدیک بودن آن خود آن عدد را می گیریم.

بگذارید با یک مثال روشن تون کنم:

»4« خود »4« نیست، فقط عددی هست که خیلی به »4« نزدیک می شود.
 خود »2« نیست، یک عددی نزدیک به »2« هست.

مثال: حدهای زیر را حساب کنید.

تذکر: باید حساب کنید که صفری که در مخرج هست، صفر مثبت است یا صفر منفی؛ چون در علامت  تأثیر دارد. مثلًا:

مثال: حد تابع زیر را محاسبه کنید.

هرچه  به سمت صفر میل می کند،  به سمت  می رود.
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مجانب قائم: وقتی جواب حدی می شود  )چه مثبت و چه منفی( می گوییم که آن تابع در آن نقطه مجانب قائم دارد.

درنتیجه:  در  دارای مجانب قائم است.
یا  مجانب قائم.

مثال: حاصل حدهای زیر را بیابید.

از آنجا که  و جواب  پس صورت نیز باید عددی منفی باشد که بشود  پس داریم: 

حد در بی نهایت:

مفاهیم: یعنی وقتی  میل می کند به سمت  تابع  به سمت چه عددی نزدیک می شود و برای محاسبه این 
حد از هم ارزی پرتوان استفاده می کنیم که یعنی از هر عبارت، عبارتی را برمی داریم که بزرگترین توان یا درجه را داشته 
باشد. بعد از ساده سازی اگر به عدد رسیدیم، گوییم که تابع حد در بی نهایت دارد ولی اگر به  رسیدیم گوییم تابع حد 

در بی نهایت ندارد.
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مثال: 

مجانب افقی: هرگاه حد در بی نهایت تابعی موجود بود، گوییم که تابع دارای مجانب افقی است و مجانب افقی آن را همان 

عددی که به سمت آن  در  میل می کند، گوییم.

 مجانب افقی
مثال: اگر  مجانب افقی تابع  باشد، مقدار  کدام است؟ )شهریور 14۰1(

هنگامی  مجانب افقی تابع است که حد تابع در بی نهایت وجود داشته باشد. پس حد تابع در بی نهایت را مساوی 
 قرار می دهیم و از هم ارزی پرتوان استفاده می کنیم.

اگر  باشد، مقدار  را بیابید. )خرداد 14۰2(

وقتی حد تابع در بی نهایت وجود دارد، یعنی بزرگترین درجه بالا با بزرگترین درجه مخرج برابر است؛ پس  و از 
هم ارزی پرتوان استفاده می کنیم و  بدست می آید.
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فرض کنید نمودار تابع   به صورت زیر باشد. نقطه P را با مختصات   روی نمودار تابع F در نظر می گیریم. فرض کنید خط 
L خطی است که بر نمودار تابع F مماس است. بدین معنی که خط L فقط در نقطه P تابع F را قطع می کند. حال چطور 

می توان به خط L معنا بخشید و آن را تعریف کرد.
به عبارت دیگر چطور می توان شیب این خط را تعریف کرد؟

برای این کار فرض کنید نقطه   یک نقطه دیگر باشد که روی F قرار دارد. می دانیم که شیب خط PQ برابر است با:  
نکته آن است که با نزدیک شدن نقطه Q به نقطه P شیب خطوط PQ به شیب خط L نزدیک می شود. با این ملاحظه 

شیب خط متصور شده Lرا به صورت زیر تعریف می کنیم:
برای تابع   شیب خط مماس بر تابع F در نقطه   را به صورت   

به زبون خودمونی: اگر از یک تابع مشتق بگیرید و داخل مشتق نمودار یک x جایگذاری کنیم عددی که مشتق با ما 
می دهد شیب خط مماس است که از نقطه x بر تابع مماس شده.

شرط لازم برای مشتق پذیری، پیوستگی است ولی کافی نیست یعنی تابعی که مشتق پذیره حتماً پیوسته هم هست ولی 
تابعی که پیوسته است لزوماً مشتق پذیر نیست.

نقاط مشتق پذیر
   

ناپیوسته نقاط گونه ای 

   
نقاط زاویه دار مماس قائم 

 
یک حالت عمومی تر حالتی است که میشه برای فرمول مشتق نوشت یعنی شما هر نوع تابعی که دارید که بتوان آن را به 

صورت توان دار نوشت به راحتی با فرمول بالا می توان مشتق آن را حساب کرد.
مثال:

 
 

u یک تابع دلخواه            
که در آن v و u توابعی مجزا هستند.   

 
 
 
 
 

همه توابعی که در اینجا مشتق آنها را می نویسیم می توان با فرمول تعریف مشتق:   یا   می توان آنها را ثابت کرد.
 
 
 
 
 
 

به بگیریم

مشتق پذیر است حتماْ پیوسته هم هست ولی

گوشه ای
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)شهریور 1399( مثال: اگر   باشد، با استفاده از تعریف مشتق   را حساب کنید.  
مبهم    
        

      
مشتق توابع زیر را محاسبه کنید.

)دی 14۰۰(  
)دی 14۰۰(  
)شهریور 14۰1(  

مثال: مشتق پذیری تابع   را در   بررسی کنید.
پیوسته است  : اول پیوستگی  
   : از ضوابط مشتق می گیریم

تابع در   مشتق پذیر نیست.   
اگر   باشد مقدار   را بدست آورید.

  
  

 
فصل 5: کاربرد مشتق

مفاهیم
بحرانی: نقاطی هستند که یا مشتق پذیر نیستند و یا مشتق در آن نقاط صفر است.

اکسترمم نسبی: نقاطی که مشتق در آن نقاط صفر و یا وجود ندارد است و آن نقطه یا نسبت به نقاط اطراف خود بالاتر یا 
پایین تر است. )نمودار   باید تغییر علامت بدهد(.

اکسترمم مطلق: نقاطی هستند که نسبت به تمام نقاط تابع یا بالاتر هستند یا پایین تر. )سروته باز، جز این نقاط قبول 
هستند(.

تذکر: نقاط بحرانی باید حتماً عضو دامنه باشند مثلًا:
در   بحرانی نیست در   مشتق پذیر نیست.                 

توجه: نقاط اکسترمم بحرانی هستند ولی نقاط بحرانی الزاماً اکسترمم نیستند یا به زبانی دیگر همه نقاطی که اکسترمم 
هستند حتماً بحرانی هستند ولی نقاطی که بحرانی هستند حتماً اکسترمم نیستند.

 
g و d، h، J، F :نقاط اکسترمم نسبی

b، J، h، g، F، c، d، c، a :بحرانی

Max مطلق  بالاترین نقطه نمودار تابع  
اکسترمم مطلق  

   Min مطلق  پایین ترین نقطه نمودار تابع
نقطه اکسترمم

Max نسبی  نقطه ای که نسبت به نقاط همسایگی آن نقطه بالاتر باشد  
اکسترمم نسبی  

Min نسبی  نقطه ای که نسبت به نقاط همسسایگی آن نقطه پایین تر باشد.  

 مشتق آنها صفر است ولی نقاط اکسترمم حساب نمی شود.

) un_1

,
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نکته حرفه ای: بحرانی تمام ریشه های   هستند ولی اکسترمم نسبی ریشه های غیرمکرر زوج   هستند.

  
3 و 4 و 1 : نقاط ext نسبی                           1 و 2- و 3 و 3 : نقاط بحرانی  

توجه: ما برای نقاط ext نسبی مقدار “x” راا علام می کنیم ولی برای ext مطلق مقدار “y” را اعلام می کنیم.
اگر   در بازۀ   پیوسته باشد و   باشد، تابع F حتماً در این بازه هم Max مطلق و هم Min مطلق دارد.

با توجه به نمودار داده شده، سوالات زیر را پاسخ دهید.  )خرداد 14۰1(
Max مطلق 8

Min مطلق 4-

Max نسبی 4

Min نسبی 2

ضرایب a و b را در تابع   طوری پیدا کنید که نقطه   اکسترمم نسبی تابع باشد.  
)شهریور 14۰1(   

  
  

بزرگ ترین بازه ای که   در آن بازه نزولی اکید است؟ )2 و 2-(
   

نکته: اگر تابع مشتق را تعیین علامت کنید، 3 حالت پیش می آید:
  تابع ثابت است   شیب   هم نقاط ext نسبی و مطلق هستند.

  تابع صعودی است و اگر   باشد تابع صعوری اکید است.
  تابع نزولی است و اگر   باشد تابع نزولی اکید است.

)خرداد 14۰۰( Ext های مطلق تابع   را در بازه   تعیین کنید. 

 
  
  

 

 

         

_
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1( اگر x خارج این محدوده باشه عرض مکعب صفر می شود و مکعب نمی تواند طول صفر داشته. یک مستطیل در یک 
نیم دایره محاط شده است. اگر شعاع دایره cm4 باشد، طول و عرض مستطیل را طوری بدست آورید که مساحت آن 

)دی 14۰1( بیشترین مقدار ممکن باشد.  
 
 
 

       
    طول
    عرض
نقطه عطف و جهت تقعر

نقطه عطف  نقطه ای از تابع هست که جهت تقعر در آن نقطه عوض می شود.
تقعر  جهت گودی تابع رو تقعر میگی مثلًا » « تقعر رو به بالا » «تقعر رو به پایین است.

                                                                       
 

توجه: در نقطه عطف تابع باید پیوسته و خط مماس واحد داشته باشد، در غیر این صورت گوییم
از نکته بالا نتیجه می گیریم که همه نقاط عطف وجود دارند به شرطی که یا   یا موجود نباشه ولی هر جایی که   بود و یا 

موجود نبود لزوماً نقطه عطف نیست.
)دی 1397( جهت تقعر و نقطه عطف نمودار تابع   را بدست آورید.  

  

نقطه عطف    

اگر نقطه   نقطه ی عطف منحنی   باشد، مقادیر b و a را بدست آورید.
  
  
  

رسم نمودار تابع
برای توابع هموگرافیک اول مجانب های قائم و مجانب های افقی آن را بدست آورید و آنها را روی صفحه مختصات رسم 
می کنیم بعد از تابع یک بار مشتق می گیریم و تعیین علامت می کنیم تا وضعیت یکنوایی تابع مشخص شود. هر تابع را 

)نمره دارد( رسم می کنیم ؟؟؟؟ رسم کنید.  
)دی 14۰۰( جدول رفتار و نمودار تابع   را رسم کنید.  

  

و آن نقطه یا نسبت اطراف خود بالاتر  یا پایین تر

e

نقطه
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مجانب قائم  

همیشه صعودی هست  

برای توابع درجه 3
از تابع 2 بار مشتق می گیریم و جهت تقعر تابع را مشخص می کنیم و با تعیین علامت   رفتار یکنوایی تابع را بررسی 

می کنیم و با توجه به علامت   نمودار را رسم می کنیم.
)شهریور 14۰۰( جدول رفتار و نمودار تابع   را رسم کنید. 

  

  

جدول رفتار و نمودار تابع   را رسم کنید.
مجانب افقی    
مجانب قائم     

 
   همیشه نزولی اکید   

4

ا

صعودی
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می کند.

و

باشد. باشد

 یک مستطیل در یک نیم دایره محاط شده است. اگر شعاع دایره ۴cm باشد،ظول و عرض مستطیل را طوری بدست 

آورید که مساحت آن بیشترین مقدار ممکن باشد.

است
می گویند، مثلا
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نباشد

ـ =

می آوریم و
بعد

.
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