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گروه آموزشی مشاوره ای نوتروفیل
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نوتروبیست )کتاب ویژه امتحان نهایی(

» معنی واژه «» معنی واژه «

ستایش 	

تو3حکیمی3)دانا3به3همه3چیز(3تو3عظیمی3تو3کریمی3)بسیار3بخشنده3–3بخشاینده(3تو3رحیمی3)بسیار3مهربان(.3	
تو3نماینده3)آشکار3کننده3–3نشان3دهنده(3فضلی3)بخشش3–3کرم(3تو3سزاوار3ثنایی3)سپاس3–3ستایش(.3	
نتوان3شِبه3)مانند3–3مثل3–3همسان(3تو3گفتن3که3تو3در3وَهم3)پندار3–3تصور3–3خیال(3نیایی.3	
همه3عِزّی3)ارجمندی3–3گرامی3شدن(3و3جلالی3)بزرگواری3-3شکوه(،3همه3علمی3و3یقینی3)بی3شک3و3شبهه(.3	
همه3نوری3و3سروری3)شادی3–3خوشحالی(،3همه3جودی3)بخشش3–3سخاوت3-3کرم(3و3جزایی3)پاداش3کار3نیک(.3	

درس اولدرس اول

3)گرامی3و3بلندمرتبه3است(،3که3طاعتش3موجب3قربت3است3و3به3شکر3اندرش3مزید33	 وَجَلَّ منّت3)سپاس3–3شکر3–3نیکویی(3خدای3را،3عَزَّ
ح3)شادی3بخش(3ذات. 3حیات3است3و3چون3برمی3آید،3مُفرِّ )افزونی3-3زیادی(3نعمت.3هر3نفََسی3که3فرو3می3رود،3مُمِدِّ

پرده3ناموس3)آبرو3-3شرافت(3بندگان3به3گناه3فاحش3)آشکار3-3واضح(3ندََرَد3و3وظیفه3روزی3)رزق3مقرر3و3معیّن(3به3خطای3ِمُنکَر3)زشت33	
-3ناپسند(3نبَُرَد.

فرّاش3)گسترنده33ی3فرش(3باد3صبا3را3گفته3تا3فرش3زمرّدین3بگسترد3و3دایه3)زنی3که3به3جای3مادر3از3کودک3پرستاری3می3کند(3ابر3بهاری33	
را3فرموده3تا3بنات3)دختران(3نبات3)گیاه(3در3مهد3زمین،3بپرورد.3درختان3را3به3خِلعت3نوروزی،3قبای3)جامه(3سبز3ورق3)برگ(3دربرگرفته3
و3اطفال3شاخ3را3به3قدوم3)فرارسیدن(3موسم3)فصل3–3هنگام3–3زمان(3ربیع3)بهار(،3کلاه3شکوفه3بر3سر3نهاده.3عُصاره3)شیره3-3افشره(3
تاکی3)درخت3انگور(3به3قدرت3او3شهد3)عسل(3فایق3)برگزیده3–3برتر3–3]در3اینجا[3خالص(3شده3و3تخم3خرمایی3به3تربیتش،3نخل3باسق3

)بلند3–3بالیده(3گشته.
در3خبر3است3از3سرور3کائنات3)همه3موجودات3جهان(3و3مَفخَر3)مایه3افتخار(3موجودات3و3رحمت3عالمیان3و3صَفوَت3)برگزیده(3آدمیان3و33	

تتَمّه3)باقی3مانده3–3]در3اینجا[3مایه3تمامی3و3کمال(3دور3زمان.
شفیع3)شفاعت3کننده3–3پایمرد(3مُطاع3)فرمانروا3–3اطاعت3شده(3نبَی3)پیغمبر3–3پیام3آور3–3رسول(3کریم.3	
قَسیم3)صاحب3جمال(3جَسیم3)خوش3اندام(3نسَیم3)خوش3بو(3وَسیم3)دارای3نشان3پیامبری(.3	

3و3َعَلا3بردارد،3ایزد33	 هرگَه3که3یکی3از3بندگان3گنهکار3ِپریشان3روزگار،3دست3ِانابت3)توبه3–3پشیمانی(3به3امید3ِاجابت3به3درگاه3حق3جَلَّ
تعَالی3در3او3نظر3نکند3بازش3بخواند؛3باز3اعراض3)روی3گردانی(3فرماید.3بار3دیگرش3به3تضرّع3)زاری3کردن3-3التماس3کردن(3و3زاری3بخواند.

عاکفان3)کسانی3که3در3مسجد3عبادت3می3کنند(3کعبه3جلالش3به3تقصیر3)کوتاهی3–3گناه(3عبادت3معترف3)اقرار3کننده(.3	
واصفان3)ستایندگان3–3وصف3کنندگان(3حلیه3)زیور3–3زینت(3جمالش3به3تحیّر3)سرگشتگی3–3سرگردانی(3منسوب3)نسبت3داده3شده(.3	
یکی3از3صاحب3دلان،3سر3به3جَیب3ِمراقبت3)کمال3توجه3بنده3به3حق(3فرو3برده3بود3و3در3بحر3ِمکاشفت3)پی3بردن3به3حقایق(3مستغرق3شده.3	
یکی3از3یاران3به3طریق3ِانبساط3)خودمانی(3گفت:3ما3را3چه3تحفه3)هدیه3–3ارمغان(3کرامت3کردی3)عطا3کردن3–3بخشیدن(؟3	
کِلک3]قلم[3از3بنان3)انگشت(3افکنده3ای.3	

درس دومدرس دوم

گفت:3نزدیک3است3والی3)حاکم3–3فرمانروا(3را3سرای،3آنجا3شویم3)]در3اینجا[3غیر3اسنادی3است3=3برویم(.3	
والی3از3کجا،3در3خانه3خَمّار3)مِی3فروش(3نیست؟3	
تا3داروغه3)پاسبان3-3نگهبان3–3شب3گرد(3را3گویم،3در3مسجد3بخواب.3	
از3بهر3غرامت3)تاوان3–3جبران3خسارت(،3جامه3ات3بیرون3کنم.3	
باید3حد3)کیفر3و3مجازات3شرعی3برای3گناهکار3و3مجرم(3زند3هشیار3مردم،3مست3را.3	
دار3مُلک3)سرزمین(3آشنایی.3	
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ادبیات پایه دوازدهم

آنجا3به3صنعت3)پیشه3–3کار3–3حرفه(3در3چه3کوشند؟3	
چو3عاجز3گشت3خسرو3در3جوابش،3نیامد3بیش3پرسیدن3صوابش3)درست3–3پسندیده3–3مصلحت(.3	
با3محتسبم3)مأمور3رسیدگی3به3اجرای3احکام3شرعی(3عیب3مگویید3که3او3نیز،3پیوسته3چو3ما3در3طلب3عیش3مدام3)مِی3-3همیشه3–33	

پیوسته(3است.
دور3شو3از3برََم3ای3واعظ3)پند3دهنده(3و3بیهوده3مگوی،3من3نه3آنم3که3دگر3گوش3به3تزویر3)نیرنگ3–3دورویی3–3ریاکاری(3کنم.3	
در3مکتب3حقایق،3پیش3ادیب3)آداب3دان3–3سخندان3–3]در3اینجا[3معلم3و3مربی(3عشق.3	
وجه3)ذات3–3وجود(3خدا3اگر3شودت3منظر3نظر.3	

درس سومدرس سوم

مَسلک3َ)روش–3طریق(3مرغ3گرفتار3قفس،3همچو3من3است.3	
خبر3از3من3به3رفیقی3که3به3طَرْف3)کناره3–3کنار(3چمن3است.3	
خانه3ای3کاو3شود3از3دست3اجَانب3ِ)جمع3اجنبی3-3بیگانگان(3آباد.3	
چون3فرخی،3موافق3)هم3رای3و3همراه(3ثابت3قدم3نداشت.3	
به3تخت3مصرم3اما3جای3در3بیت3الحزن3)خانه3غم3ها3–3ماتمکده3–3کلبه3ای3که3حضرت3یعقوب3در3آن3در3غم3فراق3یوسف3می3گریست(3دارم.3	
همت3)عزم3–3اراده(3اگر3سلسله3جنبان3)محرک3–3وادارنده3به3کار(3شود.3	
همتم3)دعا3–3آرزو(3بدرقه3راه3کن3ای3طایر3قدس.3	

درس پنجمدرس پنجم

تا3وارهی3از3دَم3ستوران3)حیوانات3چارپا(،3وین3مردم3نحس3)شوم3–3بد3یمُن(3دیومانند.3	
با3اختر3سعد3)خوشبختی3-3متضاد3نحس3–3]اختر3سعد3=3سیاره3مشتری[(3کرده3پیوند.3	
چون3گشت3زمین3ز3جور3گردون،3سرد3و3سیه3و3خموش3و3آوند3)آویزان3–3آویخته3–3آونگ(.3	
از3گردش3قرن3ها3پس3افکند3)میراث(.3	
تو3قلب3فسرده3)منجمد3–3یخ3زده(3زمینی.3	
تا3درد3و3ورم3فرونشیند،3کافور3بر3آن3ضِماد3)مرهم،3دارویی3که3بر3جراحت3نهند(3کردند.3	
برکش3ز3سر3این3سپید3مِعجَر3)روسری3–3سرپوش(.3	
بگرای3چو3اژدهای3گرزه3)ویژگی3نوعی3مار3سمّی3و3خطرناک(.3	
بخروش3چو3شَرزه3)خشمگین،3غضبناک(3شیر3ارَغند3)خشمگین3و3قهر3آلود(.3	
بگسل3)پاره3کن3-3جدا3کن3-3]در3اینجا[3نابود3کن(3ز3هم3این3نژاد3و3پیوند.3	
زین3بی3خردان3سِفله3)فرومایه3–3بد3سرشت(3بسِتان.3	
سریر3)تخت3پادشاهی3–3اورنگ(3مُلک3عطا3کرد،3کردگار3تو3را.3	
پاره3آجر3و3سنگ3و3کلوخ3)پاره3گِل3خشک3شده(3به3جای3مین،3کار3می3گذارم!3	
ل3نکنید3)بیکار3–3بلاتکلیف3–3]معطل3کردن3=3تاخیر3و3درنگ3کردن[(.3	 بروید3و3مُعَطَّ

درس ششمدرس ششم

سینه3خواهم3شرحه3شرحه3)پاره3پاره3–3]شرحه3=3تکّه3گوشتی3که3از3درازا3بریده3اند[(3از3فراق،3تا3بگویم3شرح3درد3اشتیاق3)میل3به3دیدار33	
محبوب(.

جفت3بدحالان3)کسانی3که3پیشروی3آنها3به3سوی3حق3کُند3است(3و3خوشحالان3)رهروان3راه3حق3که3از3حرکت3به3سوی3حق3شادمان3اند(3شدم.3	
هرکسی3از3ظن3ّ)گمان3–3پندار(3خود3شد3یار3من.3	
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فصل دوم: احتمالفصل دوم: احتمال

 علــم آمــار: آن گاه �ــه بــا جامعــه ای ناشــناخته ســرو�ار داریــم، شــناختن جامعــه بــا اســتفاده از نمونه هــا 
و داده هــا، یــک �ار آمــاری اســت

ــایی از آن  ــم نمونه ه ــم بدانـ ــناسـم و بخواهـ ــاز بش ــات موردنـ ــا جزئـ ــه را ب ــر جامع ــال: اگ ــم احتم  عل
ــد ــان می  آی ــه �مکم ــال ب ــم احتم ــود، عـ ــد ب ــه خواهن ــه چگون جامع

 آمار: نمونه معـومه، جامعه نامعـوم جمع بندی: احتمال: جامعه معـوم، نمونه نامعـوم 

 فضــای نمونــه: مجموعــه تمــام حالت هــای ممکــن بــرای یــک آزمایــش تصــادفی را بــا فضــای نمونــه نمایش 
می دهـــم و آن را S می نامـــم فضــای نمونــه مجموعــه ای اســت �ــه اعضــای آن »برآمدهــا« مشــخص می �ننــد 
ــه  ــایی دارد. درصورتی � ــه حالت ه ــتـم چ ــررسی آن هس ــال ب ــه درح ــاهده ای � ــا مش ــش ی ــه آزمای ــه نتـج �
s اســت. مشــابه  s1 2× s2 باشــد، فضــای نمونــه آن ــا فضاهــای نمونــه ایs1 و آزمایــشی متشــکل از دو آزمایــش ب

ایــن موضــوع بــرای هــر تعــداد آزمایــش هم زمــان نـــز درســت اســت

 برآمد: به هر عضو از فضای نمونه یک »برآمد« می گویند.

پیشــامد: هــر زیرمجموعــه از فضــای نمونــه ای را یــک پـشــامد می گوینــد. تعــداد پـشــامدهای یــک فضــای 
n2 اســت ضــوی برابــر n نمونــه ای 

 اعمال روی پیشامدها:

: اجتماع دو پـشامد A B 2ـ پـشامد : اشتراک دو پـشامد زمانی A B 1ـ پـشامد
زمانی رخ می دهد �ه حداقل یکی رخ می دهد �ه هردو با هم اتفاق بـفتند. 

از دو پـشامد رخ دهد.  
 

A )تفاضل متقارن(: B∆ 4ـ پـشامد A رخ دهد : A B− 3ـ پـشامد
B A و یعنی فقط یکی از دو پـشامد B رخ ندهد. یعنی  ولی

A رخ دهد  رخ دهد. یعنی یا A رخ دهد.  فقط
B رخ دهد و هردو با هم  

  ندهند.
، رخ A1باشد، رخ دادن A2 6ـ اگرA1 زیرمجموعه ی A رخ ندهد. : یعنی A′ 5ـ پـشامد

A2 را نتـجه می دهد. دادن  

A را پـشامد قطعی »حتمی« می نامند و اگر ، A S= A را پـشامد ممکن می نامند. و اگر A آن گاه، ≠ φ A و S⊆ 7ـ اگر
A را پـشامد ناممکن می نامند. ، A = φ

مثال: دو تاس سالم را پرتاب می �نـم. مطـوب است:

الف( فضای نمونه:
=A عدد روی یک تاس، مرجع عدد ظاهرشده روی تاس دوم باشد. ب( پـشامد

=B دقـقاً یکی از تاس ها عدد 4 بـاید. پ( پـشامد
A B ت(
A B− ث(

6 دارای 36 حالت است. 6×  راه حل: الف( فضای نمونه �ه

A زوج مرتب هایی را انتخاب می �نـم �ه یکی از مؤلفه ها توان دوم مؤلفه دیگر باشد. ب( برای پـشامد
A {) , ),) , ),) , )}11 2 4 4 2=

B زوج مرتب های خواسته شده را انتخاب می �نـم: پ( برای پـشامد
) , ) , ) , ) , ) , ) , ) , ) , ) , )

B
) , ) , ) , ) , ) , ) , ) , ) , ) , )
1 4 2 4 3 4 5 4 6 4
4 1 4 2 4 3 4 5 4 6

 
=  
 

 

A )ت B {) , ) , ) , )}2 4 4 2=  
A )ث B {) , )}11− =

 اصول احتمال:

] است. , ]01 (P)A نمایش می دهـم �ه عددی حقـقی در بازه ی ، احتمال رخ دادن آن را با A برای هر پـشامد مثل
اصول احتمال ع�ارت اند از:

P)s) 1= 1ـ 
P)A B) )PA) P)B)= + ، داریم: A B = φ B �ه A و 2ـ برای دو پـشامد

، ناسازگاری گفته می شود و بدین معناست �ه رخ دادن هردوی آن ها هم زمان محال است. A B = φ به خاصـت

 چند نکته در رابطه با اصول و قضیه های احتمال: »بهتر است اث�ات هر قضـه را �ه با اصول بالا ثابت شده اند 
را به خاطر بسپارید.«

-1 

-2

C,B,A پـشامدهایی دوبه دو ناسازگار باشند آن گاه:  3ـ اگر
)A B) C )A C) )B C)→ ⇒ = φ φ = φ     

( ) P)A B) P)A) P)B)P )A B) C P)A B) P)C) P)A B C) P)A) P)B) P)C)= += + → = + +
       

اث�ات

P)S)

A A S
)A A ) P)A) P)A ) P)A ) P)A)

A A 1
1

=

′ =  ′ ′ ′⇒ = + ← = −′ = φ




S S p) ) P)S ) P)S ) P)S) P) )1 0′ ′ ′ ′φ = ⇒ φ = → φ = → = − ← φ =

اث�ات

با توجهاث�ات

به قضـه اول

P)A B C) P)A) P)B) P)C)= + + 

P) ) 0→ φ =
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فصل دوم: احتمالفصل دوم: احتمال

 علــم آمــار: آن گاه �ــه بــا جامعــه ای ناشــناخته ســرو�ار داریــم، شــناختن جامعــه بــا اســتفاده از نمونه هــا 
و داده هــا، یــک �ار آمــاری اســت

ــایی از آن  ــم نمونه ه ــم بدانـ ــناسـم و بخواهـ ــاز بش ــات موردنـ ــا جزئـ ــه را ب ــر جامع ــال: اگ ــم احتم  عل
ــد ــان می  آی ــه �مکم ــال ب ــم احتم ــود، عـ ــد ب ــه خواهن ــه چگون جامع

 آمار: نمونه معـومه، جامعه نامعـوم جمع بندی: احتمال: جامعه معـوم، نمونه نامعـوم 

 فضــای نمونــه: مجموعــه تمــام حالت هــای ممکــن بــرای یــک آزمایــش تصــادفی را بــا فضــای نمونــه نمایش 
می دهـــم و آن را S می نامـــم فضــای نمونــه مجموعــه ای اســت �ــه اعضــای آن »برآمدهــا« مشــخص می �ننــد 
ــه  ــایی دارد. درصورتی � ــه حالت ه ــتـم چ ــررسی آن هس ــال ب ــه درح ــاهده ای � ــا مش ــش ی ــه آزمای ــه نتـج �
s اســت. مشــابه  s1 2× s2 باشــد، فضــای نمونــه آن ــا فضاهــای نمونــه ایs1 و آزمایــشی متشــکل از دو آزمایــش ب

ایــن موضــوع بــرای هــر تعــداد آزمایــش هم زمــان نـــز درســت اســت

 برآمد: به هر عضو از فضای نمونه یک »برآمد« می گویند.

پیشــامد: هــر زیرمجموعــه از فضــای نمونــه ای را یــک پـشــامد می گوینــد. تعــداد پـشــامدهای یــک فضــای 
n2 اســت ضــوی برابــر n نمونــه ای 

 اعمال روی پیشامدها:

: اجتماع دو پـشامد A B 2ـ پـشامد : اشتراک دو پـشامد زمانی A B 1ـ پـشامد
زمانی رخ می دهد �ه حداقل یکی رخ می دهد �ه هردو با هم اتفاق بـفتند. 

از دو پـشامد رخ دهد.  
 

A )تفاضل متقارن(: B∆ 4ـ پـشامد A رخ دهد : A B− 3ـ پـشامد
B A و یعنی فقط یکی از دو پـشامد B رخ ندهد. یعنی  ولی

A رخ دهد  رخ دهد. یعنی یا A رخ دهد.  فقط
B رخ دهد و هردو با هم  

  ندهند.
، رخ A1باشد، رخ دادن A2 6ـ اگرA1 زیرمجموعه ی A رخ ندهد. : یعنی A′ 5ـ پـشامد

A2 را نتـجه می دهد. دادن  

A را پـشامد قطعی »حتمی« می نامند و اگر ، A S= A را پـشامد ممکن می نامند. و اگر A آن گاه، ≠ φ A و S⊆ 7ـ اگر
A را پـشامد ناممکن می نامند. ، A = φ

مثال: دو تاس سالم را پرتاب می �نـم. مطـوب است:

الف( فضای نمونه:
=A عدد روی یک تاس، مرجع عدد ظاهرشده روی تاس دوم باشد. ب( پـشامد

=B دقـقاً یکی از تاس ها عدد 4 بـاید. پ( پـشامد
A B ت(
A B− ث(

6 دارای 36 حالت است. 6×  راه حل: الف( فضای نمونه �ه

A زوج مرتب هایی را انتخاب می �نـم �ه یکی از مؤلفه ها توان دوم مؤلفه دیگر باشد. ب( برای پـشامد
A {) , ),) , ),) , )}11 2 4 4 2=

B زوج مرتب های خواسته شده را انتخاب می �نـم: پ( برای پـشامد
) , ) , ) , ) , ) , ) , ) , ) , ) , )

B
) , ) , ) , ) , ) , ) , ) , ) , ) , )
1 4 2 4 3 4 5 4 6 4
4 1 4 2 4 3 4 5 4 6

 
=  
 

 

A )ت B {) , ) , ) , )}2 4 4 2=  
A )ث B {) , )}11− =

 اصول احتمال:

] است. , ]01 (P)A نمایش می دهـم �ه عددی حقـقی در بازه ی ، احتمال رخ دادن آن را با A برای هر پـشامد مثل
اصول احتمال ع�ارت اند از:

P)s) 1= 1ـ 
P)A B) )PA) P)B)= + ، داریم: A B = φ B �ه A و 2ـ برای دو پـشامد

، ناسازگاری گفته می شود و بدین معناست �ه رخ دادن هردوی آن ها هم زمان محال است. A B = φ به خاصـت

 چند نکته در رابطه با اصول و قضیه های احتمال: »بهتر است اث�ات هر قضـه را �ه با اصول بالا ثابت شده اند 
را به خاطر بسپارید.«

-1 

-2

C,B,A پـشامدهایی دوبه دو ناسازگار باشند آن گاه:  3ـ اگر
)A B) C )A C) )B C)→ ⇒ = φ φ = φ     

( ) P)A B) P)A) P)B)P )A B) C P)A B) P)C) P)A B C) P)A) P)B) P)C)= += + → = + +
       

اث�ات

P)S)

A A S
)A A ) P)A) P)A ) P)A ) P)A)

A A 1
1

=

′ =  ′ ′ ′⇒ = + ← = −′ = φ




S S p) ) P)S ) P)S ) P)S) P) )1 0′ ′ ′ ′φ = ⇒ φ = → φ = → = − ← φ =

اث�ات

با توجهاث�ات

به قضـه اول

P)A B C) P)A) P)B) P)C)= + + 

P) ) 0→ φ =
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 P)A B) P)A) P)A B)− = −  B داریم: A و 4ـ برای هردو پـشامد دلخواه
)A B) )A B) A , )A B) )A B)→ − = − = φ   

P)A) P)A B) P)A B) P)A B) P)A) P)A B)⇒ = − + → − = −   
P)A B) P)A) P)B) P)A B)= + =  B داریم: A و 5ـ برای هردو پـشامد دلخواه

x .اثبات: اث�ات این قضـه در صفحه 46 �تاب به طور مفصل توضـح داده شده است. لطفاً حتماً مطالعه �نـد

 سوال: فقط با استفاده از اصول احتمال و قضایای اث�ات شده، گزاره های زیر را ثابت �نـد:

P)A B) P)A) P)B)− = − B داریم: A⊆ الف( اگر
P)B) P)A)≤ ، آن گاه B A⊆ ب( اگر

 )الف
B

P)A B) P)A) P)A B) P)A) P)B)− = − ⇒ −  راه حل:  

A(P )ب B) P)A) P)B) P)A) P)B)0→ − ⇒ − ≥ ⇒ ≥  

(n)S و  برای محاس�ه احتمال در فضاهای هم شانس، �افـست تعداد اعضای فضای نمونه  احتمال هم شانس: 
(P)A نمایش می دهـم برابر است با: A �ه با نماد (n)A را بـابـم. پس احتمال وقوع پـشامد تعداد اعضای پـشامد

n)A)P)A)
n)S)

=

یکی از سؤالات مهم احتمال هم شانس به مسئـه �ـسه و مهره است. در مثال زیر �ه یک مثال الگو است به حالت های 
مهم آن می پردازیم.

 مثال: �ـسه ای حاوی 5 مهره سفـد، 6 مهره سـاه و 4 مهره قرمز است. از این �ـسه 3 مهره با هم به تصادف برمـداریم. 

مطـوب است:
الف( احتمال این �ه هرسه سفـد باشند.

ب( احتمال این �ه دقـقاً 2تا سفـد باشند.
پ( احتمال این �ه هرسه مهره هم رنگ باشند.

ت( احتمال این �ه هـچ دومهره ای هم رنگ ن�اشند.
ث( حداقل 1 مهره سفـد باشد.

ج( حدا�ثر 2 مهره سفـد باشند.
 راه حل:                                                                                                             )الف 

n)B) P)B)
5 10 100100
2 1 455
   

= × = → =   
   

ب( یعنی دوتا سفـد و یک غـرسفـد!

n)C)
5 6 4

10 20 4 34
3 3 3
     

= + + = + + =     
     

پ( یعنی یا هرسه سفـد یا هرسه سـاه یا هرسه قرمز!
P)C) 34

455
=  

n)D) P)D)
5 6 4 120120
1 1 1 455
     

= × × = → =     
     

ت( یعنی از سه رنگ متفاوت باشند.
ث( یعنی 1 یا 2 یا 3 مهره سفـد باشند، حالتی را درنظر می گـریم �ه اصلًا مهره ای سفـد ن�اشد، پس هرسه مهره 

غـرسفـد هستند. �ه داریم:
n)E)

10 10 9 8 120 455 120 335
3 3 2 1

  × ×
= = ⇒ = − =  × × 

 

P)E) 355
455

=  
ج( یعنی صفر یا 1 یا 2 مهره سفـد باشند. حالتی را درنظر می گـریم �ه 3 مهره سفـد باشند!

n)F)
5

10 455 10
3
 

= = − 
 

P)F) 445
455

→ =  
تذکر: همان طور�ه )ب و پ( ملاحظه �ردید، هرگاه �ـمه »و« دیدیم باید ضرب �نـم و هرگاه �ـمه »یا« دیدیم باید 

جمع �نـم. هم چنـن در )ث و ج( از متمم استفاده �ردیم.

نابرابری  nS احتمال  {S ,S , ,S }1 2=   احتمال غیرهم شانس: هرگاه حداقل دو پـشامد ساده از فضای نمونه ای
S را فضای نمونه ای با احتمال غـرهم شانس می گویـم. نکته مهم برای حل این گونه سؤالات آن است �ه  داشته باشد،
x بازنویسی می �نـم. سپس مجموع همه ی احتمال ها  x فرض �رده و احتمال بقـه اعضا را برحسب یکی از احتمال ها را

x به دست آید. را برابر یک قرار داده تا مقدار
) باشد، احتمال وقوع  )P {x,z} 1

2
= ) و )P P{x, y} 2

3
= S فضای نمونه ای است. اگر {x, y,z}=  مثال: در یک آزمایش

هریک از پـشامدها را به دست آورید.
(P)x و  P)y) 2

3
+ = ، پس ( )P {x, y}2

3
= . هم چنـن با توجه به فرض P)x) P)y) P)z) 1+ + =  راه حل: اول آن �ه می دانـم

 P)x) 1 1
2 3

= − (P)x �ه یعنی P)z) 1
2

+ = ) داریم )P {x,z} 1
2

= (P)z است. و با توجه به فرض دوم یعنی 1
3

= در نتـجه
1 خواهد بود.

2
(P)y هم برابر ، P)x) P)y) P)z) 1+ + = . و با توجه به P)x) 1

6
= در نتـجه

B با هم برابر است و  A و C در یک مسابقه شر�ت �رده اند. شانس برنده شدن B و A و  مثال: سه دونده به نام های

C دو برابر هریک از آن هاست. مطـوب است: شانس بردن
C برنده شود. الف( احتمال آن �ه

A برنده بشوند. C یا ب( احتمال آن �ه
(A(P )الف P)B) , P)C) P)A)2= =  راه حل:  

(P)A است داریم: P)B) P)C) 1+ + = x درنظر بگـریم؛ با توجه به این �ه (P)A را اگر
x x x x P)A) , P)B) , P)B)1 1 12 1

4 4 2
+ + = → = → = =  

(A(P )ب P)C) 1 1 3
4 2 4

+ = + = همان طور�ه در تذ�ر صفحه ق�ل گفتـم: �ـمه »یا« یعنی جمع:

ط�ق قسمت  الف

داریم

n)S)
15 15 14 13 455
3 3 2 1

  × ×
= = =  × × 

n)A) P)A)
5 1010
3 455
 

= = → = 
 
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 P)A B) P)A) P)A B)− = −  B داریم: A و 4ـ برای هردو پـشامد دلخواه
)A B) )A B) A , )A B) )A B)→ − = − = φ   

P)A) P)A B) P)A B) P)A B) P)A) P)A B)⇒ = − + → − = −   
P)A B) P)A) P)B) P)A B)= + =  B داریم: A و 5ـ برای هردو پـشامد دلخواه

x .اثبات: اث�ات این قضـه در صفحه 46 �تاب به طور مفصل توضـح داده شده است. لطفاً حتماً مطالعه �نـد

 سوال: فقط با استفاده از اصول احتمال و قضایای اث�ات شده، گزاره های زیر را ثابت �نـد:

P)A B) P)A) P)B)− = − B داریم: A⊆ الف( اگر
P)B) P)A)≤ ، آن گاه B A⊆ ب( اگر

 )الف
B

P)A B) P)A) P)A B) P)A) P)B)− = − ⇒ −  راه حل:  

A(P )ب B) P)A) P)B) P)A) P)B)0→ − ⇒ − ≥ ⇒ ≥  

(n)S و  برای محاس�ه احتمال در فضاهای هم شانس، �افـست تعداد اعضای فضای نمونه  احتمال هم شانس: 
(P)A نمایش می دهـم برابر است با: A �ه با نماد (n)A را بـابـم. پس احتمال وقوع پـشامد تعداد اعضای پـشامد

n)A)P)A)
n)S)

=

یکی از سؤالات مهم احتمال هم شانس به مسئـه �ـسه و مهره است. در مثال زیر �ه یک مثال الگو است به حالت های 
مهم آن می پردازیم.

 مثال: �ـسه ای حاوی 5 مهره سفـد، 6 مهره سـاه و 4 مهره قرمز است. از این �ـسه 3 مهره با هم به تصادف برمـداریم. 

مطـوب است:
الف( احتمال این �ه هرسه سفـد باشند.

ب( احتمال این �ه دقـقاً 2تا سفـد باشند.
پ( احتمال این �ه هرسه مهره هم رنگ باشند.

ت( احتمال این �ه هـچ دومهره ای هم رنگ ن�اشند.
ث( حداقل 1 مهره سفـد باشد.

ج( حدا�ثر 2 مهره سفـد باشند.
 راه حل:                                                                                                             )الف 

n)B) P)B)
5 10 100100
2 1 455
   

= × = → =   
   

ب( یعنی دوتا سفـد و یک غـرسفـد!

n)C)
5 6 4

10 20 4 34
3 3 3
     

= + + = + + =     
     

پ( یعنی یا هرسه سفـد یا هرسه سـاه یا هرسه قرمز!
P)C) 34

455
=  

n)D) P)D)
5 6 4 120120
1 1 1 455
     

= × × = → =     
     

ت( یعنی از سه رنگ متفاوت باشند.
ث( یعنی 1 یا 2 یا 3 مهره سفـد باشند، حالتی را درنظر می گـریم �ه اصلًا مهره ای سفـد ن�اشد، پس هرسه مهره 

غـرسفـد هستند. �ه داریم:
n)E)

10 10 9 8 120 455 120 335
3 3 2 1

  × ×
= = ⇒ = − =  × × 

 

P)E) 355
455

=  
ج( یعنی صفر یا 1 یا 2 مهره سفـد باشند. حالتی را درنظر می گـریم �ه 3 مهره سفـد باشند!

n)F)
5

10 455 10
3
 

= = − 
 

P)F) 445
455

→ =  
تذکر: همان طور�ه )ب و پ( ملاحظه �ردید، هرگاه �ـمه »و« دیدیم باید ضرب �نـم و هرگاه �ـمه »یا« دیدیم باید 

جمع �نـم. هم چنـن در )ث و ج( از متمم استفاده �ردیم.

نابرابری  nS احتمال  {S ,S , ,S }1 2=   احتمال غیرهم شانس: هرگاه حداقل دو پـشامد ساده از فضای نمونه ای
S را فضای نمونه ای با احتمال غـرهم شانس می گویـم. نکته مهم برای حل این گونه سؤالات آن است �ه  داشته باشد،
x بازنویسی می �نـم. سپس مجموع همه ی احتمال ها  x فرض �رده و احتمال بقـه اعضا را برحسب یکی از احتمال ها را

x به دست آید. را برابر یک قرار داده تا مقدار
) باشد، احتمال وقوع  )P {x,z} 1

2
= ) و )P P{x, y} 2

3
= S فضای نمونه ای است. اگر {x, y,z}=  مثال: در یک آزمایش

هریک از پـشامدها را به دست آورید.
(P)x و  P)y) 2

3
+ = ، پس ( )P {x, y}2

3
= . هم چنـن با توجه به فرض P)x) P)y) P)z) 1+ + =  راه حل: اول آن �ه می دانـم

 P)x) 1 1
2 3

= − (P)x �ه یعنی P)z) 1
2

+ = ) داریم )P {x,z} 1
2

= (P)z است. و با توجه به فرض دوم یعنی 1
3

= در نتـجه
1 خواهد بود.

2
(P)y هم برابر ، P)x) P)y) P)z) 1+ + = . و با توجه به P)x) 1

6
= در نتـجه

B با هم برابر است و  A و C در یک مسابقه شر�ت �رده اند. شانس برنده شدن B و A و  مثال: سه دونده به نام های

C دو برابر هریک از آن هاست. مطـوب است: شانس بردن
C برنده شود. الف( احتمال آن �ه

A برنده بشوند. C یا ب( احتمال آن �ه
(A(P )الف P)B) , P)C) P)A)2= =  راه حل:  

(P)A است داریم: P)B) P)C) 1+ + = x درنظر بگـریم؛ با توجه به این �ه (P)A را اگر
x x x x P)A) , P)B) , P)B)1 1 12 1

4 4 2
+ + = → = → = =  

(A(P )ب P)C) 1 1 3
4 2 4

+ = + = همان طور�ه در تذ�ر صفحه ق�ل گفتـم: �ـمه »یا« یعنی جمع:

ط�ق قسمت  الف

داریم

n)S)
15 15 14 13 455
3 3 2 1

  × ×
= = =  × × 

n)A) P)A)
5 1010
3 455
 

= = → = 
 
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 مثال: سکه سالمی را پرتاب می �نـم. اگر پشت بـاید 2بار دیگر سکه را پرتاب می �نـم و اگر رو بـاید، تاس سالمی را 

می ریزیم. مطـوب است آن �ه:
الف( احتمال تاس زوج بـاید.

ب( سکه فقط 2بار پشت بـاید.
P )الف )تاس زوج( 1 3 1

2 6 4
= × =  راه حل: 

برای قسمت )ب( در شاخه هایی �ه * زدیم،
احتمال ها را درهم ضرب می �نـم و در پایان

با هم جمع می �نـم.
P )سکه فقط 2بار پشت بـاید( ) ) ) )1 1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2 4
= × × + × × =

A به  B به وقوع پـوسته است را احتمال A به شرط آن �ه بدانـم پـشامد  احتمال شرطی: احتمال وقوع پـشامد
P)A نشان می دهـم. | B) B نامـده و با نماد شرط

B را شرط  B پـشامدی باشد �ه مطمئن هستـم رخ داده است ) تذکر: اگرS فضای نمونه ای یک آزمایش تصادفی و
B است �ه آن را فضای نمونه �اهش یافته  می نامـم( فضای نمونه ها دیگر �لS نخواهد بود بـکه فضای نمونه برابر با

′S بررسی می �نـم. A را در ′S نشان می دهند. در ادامه باید احتمال وقوع پـشامد نامـده و با شرطیS یا
)به شکل مقابل توجه �نـد(

P)A B)P)A | B)
P)B)

=
  

P)A B) P)B) P)A | B)= × اگر تساوی فوق را طرفـن وسطـن �نـم، آن گاه
این فرمول را قاعده ضرب احتمال ها می گویـم.

 مثال: در یک خانواده سه فرزندی می دانـم فرزند اول پسر است. مطـوب است احتمال آن �ه این خانواده فقط همـن 

یک پسر را داشته باشد؟
S اولـه

PPP , PPd , PdP , dPP
B S

ddd , ddP , dPd , Pdd
 

= = 
  شرطی S′= =  راه حل: فرزند اول پسر

{ }PPP , PPd , PdP , Pdd⇒

{ }A Pdd P)A) 1
4

→ = ⇒ =

. P)B | A )′ . مطـوب است P)A B) 1
3

′ = (P)A و 1
4

=  مثال: اگر

P)B A ) P)A B)P)B | A )
P)A ) P)A)

1 1
43 3

1 31 91
4 4

′ ′
′ = = = = =

′ − −

  راه حل:  

؟ P)B) ، مطـوب است P)B | A) /0 1= (P)A و /0 2= ، P)A B) /0 6= مثال: اگر

P)A B) P)A B)P)B | A) P)A B) /
P)A)

1 2 0 02210 100
10

= ⇒ = ⇒ = =
 

  راه حل:  

P)A B) P)A) P)B) P)A B) / / P)B) / P)B) /0 6 0 2 0 02 0 42= + − ⇒ = + − ⇒ =   

: A3 A2 و تذکر: قاعده ضرب احتمال ها برای سه پـشامدA1 و

P)A A A ) P)A )P)A | A )P)A | )A A ))1 2 3 1 2 1 3 1 2=    

مثال: جع�ه ای شامل 12 لامپ است �ه 3تای آن ها سوخته اند. به تصادف 3 لامپ را متوالی و بدون جایگذاری از جع�ه برمی داریم. احتمال 

این �ه هر 3 لامپ سوخته باشد، چقدر است؟
P )هرسه لامپ سوخته باشد( 3 2 1

12 11 10
= × ×  راه حل:  

S باشد  A پـشامد تصادفی دلخواه در nB یک افراز برایS باشند و ,B ,B2 1  قانون احتمال کل: اگرS فضای نمونه و پـشامدهای

nP)A) P)A B ) P)A B ) P)A B )1 2= + + +    آن گاه داریم: 
و ط�ق قانون ضرب احتمال ها:

n nP)B ) P)A | B ) P)B ) P)A | B ) P)B ) P)A | B )1 1 2 2× + × + + ×

فرمول بالا؛ به فرمول احتمال �ل معروف است.
تذکر: معمولًا افرازهای 2تایی و 3تایی در احتمال �ل مطرح می شود �ه با استفاده از نمودار درختی قابــت حل آسان تری دارند.

             یا 

 مثال: دو ظرف مشابه داریم. در ظرف اول 5 مهره سفـد و 4 مهره سـاه و در ظرف دوم 7 مهره سفـد و 2 مهره سـاه وجود دارد. از ظرف 

اول 3 مهره و از ظرف دوم 2 مهره برداشته در ظرف جدیدی می ریزیم. سپس از ظرف جدید مهره ای برمی داریم. احتمال این �ه مهره 
سفـد باشد چقدر است؟

 راه حل: 

     

ظرف )1( ظرف )2(  �ل⇒ ظرف جدید  5=

P)سفید( 3 5 2 7
5 9 5 9

= × + ×
29
45

⇒

 %5 4% و ،50% و20% تولـد شود و بدانـم به ترتـب  C,B,A با مـزان%30 مثال: اگر محصولات یک �ارخانه توسط سه دستگاه

3% تولـدات این دستگاه ها معـوب هستند، احتمال آن را بـابـد �ه در انتخاب یک محصول از این �ارخانه، آن محصول معـوب باشد؟ و

 

P )معیوب( = × + × + × =
30 4 50 5 20 3 43

100 100 100 100 100 100 1000
راه حل: 

، داریم: A ، در این صورت، برای هر پـشامد دلخواه P)B)0 1< < B پـشامدی باشد �ه  فرض �نـد
P)A) P)B)P)A | B) P)B )P)A | B )′ ′= +
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 مثال: سکه سالمی را پرتاب می �نـم. اگر پشت بـاید 2بار دیگر سکه را پرتاب می �نـم و اگر رو بـاید، تاس سالمی را 

می ریزیم. مطـوب است آن �ه:
الف( احتمال تاس زوج بـاید.

ب( سکه فقط 2بار پشت بـاید.
P )الف )تاس زوج( 1 3 1

2 6 4
= × =  راه حل: 

برای قسمت )ب( در شاخه هایی �ه * زدیم،
احتمال ها را درهم ضرب می �نـم و در پایان

با هم جمع می �نـم.
P )سکه فقط 2بار پشت بـاید( ) ) ) )1 1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2 4
= × × + × × =

A به  B به وقوع پـوسته است را احتمال A به شرط آن �ه بدانـم پـشامد  احتمال شرطی: احتمال وقوع پـشامد
P)A نشان می دهـم. | B) B نامـده و با نماد شرط

B را شرط  B پـشامدی باشد �ه مطمئن هستـم رخ داده است ) تذکر: اگرS فضای نمونه ای یک آزمایش تصادفی و
B است �ه آن را فضای نمونه �اهش یافته  می نامـم( فضای نمونه ها دیگر �لS نخواهد بود بـکه فضای نمونه برابر با

′S بررسی می �نـم. A را در ′S نشان می دهند. در ادامه باید احتمال وقوع پـشامد نامـده و با شرطیS یا
)به شکل مقابل توجه �نـد(

P)A B)P)A | B)
P)B)

=
  

P)A B) P)B) P)A | B)= × اگر تساوی فوق را طرفـن وسطـن �نـم، آن گاه
این فرمول را قاعده ضرب احتمال ها می گویـم.

 مثال: در یک خانواده سه فرزندی می دانـم فرزند اول پسر است. مطـوب است احتمال آن �ه این خانواده فقط همـن 

یک پسر را داشته باشد؟
S اولـه

PPP , PPd , PdP , dPP
B S

ddd , ddP , dPd , Pdd
 

= = 
  شرطی S′= =  راه حل: فرزند اول پسر

{ }PPP , PPd , PdP , Pdd⇒

{ }A Pdd P)A) 1
4

→ = ⇒ =

. P)B | A )′ . مطـوب است P)A B) 1
3

′ = (P)A و 1
4

=  مثال: اگر

P)B A ) P)A B)P)B | A )
P)A ) P)A)

1 1
43 3

1 31 91
4 4

′ ′
′ = = = = =

′ − −

  راه حل:  

؟ P)B) ، مطـوب است P)B | A) /0 1= (P)A و /0 2= ، P)A B) /0 6= مثال: اگر

P)A B) P)A B)P)B | A) P)A B) /
P)A)

1 2 0 02210 100
10

= ⇒ = ⇒ = =
 

  راه حل:  

P)A B) P)A) P)B) P)A B) / / P)B) / P)B) /0 6 0 2 0 02 0 42= + − ⇒ = + − ⇒ =   

: A3 A2 و تذکر: قاعده ضرب احتمال ها برای سه پـشامدA1 و

P)A A A ) P)A )P)A | A )P)A | )A A ))1 2 3 1 2 1 3 1 2=    

مثال: جع�ه ای شامل 12 لامپ است �ه 3تای آن ها سوخته اند. به تصادف 3 لامپ را متوالی و بدون جایگذاری از جع�ه برمی داریم. احتمال 

این �ه هر 3 لامپ سوخته باشد، چقدر است؟
P )هرسه لامپ سوخته باشد( 3 2 1

12 11 10
= × ×  راه حل:  

S باشد  A پـشامد تصادفی دلخواه در nB یک افراز برایS باشند و ,B ,B2 1  قانون احتمال کل: اگرS فضای نمونه و پـشامدهای

nP)A) P)A B ) P)A B ) P)A B )1 2= + + +    آن گاه داریم: 
و ط�ق قانون ضرب احتمال ها:

n nP)B ) P)A | B ) P)B ) P)A | B ) P)B ) P)A | B )1 1 2 2× + × + + ×

فرمول بالا؛ به فرمول احتمال �ل معروف است.
تذکر: معمولًا افرازهای 2تایی و 3تایی در احتمال �ل مطرح می شود �ه با استفاده از نمودار درختی قابــت حل آسان تری دارند.

             یا 

 مثال: دو ظرف مشابه داریم. در ظرف اول 5 مهره سفـد و 4 مهره سـاه و در ظرف دوم 7 مهره سفـد و 2 مهره سـاه وجود دارد. از ظرف 

اول 3 مهره و از ظرف دوم 2 مهره برداشته در ظرف جدیدی می ریزیم. سپس از ظرف جدید مهره ای برمی داریم. احتمال این �ه مهره 
سفـد باشد چقدر است؟

 راه حل: 

     

ظرف )1( ظرف )2(  �ل⇒ ظرف جدید  5=

P)سفید( 3 5 2 7
5 9 5 9

= × + ×
29
45

⇒

 %5 4% و ،50% و20% تولـد شود و بدانـم به ترتـب  C,B,A با مـزان%30 مثال: اگر محصولات یک �ارخانه توسط سه دستگاه

3% تولـدات این دستگاه ها معـوب هستند، احتمال آن را بـابـد �ه در انتخاب یک محصول از این �ارخانه، آن محصول معـوب باشد؟ و

 

P )معیوب( = × + × + × =
30 4 50 5 20 3 43

100 100 100 100 100 100 1000
راه حل: 

، داریم: A ، در این صورت، برای هر پـشامد دلخواه P)B)0 1< < B پـشامدی باشد �ه  فرض �نـد
P)A) P)B)P)A | B) P)B )P)A | B )′ ′= +
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 مثال: دسته ای �ارت شامل 2 �ارت دورو قرمز و 8 �ارت یک رو س�ز، یک رو قرمز وجود دارد. �ارتی را به تصادف انتخاب 

می �نـم و یک روی آن را می بـنـم. احتمال این �ه آن رو قرمز باشد چقدر است؟
 P)A) B می نامـم. باید A و این �ه دوروی �ارت انتخابی قرمز باشد را ! راه حل: این �ه رنگ قرمز دیده شود را پـشامد

(P)Aرا حساب �نـم. ط�ق قانون احتمال �ل داریم: P)B)P)A | B) P)B )P)A | B )′ ′= +

1 است. و با توجه به تعداد دو نوع �ارت داریم:
2

P)A برابر | B )′ P)A و | B) 1= واضح است �ه
P)B) / , P)B ) / / P)A) ) / ) ) / ) /2 10 2 1 0 2 0 8 0 2 1 0 8 0 6

2 8 2
′= = = − = ⇒ = × + × =

+
 

A یک پـشامد دلخواه باشد. nB یک افراز برای فضای نمونهS و , B , ,B1 2   قانون بیز: فرض �نـد
i i

i
P)B ) P)A | B )P)B | A)

P)A)
×

= در این صورت داریم:
در بـان ساده تر داریم:

مسـر مطـوب
قانون بـز =

احتمال �ل

ها ت�دیل می شوند. i)B | A) ، به A ها بعد از مشاهده رخ دادن پـشامد iP)B ) قانون بـز توضـح می دهد �ه چگونه
ساده ترین قانون بـز به شکل زیر خواهد بود:

P)B)P)A | B) P)B)P)A | B)P)B | A)
P)A) P)B)P)A | B) P)B )P)A | B')

= =
′+

 

، 3 مهره سفـد و 7 مهره  B ، 4 مهره سفـد و 6 مهره سـاه و در ظرف A B داریم. دو ظرف A و  مثال: دو ظرف مشابه

 B سـاه داریم. به تصادف یک ظرف انتخاب و مهره ای برمی داریم. اگر مهره انتخابی سـاه باشد، با چه احتمالی از ظرف
انتخاب شده است؟

 راه حل:      
P )سـاه( 1 6 1 7 13

2 10 2 10 20
= × + × =                                                        

B و  مسـر ظرف
Pسـاه ) B | )سیاه =

احتمال �ل

  

1 7
72 10

13 13
20

×
⇒ =                                                                 

5% و%10  B به مـزان70% و30% تولـد می شود. اگر به ترتـب A و  مثال: محصولات یک �ارخانه توسط دو دستگاه

محصولات این دو دستگاه معـوب باشند و یک محصول معـوب از این �ارخانه به تصادف انتخاب شده باشد، احتمال 
B تولـد شده باشد. آن را بـابـد �ه این محصول معـوب توسط دستگاه

P )معـوب( 70 5 30 10
100 100 100 100

= × + ×  راه حل:  

/65 0 065
1000

⇒ =  

B را مستقل می گویـم هرگاه وقوع یکی از آن ها در احتمال وقوع دیگری تأثـری  A و  پیشامد مستقل: پـشامدهای
B مستقل اند اگر و تنها اگر: A و نداشته باشند. به ع�ارت دیگر دو پـشامد

P)A B) P)A)P)B)=

هم چنـن به دو پـشامدی �ه مستقل ن�اشند، وابسته می گویـم.
P)B نـز مستقل  | A) P)B)= P)A و یا تساوی | B) P)A)= (P)B ناصفر باشند، برقراری تساوی (P)A و هم چنـن اگر

B را نتـجه می دهد. A و بدون
 مثال: یک سکه را 99بار انداخته ایم و هر 99بار پشت آمده است. احتمال این �ه در صدمـن بار باز هم پشت بـاید؟ 

10 است زیرا پشت آمدن های ق�ل تأثـری در پشت 
2

 راه حل: پرتاب های سکه مستقل از هم هستند لذا باز هم احتمال

آمدن بار صدم ندارد.
 مثال: در پرتاب سه تاس، احتمال آن �ه عدد ظاهرشده هرسه مضرب 3 باشند چقدر است؟

S { , , , , , } A { , } P)A) 11 2 3 4 5 6 3 6
3

= = = راه حل: احتمال مضرب 3 بودن تاس

احتمال هرسه تاس مضرب 3 1 1 1 1
3 3 3 27

= × × = تاس ها مستقل از هم هستند. پس:
B دو پـشامد مستقل از هم باشند. آن گاه: A و تذکر: اگر

P)A B) P)A) P)B) P)A) P)B)= + − ×  
P)A B) P)A) P)A) P)B)− = − ×  
P)A B) P)A) P)B) P)A)P)B)2∆ = + −  

مستقل
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 مثال: دسته ای �ارت شامل 2 �ارت دورو قرمز و 8 �ارت یک رو س�ز، یک رو قرمز وجود دارد. �ارتی را به تصادف انتخاب 

می �نـم و یک روی آن را می بـنـم. احتمال این �ه آن رو قرمز باشد چقدر است؟
 P)A) B می نامـم. باید A و این �ه دوروی �ارت انتخابی قرمز باشد را ! راه حل: این �ه رنگ قرمز دیده شود را پـشامد

(P)Aرا حساب �نـم. ط�ق قانون احتمال �ل داریم: P)B)P)A | B) P)B )P)A | B )′ ′= +

1 است. و با توجه به تعداد دو نوع �ارت داریم:
2

P)A برابر | B )′ P)A و | B) 1= واضح است �ه
P)B) / , P)B ) / / P)A) ) / ) ) / ) /2 10 2 1 0 2 0 8 0 2 1 0 8 0 6

2 8 2
′= = = − = ⇒ = × + × =

+
 

A یک پـشامد دلخواه باشد. nB یک افراز برای فضای نمونهS و , B , ,B1 2   قانون بیز: فرض �نـد
i i

i
P)B ) P)A | B )P)B | A)

P)A)
×

= در این صورت داریم:
در بـان ساده تر داریم:

مسـر مطـوب
قانون بـز =

احتمال �ل

ها ت�دیل می شوند. i)B | A) ، به A ها بعد از مشاهده رخ دادن پـشامد iP)B ) قانون بـز توضـح می دهد �ه چگونه
ساده ترین قانون بـز به شکل زیر خواهد بود:

P)B)P)A | B) P)B)P)A | B)P)B | A)
P)A) P)B)P)A | B) P)B )P)A | B')

= =
′+

 

، 3 مهره سفـد و 7 مهره  B ، 4 مهره سفـد و 6 مهره سـاه و در ظرف A B داریم. دو ظرف A و  مثال: دو ظرف مشابه

 B سـاه داریم. به تصادف یک ظرف انتخاب و مهره ای برمی داریم. اگر مهره انتخابی سـاه باشد، با چه احتمالی از ظرف
انتخاب شده است؟

 راه حل:      
P )سـاه( 1 6 1 7 13

2 10 2 10 20
= × + × =                                                        

B و  مسـر ظرف
Pسـاه ) B | )سیاه =

احتمال �ل

  

1 7
72 10

13 13
20

×
⇒ =                                                                 

5% و%10  B به مـزان70% و30% تولـد می شود. اگر به ترتـب A و  مثال: محصولات یک �ارخانه توسط دو دستگاه

محصولات این دو دستگاه معـوب باشند و یک محصول معـوب از این �ارخانه به تصادف انتخاب شده باشد، احتمال 
B تولـد شده باشد. آن را بـابـد �ه این محصول معـوب توسط دستگاه

P )معـوب( 70 5 30 10
100 100 100 100

= × + ×  راه حل:  

/65 0 065
1000

⇒ =  

B را مستقل می گویـم هرگاه وقوع یکی از آن ها در احتمال وقوع دیگری تأثـری  A و  پیشامد مستقل: پـشامدهای
B مستقل اند اگر و تنها اگر: A و نداشته باشند. به ع�ارت دیگر دو پـشامد

P)A B) P)A)P)B)=

هم چنـن به دو پـشامدی �ه مستقل ن�اشند، وابسته می گویـم.
P)B نـز مستقل  | A) P)B)= P)A و یا تساوی | B) P)A)= (P)B ناصفر باشند، برقراری تساوی (P)A و هم چنـن اگر

B را نتـجه می دهد. A و بدون
 مثال: یک سکه را 99بار انداخته ایم و هر 99بار پشت آمده است. احتمال این �ه در صدمـن بار باز هم پشت بـاید؟ 

10 است زیرا پشت آمدن های ق�ل تأثـری در پشت 
2

 راه حل: پرتاب های سکه مستقل از هم هستند لذا باز هم احتمال

آمدن بار صدم ندارد.
 مثال: در پرتاب سه تاس، احتمال آن �ه عدد ظاهرشده هرسه مضرب 3 باشند چقدر است؟

S { , , , , , } A { , } P)A) 11 2 3 4 5 6 3 6
3

= = = راه حل: احتمال مضرب 3 بودن تاس

احتمال هرسه تاس مضرب 3 1 1 1 1
3 3 3 27

= × × = تاس ها مستقل از هم هستند. پس:
B دو پـشامد مستقل از هم باشند. آن گاه: A و تذکر: اگر

P)A B) P)A) P)B) P)A) P)B)= + − ×  
P)A B) P)A) P)A) P)B)− = − ×  
P)A B) P)A) P)B) P)A)P)B)2∆ = + −  

مستقل
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مثال: احتمال ق�ولی عـی و حسن در �نکور امسال 0/8 و 0/7 است. مطـوب است احتمال آن �ه:

الف( هردو ق�ول شوند.
ب( حداقل یکی ق�ول شود.

پ( فقط عـی ق�ول شود.
ت( فقط یکی از این دو نفر ق�ول شوند.

 P )عـی( P)A) / P0 8= = )حسن( P)B) /0 7= = راه حل: ق�ولی عـی و حسن مستقل از هم هستند پس:

P )الف )ق�ولی هردو( P)A B) P)A) P)B) / / /0 8 0 7 0 56= → × = × =

P)A B) P)A) P)B) P)A B)= + −  ب( حداقل یکی یعنی اجتماع:
/ / / /0 8 0 7 0 56 0 94⇒ + − =  

P)A B) P)A) P)A B)− = −   : A پ( فقط عـی یعنی فقط
/ / /0 8 0 56 0 24⇒ − =  

A(P )ت B) P)A B) P)A B) / / /0 94 0 56 0 38∆ = − ⇒ − =   
A,B( نـز مستقل هستند. )′ A( و ,B)′ ، )A ,B )′ ′ B مستقل باشند، آن گاه پـشامدهای A و تذکر: اگر دو پـشامد

؟ P)A B )′ (P)A باشد، مطـوب است P)B) 12
4

= = B مستقل بوده و A و مثال: اگر پـشامدهای

P)A) , P)B) P)B )1 1 1 71
4 8 8 8

′= = ⇒ = − =  راه حل:  

P)A B ) P)A) P)B )′ ′= × ′B هم مستقل اند:  A و B مستقل اند← A و چون
P)A B ) P)A) P)B) P)A) P)B ) ) )1 7 1 7 29

4 8 4 8 32
′ ′= + − × ⇒ + − × =  

د �ه ابـ  مثال: در یک امتحان با 10 سؤال 5 گزینه ای، اگر دانش آموزی به تمام سؤالات به تصادف پاسخ دهد؛ احتمال آن را بـ

الف( به تمام سؤال ها پاسخ صحـح داده باشد.
ب( فقط به 4 سؤال اول پاسخ صحـح داده باشد.
پ( به نـمی از سؤال ها پاسخ صحـح داده باشد.

P )پاسخ درست در هر سؤال( /1 0 2
5

= =  راه حل: در سؤال های 5 گزینه ای یک گزینه درست است. پس:

P )پاسخ غـط در هر سؤال( / /1 0 2 0 8= − =  

ب( پاسخ صحـح برای 4 سؤال اول و  / / / / ) / )10

10
0 2 0 2 0 2 0 2 0 2× × × = الف( پاسخ صحـح به هر 10 سؤال:

پاسخ نادرست برای 6 سؤال بعدی

/ / / / ) / ) ) / )4 6

4 6
0 2 0 2 0 8 0 8 0 2 0 8× × × × = ×  

) / ) ) / )5 510
0 2 0 8

5
 
 
 

پ( ابتدا 5 سؤال انتخاب شود �ه پاسخ صحـح دهـم، سپس به باقی سؤالات پاسخ غـط:

سؤال

تا

تا

 انتخاب های با جای گذاری و بدون جای گذاری: برای درک بهتر این عنوان به مثال زیر با دقت توجه �نـد.
 مثال: از جع�ه ای �ه شامل 5 مهره آبی و 8 مهره قرمز است، دو مهره به صورت پی درپی و بدون جای گذاری، بـرون 

B پـشامد قرمز بودن دومـن مهره باشد، A پـشامد آبی بودن مهره اول و می آوریم اگر
الف( احتمال این �ه دو پـشامد رخ دهند چقدر است؟

B مستقل اند یا وابسته؟ A و ب( پـشامدهای
P)A دو احتمال شرطی داریم: B)P)B | A)

P)A)
=

  راه حل: با توجه به رابطه ی

P)A B) P)A)P)B | A) 5 8 10
13 12 39

= = × =  
P)B را محاس�ه و با یکدیگر مقایسه می �نـم. برای محاس�ه | A) (P)B و برای بررسی وابستگی یا انتقال این پـشامدها،
(P)B از قانون احتمال �ل استفاده �رده و نمودار درختی انتخاب مهره ها و تعــن حالت مطـوب را نـز محاس�ه �رده ایم

P)B) P= )مهره دوم قرمز(  
P)A)P)B | A) P)A )P)B | A )′ ′= +  
5 8 8 7

13 12 13 12
= × + ×  

8
13

=  

 .وابسته اند B A و ، بنابراین P)B | A) P)B)≠ ، پس P)B | A) 8
12

= از سوی دیگر

C,B,A را مستقل گویـم، هرگاه چهار تساوی زیر برقرار باشند:  سه پـشامد
P)A B) P)A)P)B)=

P)A C) P)A)P)C)=

P)B C) P)B)P)C)=

P)A B C) P)A)P)B)P)C)= 

با  پـشامدها  این  از  تعداد  هر  اشتراک  احتمال  هرگاه  گویـم،  مستقل  را   nA , ,A ,A2 1 پـشامد  n �ـی، درحالت 
حاصل ضرب احتمال آن ها برابر باشد.

فصل سوم: آمار توصیفی

 توصیف و نمایش داده ها: بعد از گردآوری داده ها باید به تنظـم، دسته بندی و خلاصه �ردن آن ها پرداخت. برای 
این منظور دو روش وجود دارد: جدول فراوانی، رسم نمودار.

 جدول فراوانی: برای تشکـل دادن جدول فراوانی برای داده های جمع آوری شده، مراحل زیر را انجام می دهـم:
(. از تفاضل آن ها دامنه ی تغــرات داده ها را پـدا می �نـم  min max و 1ـ بـش ترین و �م ترین داده را پـدا می �نـم )
R Max Min= − R نمایش داده می شود: �ه با

2ـ ا�نون دامنه تغــرات را به تعداد دلخواهی تقسـم می �نـم. تقسـم بندی قاعده خاصی ندارد. به این عمل دسته بندی داده ها 
م. می گویـ

C نمایش  k عددی پـدا می شود �ه طول دسته نامـده می شود و با R بر k نشان دهـم از تقسـم اگر تعداد دسته ها را با
RCداده می شود.

k
=
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مثال: احتمال ق�ولی عـی و حسن در �نکور امسال 0/8 و 0/7 است. مطـوب است احتمال آن �ه:

الف( هردو ق�ول شوند.
ب( حداقل یکی ق�ول شود.

پ( فقط عـی ق�ول شود.
ت( فقط یکی از این دو نفر ق�ول شوند.

 P )عـی( P)A) / P0 8= = )حسن( P)B) /0 7= = راه حل: ق�ولی عـی و حسن مستقل از هم هستند پس:

P )الف )ق�ولی هردو( P)A B) P)A) P)B) / / /0 8 0 7 0 56= → × = × =

P)A B) P)A) P)B) P)A B)= + −  ب( حداقل یکی یعنی اجتماع:
/ / / /0 8 0 7 0 56 0 94⇒ + − =  

P)A B) P)A) P)A B)− = −   : A پ( فقط عـی یعنی فقط
/ / /0 8 0 56 0 24⇒ − =  

A(P )ت B) P)A B) P)A B) / / /0 94 0 56 0 38∆ = − ⇒ − =   
A,B( نـز مستقل هستند. )′ A( و ,B)′ ، )A ,B )′ ′ B مستقل باشند، آن گاه پـشامدهای A و تذکر: اگر دو پـشامد

؟ P)A B )′ (P)A باشد، مطـوب است P)B) 12
4

= = B مستقل بوده و A و مثال: اگر پـشامدهای

P)A) , P)B) P)B )1 1 1 71
4 8 8 8

′= = ⇒ = − =  راه حل:  

P)A B ) P)A) P)B )′ ′= × ′B هم مستقل اند:  A و B مستقل اند← A و چون
P)A B ) P)A) P)B) P)A) P)B ) ) )1 7 1 7 29

4 8 4 8 32
′ ′= + − × ⇒ + − × =  

د �ه ابـ  مثال: در یک امتحان با 10 سؤال 5 گزینه ای، اگر دانش آموزی به تمام سؤالات به تصادف پاسخ دهد؛ احتمال آن را بـ

الف( به تمام سؤال ها پاسخ صحـح داده باشد.
ب( فقط به 4 سؤال اول پاسخ صحـح داده باشد.
پ( به نـمی از سؤال ها پاسخ صحـح داده باشد.

P )پاسخ درست در هر سؤال( /1 0 2
5

= =  راه حل: در سؤال های 5 گزینه ای یک گزینه درست است. پس:

P )پاسخ غـط در هر سؤال( / /1 0 2 0 8= − =  

ب( پاسخ صحـح برای 4 سؤال اول و  / / / / ) / )10

10
0 2 0 2 0 2 0 2 0 2× × × = الف( پاسخ صحـح به هر 10 سؤال:

پاسخ نادرست برای 6 سؤال بعدی

/ / / / ) / ) ) / )4 6

4 6
0 2 0 2 0 8 0 8 0 2 0 8× × × × = ×  

) / ) ) / )5 510
0 2 0 8

5
 
 
 

پ( ابتدا 5 سؤال انتخاب شود �ه پاسخ صحـح دهـم، سپس به باقی سؤالات پاسخ غـط:

سؤال

تا

تا

 انتخاب های با جای گذاری و بدون جای گذاری: برای درک بهتر این عنوان به مثال زیر با دقت توجه �نـد.
 مثال: از جع�ه ای �ه شامل 5 مهره آبی و 8 مهره قرمز است، دو مهره به صورت پی درپی و بدون جای گذاری، بـرون 

B پـشامد قرمز بودن دومـن مهره باشد، A پـشامد آبی بودن مهره اول و می آوریم اگر
الف( احتمال این �ه دو پـشامد رخ دهند چقدر است؟

B مستقل اند یا وابسته؟ A و ب( پـشامدهای
P)A دو احتمال شرطی داریم: B)P)B | A)

P)A)
=

  راه حل: با توجه به رابطه ی

P)A B) P)A)P)B | A) 5 8 10
13 12 39

= = × =  
P)B را محاس�ه و با یکدیگر مقایسه می �نـم. برای محاس�ه | A) (P)B و برای بررسی وابستگی یا انتقال این پـشامدها،
(P)B از قانون احتمال �ل استفاده �رده و نمودار درختی انتخاب مهره ها و تعــن حالت مطـوب را نـز محاس�ه �رده ایم

P)B) P= )مهره دوم قرمز(  
P)A)P)B | A) P)A )P)B | A )′ ′= +  
5 8 8 7

13 12 13 12
= × + ×  

8
13

=  

 .وابسته اند B A و ، بنابراین P)B | A) P)B)≠ ، پس P)B | A) 8
12

= از سوی دیگر

C,B,A را مستقل گویـم، هرگاه چهار تساوی زیر برقرار باشند:  سه پـشامد
P)A B) P)A)P)B)=

P)A C) P)A)P)C)=

P)B C) P)B)P)C)=

P)A B C) P)A)P)B)P)C)= 

با  پـشامدها  این  از  تعداد  هر  اشتراک  احتمال  هرگاه  گویـم،  مستقل  را   nA , ,A ,A2 1 پـشامد  n �ـی، درحالت 
حاصل ضرب احتمال آن ها برابر باشد.

فصل سوم: آمار توصیفی

 توصیف و نمایش داده ها: بعد از گردآوری داده ها باید به تنظـم، دسته بندی و خلاصه �ردن آن ها پرداخت. برای 
این منظور دو روش وجود دارد: جدول فراوانی، رسم نمودار.

 جدول فراوانی: برای تشکـل دادن جدول فراوانی برای داده های جمع آوری شده، مراحل زیر را انجام می دهـم:
(. از تفاضل آن ها دامنه ی تغــرات داده ها را پـدا می �نـم  min max و 1ـ بـش ترین و �م ترین داده را پـدا می �نـم )
R Max Min= − R نمایش داده می شود: �ه با

2ـ ا�نون دامنه تغــرات را به تعداد دلخواهی تقسـم می �نـم. تقسـم بندی قاعده خاصی ندارد. به این عمل دسته بندی داده ها 
م. می گویـ

C نمایش  k عددی پـدا می شود �ه طول دسته نامـده می شود و با R بر k نشان دهـم از تقسـم اگر تعداد دسته ها را با
RCداده می شود.
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