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نوتروبیست )کتاب ویژه امتحان نهایی(

» معنی واژه «» معنی واژه «

ستایش 	

تو3حکیمی3)دانا3به3همه3چیز(3تو3عظیمی3تو3کریمی3)بسیار3بخشنده3–3بخشاینده(3تو3رحیمی3)بسیار3مهربان(.3	
تو3نماینده3)آشکار3کننده3–3نشان3دهنده(3فضلی3)بخشش3–3کرم(3تو3سزاوار3ثنایی3)سپاس3–3ستایش(.3	
نتوان3شِبه3)مانند3–3مثل3–3همسان(3تو3گفتن3که3تو3در3وَهم3)پندار3–3تصور3–3خیال(3نیایی.3	
همه3عِزّی3)ارجمندی3–3گرامی3شدن(3و3جلالی3)بزرگواری3-3شکوه(،3همه3علمی3و3یقینی3)بی3شک3و3شبهه(.3	
همه3نوری3و3سروری3)شادی3–3خوشحالی(،3همه3جودی3)بخشش3–3سخاوت3-3کرم(3و3جزایی3)پاداش3کار3نیک(.3	

درس اولدرس اول

3)گرامی3و3بلندمرتبه3است(،3که3طاعتش3موجب3قربت3است3و3به3شکر3اندرش3مزید33	 وَجَلَّ منّت3)سپاس3–3شکر3–3نیکویی(3خدای3را،3عَزَّ
ح3)شادی3بخش(3ذات. 3حیات3است3و3چون3برمی3آید،3مُفرِّ )افزونی3-3زیادی(3نعمت.3هر3نفََسی3که3فرو3می3رود،3مُمِدِّ

پرده3ناموس3)آبرو3-3شرافت(3بندگان3به3گناه3فاحش3)آشکار3-3واضح(3ندََرَد3و3وظیفه3روزی3)رزق3مقرر3و3معیّن(3به3خطای3ِمُنکَر3)زشت33	
-3ناپسند(3نبَُرَد.

فرّاش3)گسترنده33ی3فرش(3باد3صبا3را3گفته3تا3فرش3زمرّدین3بگسترد3و3دایه3)زنی3که3به3جای3مادر3از3کودک3پرستاری3می3کند(3ابر3بهاری33	
را3فرموده3تا3بنات3)دختران(3نبات3)گیاه(3در3مهد3زمین،3بپرورد.3درختان3را3به3خِلعت3نوروزی،3قبای3)جامه(3سبز3ورق3)برگ(3دربرگرفته3
و3اطفال3شاخ3را3به3قدوم3)فرارسیدن(3موسم3)فصل3–3هنگام3–3زمان(3ربیع3)بهار(،3کلاه3شکوفه3بر3سر3نهاده.3عُصاره3)شیره3-3افشره(3
تاکی3)درخت3انگور(3به3قدرت3او3شهد3)عسل(3فایق3)برگزیده3–3برتر3–3]در3اینجا[3خالص(3شده3و3تخم3خرمایی3به3تربیتش،3نخل3باسق3

)بلند3–3بالیده(3گشته.
در3خبر3است3از3سرور3کائنات3)همه3موجودات3جهان(3و3مَفخَر3)مایه3افتخار(3موجودات3و3رحمت3عالمیان3و3صَفوَت3)برگزیده(3آدمیان3و33	

تتَمّه3)باقی3مانده3–3]در3اینجا[3مایه3تمامی3و3کمال(3دور3زمان.
شفیع3)شفاعت3کننده3–3پایمرد(3مُطاع3)فرمانروا3–3اطاعت3شده(3نبَی3)پیغمبر3–3پیام3آور3–3رسول(3کریم.3	
قَسیم3)صاحب3جمال(3جَسیم3)خوش3اندام(3نسَیم3)خوش3بو(3وَسیم3)دارای3نشان3پیامبری(.3	

3و3َعَلا3بردارد،3ایزد33	 هرگَه3که3یکی3از3بندگان3گنهکار3ِپریشان3روزگار،3دست3ِانابت3)توبه3–3پشیمانی(3به3امید3ِاجابت3به3درگاه3حق3جَلَّ
تعَالی3در3او3نظر3نکند3بازش3بخواند؛3باز3اعراض3)روی3گردانی(3فرماید.3بار3دیگرش3به3تضرّع3)زاری3کردن3-3التماس3کردن(3و3زاری3بخواند.

عاکفان3)کسانی3که3در3مسجد3عبادت3می3کنند(3کعبه3جلالش3به3تقصیر3)کوتاهی3–3گناه(3عبادت3معترف3)اقرار3کننده(.3	
واصفان3)ستایندگان3–3وصف3کنندگان(3حلیه3)زیور3–3زینت(3جمالش3به3تحیّر3)سرگشتگی3–3سرگردانی(3منسوب3)نسبت3داده3شده(.3	
یکی3از3صاحب3دلان،3سر3به3جَیب3ِمراقبت3)کمال3توجه3بنده3به3حق(3فرو3برده3بود3و3در3بحر3ِمکاشفت3)پی3بردن3به3حقایق(3مستغرق3شده.3	
یکی3از3یاران3به3طریق3ِانبساط3)خودمانی(3گفت:3ما3را3چه3تحفه3)هدیه3–3ارمغان(3کرامت3کردی3)عطا3کردن3–3بخشیدن(؟3	
کِلک3]قلم[3از3بنان3)انگشت(3افکنده3ای.3	

درس دومدرس دوم

گفت:3نزدیک3است3والی3)حاکم3–3فرمانروا(3را3سرای،3آنجا3شویم3)]در3اینجا[3غیر3اسنادی3است3=3برویم(.3	
والی3از3کجا،3در3خانه3خَمّار3)مِی3فروش(3نیست؟3	
تا3داروغه3)پاسبان3-3نگهبان3–3شب3گرد(3را3گویم،3در3مسجد3بخواب.3	
از3بهر3غرامت3)تاوان3–3جبران3خسارت(،3جامه3ات3بیرون3کنم.3	
باید3حد3)کیفر3و3مجازات3شرعی3برای3گناهکار3و3مجرم(3زند3هشیار3مردم،3مست3را.3	
دار3مُلک3)سرزمین(3آشنایی.3	
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ادبیات پایه دوازدهم

آنجا3به3صنعت3)پیشه3–3کار3–3حرفه(3در3چه3کوشند؟3	
چو3عاجز3گشت3خسرو3در3جوابش،3نیامد3بیش3پرسیدن3صوابش3)درست3–3پسندیده3–3مصلحت(.3	
با3محتسبم3)مأمور3رسیدگی3به3اجرای3احکام3شرعی(3عیب3مگویید3که3او3نیز،3پیوسته3چو3ما3در3طلب3عیش3مدام3)مِی3-3همیشه3–33	

پیوسته(3است.
دور3شو3از3برََم3ای3واعظ3)پند3دهنده(3و3بیهوده3مگوی،3من3نه3آنم3که3دگر3گوش3به3تزویر3)نیرنگ3–3دورویی3–3ریاکاری(3کنم.3	
در3مکتب3حقایق،3پیش3ادیب3)آداب3دان3–3سخندان3–3]در3اینجا[3معلم3و3مربی(3عشق.3	
وجه3)ذات3–3وجود(3خدا3اگر3شودت3منظر3نظر.3	

درس سومدرس سوم

مَسلک3َ)روش–3طریق(3مرغ3گرفتار3قفس،3همچو3من3است.3	
خبر3از3من3به3رفیقی3که3به3طَرْف3)کناره3–3کنار(3چمن3است.3	
خانه3ای3کاو3شود3از3دست3اجَانب3ِ)جمع3اجنبی3-3بیگانگان(3آباد.3	
چون3فرخی،3موافق3)هم3رای3و3همراه(3ثابت3قدم3نداشت.3	
به3تخت3مصرم3اما3جای3در3بیت3الحزن3)خانه3غم3ها3–3ماتمکده3–3کلبه3ای3که3حضرت3یعقوب3در3آن3در3غم3فراق3یوسف3می3گریست(3دارم.3	
همت3)عزم3–3اراده(3اگر3سلسله3جنبان3)محرک3–3وادارنده3به3کار(3شود.3	
همتم3)دعا3–3آرزو(3بدرقه3راه3کن3ای3طایر3قدس.3	

درس پنجمدرس پنجم

تا3وارهی3از3دَم3ستوران3)حیوانات3چارپا(،3وین3مردم3نحس3)شوم3–3بد3یمُن(3دیومانند.3	
با3اختر3سعد3)خوشبختی3-3متضاد3نحس3–3]اختر3سعد3=3سیاره3مشتری[(3کرده3پیوند.3	
چون3گشت3زمین3ز3جور3گردون،3سرد3و3سیه3و3خموش3و3آوند3)آویزان3–3آویخته3–3آونگ(.3	
از3گردش3قرن3ها3پس3افکند3)میراث(.3	
تو3قلب3فسرده3)منجمد3–3یخ3زده(3زمینی.3	
تا3درد3و3ورم3فرونشیند،3کافور3بر3آن3ضِماد3)مرهم،3دارویی3که3بر3جراحت3نهند(3کردند.3	
برکش3ز3سر3این3سپید3مِعجَر3)روسری3–3سرپوش(.3	
بگرای3چو3اژدهای3گرزه3)ویژگی3نوعی3مار3سمّی3و3خطرناک(.3	
بخروش3چو3شَرزه3)خشمگین،3غضبناک(3شیر3ارَغند3)خشمگین3و3قهر3آلود(.3	
بگسل3)پاره3کن3-3جدا3کن3-3]در3اینجا[3نابود3کن(3ز3هم3این3نژاد3و3پیوند.3	
زین3بی3خردان3سِفله3)فرومایه3–3بد3سرشت(3بسِتان.3	
سریر3)تخت3پادشاهی3–3اورنگ(3مُلک3عطا3کرد،3کردگار3تو3را.3	
پاره3آجر3و3سنگ3و3کلوخ3)پاره3گِل3خشک3شده(3به3جای3مین،3کار3می3گذارم!3	
ل3نکنید3)بیکار3–3بلاتکلیف3–3]معطل3کردن3=3تاخیر3و3درنگ3کردن[(.3	 بروید3و3مُعَطَّ

درس ششمدرس ششم

سینه3خواهم3شرحه3شرحه3)پاره3پاره3–3]شرحه3=3تکّه3گوشتی3که3از3درازا3بریده3اند[(3از3فراق،3تا3بگویم3شرح3درد3اشتیاق3)میل3به3دیدار33	
محبوب(.

جفت3بدحالان3)کسانی3که3پیشروی3آنها3به3سوی3حق3کُند3است(3و3خوشحالان3)رهروان3راه3حق3که3از3حرکت3به3سوی3حق3شادمان3اند(3شدم.3	
هرکسی3از3ظن3ّ)گمان3–3پندار(3خود3شد3یار3من.3	
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* دایره: به مجموعه نقاطی از صفحه که از یک نقطه )مرکز دایره( به فاصله ثابتی )شعاع دایره( باشند، دایره 
می گیم. نام گذاری این دایره معمولًاً به صورت C و مرکز دایره O و شعاعش R هست و می نویسیم  

* وضعیت نسبی نقطه و دایره: تو این جور مسائل فاصله نقطه تا مرکز دایره به کمکمون میاد و باید 
 R مقایسه اش کنیم با

  

سؤال( فاصله نقطه A، خارج دایره تا مرکز دایره ای به شعاع  برابر با  می باشد. محدوده x کدام 
است؟

جواب:گزینه 1( 
زرنگ باشید! توی هر سؤالی وقتی گفت فاصله همونجا stop کن فاصله رو بزرگ تر از صفر بذار که طراح نتونه 

گولت بزنه!
فاصله که نمی تونه منفی بشه

میگه نقطه A خارج دایره. خب قبل چی گفتیم؟ بایدR<OA  باشه. پس:

خب با دقت کردن به نامساوی ها می فهمیم فقط          برامون مهمه پس گزینه 1

وضعیت نسبی خط و دایره: این هم شبیه وضعیت نقطه و دایره هست

فصل اول: دایرهفصل اول: دایره
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•همون طور که قبلًاً گفتیم فاصله یک خط از یک نقطه رو میشه با اندازه گیری فاصله اون نقطه تا پای عمود بر 
خط که همون H هست به دست آورد. فاصله نقطه تا بقیه نقطه هایی که روی خط هستن بیشتر از فاصله ای که 

اندازه گرفتیم میشه.

سؤال( )جاخالی( یک خط و یک دایره بر هم مماس اند اگر و تنها اگر* این خط در نقطه تماس با 
دایره بر شعاع آن نقطه عمود باشد.*

نزدیک ترین و دورترین فاصله یک نقطه از دایره
توی این دو حالت که نقطه داخل و خارج دایره هست AM نزدیک ترین و BM دورترین فاصله نقطه از دایره 

هست.
نزدیک ترین

دورترین

 )جاخالی( )تعریفی( 
شعاع: پاره خطی که یک سر آن مرکز دایره و سر دیگر آن نقطه ای روی دایره باشه

وتر: پاره خطی که دو سر آن روی دایره باشه 
قطر: پاره خطی که دو سر آن روی دایره باشه و از مرکز دایره بگذره به عبارتی وتری که از مرکز دایره بگذره. 

)قطر بزرگ ترین وتر دایره است.(
کمان: شامل دو نقطه از دایره و تمامی نقاط بین این دو نقطه میشه )اگر بین دو نقطه A و B باشه  نشونش 
میدن و اگر این کمان مشخص نبود که مقصودش کمان بزرگ تشکیل شده بین این دو نقطه هست یا کمان 

کوچیک. میان یه نقطه اضافه اون وسط مثل C می گذارن و می نویسن (  
زاویه مرکزی: زاویه ای که رأس آن مرکز دایره است.

زاویه محاطی: زاویه ای که رأس آن روی دایره و دو ضلع آن وتری از دایره باشه .
اندازه کمان: به اندازه زاویه مرکزی مقابل به کمان گفته میشه )برحسب درجه(

طول کمان: به اندازه خود کمان که میشه با رابطه مقابل محاسبه کرد گفته میشه )برحسب متر، سانتی متر، ...( 
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* دقت کن! اندازه کمان، طول کمان شبیه به هم اند، اشتباه نگیری!

ممکن هست کمان های چند دایره اندازه های برابر ولی طول های مختلفی داشته باشند.

قطاع: به ناحیه ای از درون و روی دایره که به دو شعاع دایره و خود دایره محدود بشه می گویند.

طول کمان و مساحت قطاع: همونطور که قبلًاً فرمول طول کمان رو گفتیم می تونیم تناسب بنویسیم اما راه 
سریع تر:

همین طور برای مساحت قطاع داریم:

سؤال( در شکل مقابل، کمانی از دایره به مرکز O با نام  داریم. اگر طول این کمان، برابر  و مساحت قطاع  

باشد، زاویه O چند درجه است؟
جواب( با توجه به این که گفته طول کمان میشه  یعنی از فرمول طول کمان برحسب رادیان باید استفاده کنیم.

پس زاویه 18 درجه است.
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اثبات( اگر اندازه کمان هایADو CDاز دایره  با هم برابر باشند وترهایABوCDنیز با هم برابرند.

اثبات( اگر دو وترAB ،CDاز دایره با هم برابر باشند، اندازه کمان های ABوCD نیز با هم برابرند. 

 AB وتر CD عمود است داشته باشیم. قطر AB قطری از دایره که بر وتر CD وتری از دایره و AB اثبات( اگر
را نصف می کند

اثبات( اگر قطر CD در دایره ای وتر AB را نصف کند، CD بر AB عمود است . کمان AB را نصف می کند.

اثبات( اگر قطر CD کمان AB را نصف کند، CD بر AB عمود است و آن را نصف می کند.
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اثبات( اندازه هر زاویه محاطی برابر با نصف اندازه کمان مقابل به آن زاویه است )3 حالت توی این اثبات داریم(
وقتی یک ضلع از زاویه محاطی از مرکز دایره بگذره

وقتی دو ضلع زاویه محاطی در دو طرف O واقع شده است
قطر DE را رسم می کنیم، زاویه محاطی تبدیل به دو زاویه محاطی می شود

وقتی دو ضلع زاویه محاطی در یک طرف O باشند
قطر DE را رسم می کنیم

زاویه ظلّّی: زاویه ای است که رأس آن روی دایره قرار دارد و یکی از اضلاًع آن مماس بر دایره و ضلع دیگر آن 

شامل وتری از دایره باشد.
• اندازه هر زاویه ظلی برابر با نصف کمان روبه رو به آن زاویه است.

سؤال( در شکل روبه رو ، CT مماس بر دایره در نقطه C وAC = 140 است. اندازه زاویه BCT چه قدر است؟

)خیلی سبز(
جواب( خب می دونیم وقتی دو وتر برابر هستند کمان های نظیر آن ها با هم برابرند
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سؤال( 

جواب(

•دو وتر که یکدیگر را درون دایره قطع نمی کنند با هم موازی اند، اگر و تنها اگر کمان  های محدود بین آن ها 
مساوی باشد.

اثبات( در شکل مقابل اگر AB و CD موازی باشند کمان هاAB و AC با هم برابرند.
ابتدا از A به D وصل می کنیم. با توجه به قضیه خطوط موازی و مورب و از آنجایی

که  در نتیجه 

اثبات( اگر کمان هایCD,AB  هم اندازه باشند، وترهای AB,CD که یکدیگر را درون دایره قطع نمی کنند 
برابرند.

از A به D وصل می کنیم:

اثبات( از نقطه C خطی موازی با AD رسم می کنیم. طبق قضیه خطوط موازی و مورب اگر AC را خط مورب 
بدانیم DAE=FCE با توجه به اینکهFCE  زاویه ای محاطی است داریم:

حالاً با توجه به قضیه ای که صفحات قبل گفتیم DF=BC پس:
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اثبات( از نقطه B موزای خط CD خطی رسم می کنیم. طبق خطوط موازی و مورب در نظر گرفتن BE به 
FBE=DAE :عنوان خط مورب

سؤال( مقدار مجهول را بیابید.                                                                                   )خیلی سبز(

سؤال( در شکل مقابل اضلاًع زاویه های B و C بر دایره مماس اند. اندازه زاویه Aچند درجه است؟      )پر تکرار(

جواب(

جواب(
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سؤال( اگر از نقطه M در شکل روبه رو خطی چنان رسم کنیم که دایره را در دو نقطه A و B قطع کند. 

MA=A
 ثابت کنید 

جواب(

اثبات( از  به O وصل می کنیم طبق فیثاغورس داریم:

چون پاره خط عددی مثبت است پس توان 2 تأثیری بر علاًمت نامساوی ندارد

* هرگاه M نقطه ای بیرون دایره باشد و از M مماس و قاطعی نسبت به دایره رسم کنیم، مربع اندازه مماس برابر 
است با حاصل ضرب اندازه های دو قطعه قاطع. یعنی طول مماس واسطه هندسی بین دو قطعة قاطع است.

 

* دو وتر یکدیگر را داخل دایره قطع کنند

* دو وتر یکدیگر را خارج از دایره قطع کنند
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* رسم مماس بر دایره از نقطه ای خارج دایره ازتون میخوان که این روش رو توی امتحان بنویسید خب واسه همین 
اول می گیم که از M به مرکز دایره وصل می کنیم و وسط پاره خط MO را مشخص می کنیم و N می نامیم. 

حالاً به مرکز N و شعاع MN دایره ای رسم می کنیم تا دایره را در دو نقطه قطع کند. این دو نقطه را  می نامیم. 
خط های  بر دایره مماس اند )می توانیم براساس و ض اثبات کنیم(

 

سؤال( مقادیر مجهول را بیابید.

جواب(

سؤال( در شکل مقابل مقدار x را به دست آورید.

جواب(

سؤال( در دایره روبه رو، وتر AB، وتر CD به طول 9cm را به نسبت 1 به 2 تقسیم کرده است اگر  باشد، آنگاه 
وتر CD وتر AB را به چه نسبتی قطع کرده است؟ 

جواب(

وضعیت نسبی دو دایره
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* مماس مشترک: هر خط و یا پاره خطی که بر هر دو دایره مماس باشد می گوییم
داخلّی          اگر دو دایره در دو طرف خط باشند        خارجی          اگر دو دایره در یک طرف خط باشند

دو دایره مماس             دو دایره که فقط یک نقطه مشترک داشته باشند

دو دایره متقاطع            دو دایره که دو نقطه مشترک داشته باشند، پار ه خطی که دو سر آن این دو نقطه 

مشترک است. وتر مشترک دو دایره متقاطع می گوییم.
دو دایره متداخل           دو دایره که تمام نقاط یکی درون دیگری باشد و هیچ مماس مشترکی ندارند.

اثبات ها مهم
سؤال( در شکل مقابل دو دایره بر هم مماس و دو قطر AB و AC از دایره بزرگ تر بر هم عمودند. اگر            و   

.           شعاع دو دایره چند است؟ 
جواب(
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* مطابق شکل، تمام دایره ها در نقطه T بر هم مماس اند و از نقطه M روی مماس مشترک آنها بر دایره ها 
مماس رسم کردیم

اثبات بر اساس اینکه »از هر نقطه خارج دایره دو مماس رسم می شود که طول یکسان دارند.

سؤال( دایره ای به شعاع 4 داریم. مساحت ناحیه سایه زده را محاسبه کنید. این ناحیه یک قطعه دایره نام دارد.

جواب(

سؤال( سه دایره به شعاع های برابر r بر هم مماس اند. اگر این 3 دایره به وسیله نخی بسته شده باشند طول نخ 

همچین مساحت محدود به این 2 را محاسه کنید.
جواب( ابتدا مرکز 3 دایره را به هم وصل می کنیم. با توجه به این که نخ بر دایره ها مماس است پس در هر طرف 
مستطیل با طول 27 ایجاد می شود. اگر بخش های منحنی که اندازه کمان ها            است کنار هم قرار دهیم 

در نهایت یک دایره

می شود پس:

چند تا سؤال ترکیبی از مباحث داشته باشیم:

سؤال( مساحت قطاعی از دایره  که زاویه محاطی روبه رو به کمان آن قطاع برابر 72 درجه باشد را محاسبه کنید. 

جواب(

 از آن جایی که زاویه محاطی 72 درجه است پس کمان روبه رو به آن
144 درجه می باشد و این برابر با زاویه مرکزی مقابل با کمان است پس داریم:
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سؤال( اندازه های u و y را به دست آورید.

جواب( 

سؤال( اگر شعاع دو دایره 3 و 8 باشد و طول مماس مشترک خارجی آن ها نیز 12 باشد، خط المرکزین و طول 

مماس مشترک داخلی آن ها را به دست آورید.
جواب(

سؤال( در شکل زیر o مرکز دایره و  و  می باشد. اندازه زاویه C را بیابید.

جواب(

سؤال( اگر فاصلة نزدیک ترین نقطه خط x از مرکز دایرة                          باشد، وضعیت نسبی خط x در دایره 

C چیست؟
جواب(

 OH وارد می شود. اگر d بر خط O طول خط عمودی است که از C فاصلة نزدیک ترین نقطة خطا از مرکز دایرة
عمود از نقطة O بر خط d باشد،              خط d را در دو نقطه قطع می کند.

* چند ضلّعی محاطی است اگر و تنها اگر دایره ای باشد که از همه رئوس چند ضلعی بگذرد. در این صورت دایره 
را دایره محیطی آن چند ضلعی می نامیم.
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* یک چند ضلعی محاطی است اگر و فقط اگر عمودمنصف های همه ضلع های آن در یک نقطه همرس باشند.
* چند ضلعی محیطی است اگر و تنها اگر دایره ای باشد که بر همه ضلع های آن مماس باشد. در این صورت 

دایره را دایره محاطی این چند ضلعی می نامیم 
* یک چند ضلعی محیطی است اگر و فقط اگر همه نیمسازهای زاویه های آن در یک نقطه همرس باشند. این 

نقطه مرکز دایره محاطی چند ضلعی است.

* به طور کلی توی این شکل ها، شکلی که داخلی هست محاطی و شکلی که بیرونش هست محیطی می گویند.

* نقطه همرسی سه عمودمنصف مثلث تنها نقطه ای است که از سه رأس آن به یک فاصله است. پس اگر دایره ای 
به مرکز همین نقطه )همرسی سه عمودمنصف( و به شعاع  فاصله این نقطه تا یکی از رأس ها رسم کنیم این دایره 

از هر 3 رأس می گذرد. 

* نقطه همرسی سه نیمساز زاویه های داخلی مثلث نقطه ای است که فاصله آن تا هر
 ضلع مثلث برابر است. پس اگر دایره ای به مرکز همین نقطه و به شعاع فاصله این 

نقطه تا اضلاًع مثلث رسم کنیم این دایره بر همه اضلاًع مماس می شود.
          نتیجه: مثلث همواره محیطی است.
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دایره ای که مرکز آن نقطه همرسی نیمساز یک زاویه داخلی مثلث و نیمساز دو زاویه خارجی باشد و شعاع آن 
فاصله این نقطه تا ضلع روبه رو به زاویه داخلی باشد دایره محاطی خارجی نامیده می شود. 3 تا دایره محاطی 

خارجی هر مثلث دارد. 

* مساحت مثلث متساوی الاًضلاًعی که در دایره ای به شعاع R محاط شده باشد:

اثبات رابطه مهم:
* عمودمنصف یک ضلع هر مثلث نیمساز زاویه مقابل به آن ضلع یکدیگر را روی دایره محیطی مثلث قطع 

می کند. اثبات مهم
* رابطه بین شعاع دایره محاطی داخلی و سه شعاع دایره های محاطی خارجی: )اثبات مهم(

رابطه بین ارتفاع های مثلث: )اثبات مهم(

4 ضلعی ها:
* یک چهار ضلعی محاطی است، اگر و تنها اگر دو زاویه مقابل آن مکمل باشند.

اثبات مهم   
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* یک چهارضلعی محیطی است، اگر و فقط اگر مجموع اندازه های دو ضلع مقابل، برابر مجموع اندازه های دو ضلع 
دیگر باشد

* اگر ذوزنقه ای هم محاطی و هم محیطی باشد، مساحت آن برابر است با میانگین حسابی دو قاعده آن ضرب در 
میانگین هندسی آن ها

اگر قاعده کوچک a و قاعده بزرگ h باشد:

* اگر دایره ای به شعاع r و n ضلعی های منظم محاطی و محیطی داشته باشیم:

* اگر اضلاًع شش ضلعی مقابل را امتداد دهیم:
MNp مثلث متساوی الاًضلاًع است.

مساحت شش ضلعی دو سوم مساحت MNP است.
اگر T را نقطه ای دلخواه در شش ضلعی بدانیم:  

مجموع طول عمودهای رسم شده از T تا اضلاًع FA و BC و ED برابر ارتفاع مثلث می شود.

یک چند ضلعی محدب را منتظم می نامند هرگاه تمام ضلع های آن هم اندازه و تمام زاویه های آن نیز برابر باشند.
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سؤال( در شکل زیر، اگر ،                                  و  باشد، مقادیر CN، BK و AM را به دست آورید.

جواب(

سؤال( مساحت دوازده ضلعی منتظم محاط در دایره ای به شعاع 4 چند است؟

جواب( 

دوازده ضلعی منتظم از 12 مثلث هم نهشت مانند تشکیل شده. اندازة زاویة مرکزی مقابل به کمان AB برابر است

سؤال( در یک مثلث قائم الزاویه اندازه اضلاًع قائم 5 و 12 واحد است فاصلة دورترین رأس این مثلث از نقطه 

تلاًقی نیمسازهای داخلی آن چند است؟
جواب(

* انتقال بازتاب و دوران را تبدیل های هندسی می نامیم. 
* تبدیل یافتة یک شکل را تصویر آن می نامیم.

* تبدیل T در صفحه P تابعی است که به هر نقطه A از صفحه P دقیقاً یک نقطه مانند     را از همان صفحه 
نظیر می کند و برعکس؛ هر نقطة     از صفحه P تصویر دقیقاً یک نقطه A از همان صفحه است.   

* طولپایی: تبدیل هایی که طول پاره خط را حفظ می کنند تبدیلاًت طولپا )ایزومتری( نامیده می شوند
  

* هر تبدیل طولپا اندازه زاویه را حفظ می کند )اثبات مهم( در هر تبدیل طولپا تبدیل یافته هر زاویه، زاویه ای هم 
اندازه آن است در هر تبدیل، نقطه ای را که تبدیل یافتة آن بر خود آن نقطه منطبق می شود، نقطه ثابت تبدیل 

می نامند.



هندسه یازدهم گروه آموزشی مشاوره ای نوتروفیل

1919

شی
موز

ت آ
دال

 ع
می

حا
ل، 

وفی
وتر

ن
شی

موز
ت آ

دال
 ع

می
حا

ل، 
وفی

وتر
ن

بازتاب(
برای کشیدن بازتاب شکلی نسبت به خطی تصویر شکل را نسبت به آن خط رسم می کنیم.

که اگر هر نقطه را به تصویرش رسم کنیم، عمودمنصف این پاره خط همان خط بازتاب می شود )خط بازتاب یا 
محور بازتاب(

* اگر نقطه ای روی خط بازتاب باشد، تصویر آن بر خودش منطبق می شود )A همان     است( بنابراین بازتاب 
نسبت به خط بی شمار نقطه ثابت تبدیل دارد.

* در هر بازتاب اندازه هر پاره خط و اندازه تصویر آن با هم برابرند بازتاب تبدیلی طولپا است.
* اگر خط n با محور بازتاب d عمود و یا موازی باشد شیب آن خط می شود اما اگر موازی یا عمود نباشد حفظ 

نمی شود پس می گوییم بازتاب شیب خط را حفظ نمی کند.

اگر      بازتاب A نسبت به خط d باشد، بازتاب     نسبت به خط d همان نقطه A است.
قرینه قرینه هر نقطه خود آن نقطه است.

* دیر نکات: بازتاب موقعیت شکل را حفظ نمی کند )جای شکل رو تغییر میده(. مساحت و محیط شکل را با 
توجه به اینکه طولپا است، تغییر می دهد*

انتقال(
* انتقال T تحت بردار    تبدیلی از صفحه است که در آن تصویر هر نقطه A از صفحه P نقطه ای مانند  در 

همان صفحه است که  
* یک بردار مانند     شکل مقابل ابتدا انتها اندازه و راستا دارد.

* دو بردار که هم اندازه هم راستا و هم جهت باشند دو بردار برابراند.

* در هر انتقال اندازه هر پاره خط و اندازه تصویر آن با هم برابرند، به عبارتی انتقال طولپا است. زاویه ها حفظ 
می شوند.

مساحت و محیط شکل ها پس از هر انتقال ثابت می ماند.
* انتقال شیب خط را حفظ می کند.

ممکن است در بعضی انتقال ها نقطه ثابت تبدیل داشته باشیم برای مثال در فاصلّه       نقاط ثابت تبدیل هستند.
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دوران(
* دوران R به مرکز نقطه ثابت O و زاویه   تبدیلی از صفحه است که در آن اگر   تصویر نقطه A باشد داریم 

* در هر دوران اندازه هر پاره خط و تصویر آن با هم برابرند )طولپا است(
* اگر هر نقطه دوران یافته را به تصویر آن وصل کنیم مثل     ، عمودمنصف      از نقطه O )مرکز دوران( 

می گذرد.
* دوران شیب خط را حفظ نمی کند. مگر آنکه   مضربی از 180 باشد.

* دوران جهت شکل را حفظ می کند.
* مرکز دوران O همیشه ثابت تبدیل است.

ترکیب دو بازتاب با محورهای موازی هم می شود انتقال 

O ترکیب دو بازتاب با محورهای متقاطع می شود دوران دوران از نقطه تقاطع دو محور بازتاب

تجانس(
ساده ترین تبدیل از نوع تبدیل هایی که در آن ها تشابه به کار می رود، تجانس است. در تجانس ابعاد شکل با 

نسبت k آن را نسبت تجانس )مقیاس( می نامیم، بزرگ یا کوچک می شود.
اگر O نقطه ای ثابت در صفحه و k یک عدد حقیقی باشد نقطه    را مجانس نقطه M در تجانس به مرکز O و 

نسبت تجانس k گوییم:
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* تجانس طولپا نیست )زیرا اندازه ها در این تبدیل عوض می شوند(
طول هر پاره خط در مقایسه با تجانس یافته آن:

تبدیل همانی(
تبدیلی را همانی گوییم هرگاه به ازای هر نقطه A از صفحه P داشته باشیم    .         معمولًاً تبدیل های همانی 

را با I نمایش می دهند پس    
هرگاه بردار انتقال صفر باشد و در دوران زاویه دوران مضربی از 360 باشد و در تجانسk=1 باشد تبدیل همانی 

داریم. 
سؤال( نقطه    تصویر نقطه A در بازتاب نسبت به خط l است. اگر                       نقطه ای روی خط l و      

باشد، فاصله نقطه A از خط       چقدر است؟ 
جواب(
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سؤال( درستی یا نادرستی عبارات زیر را مشخص کنید.

نادرست انتقال با بردار              ، نقطه ثابت دارد  
دوران مربع ABCD به مرکز محل تلاًقی قطرهایش با زاویه 270 درجه )پادساعتگرد( یک تبدیل همانی است.

نادرست
نادرست بازتاب هیچ گاه شیب خط را حفظ نمی کند   

سؤال( دایره             را با برداری به طول 10 به دایره                 انتقال می دهیم. وضع دو دایره نسبت به 

یکدیگر را به دست آورید.
جواب( آنجا که انتقال یک تبدیل طولپاست، پس شعاع دایره دوم نیز، 5 است.

؟؟؟ .                 از آنجا که طول بردار انتقال 10 است، پس             ، پس                      . پس دو دایره 
مماس ؟؟؟؟ هستند. . 1/5 نمره  

                                                                                          

سؤال( نقطه A به فاصله       از خط d قرار دارد. تصویر نقطه A را تحت بازتاب نسبت به خط d، نقطه  

می نامیم. نقطه A را حول نقطه       به اندازه 120 درجه دوران می دهیم تا نقطه      حاصل شودئ. طول 
پاره خط        چقدر است؟

جواب(

برای تقسیم اشکال نامتقارن به دو نیم مساوی از کاربرد بازتاب استفاده می کنیم. مثل تقسیم                   به 
دو نیم. 

یکی از کاربرهای بازتاب، حل مسائل هم پیرامونی یا هم محیطی است. یعنی محیط یک چند ضلعی تغییر نکند و 
مساحت آن عوض بشه.
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مثال: زمین ABCDE را داریم، می خواهیم با ثابت نگه داشتن محیط و تعداد اضلاًع این چند ضلعی برای اینکه 
؟؟؟؟ تغییر نکند مساحت زمین را افزایش بدهیم.

ابتدا BD را رسم می کنیم و سپس نسبت به خط مفروض نقطه C را انتخاب می کنیم با توجه به اینکه بازتاب 
طولپاست پس  

مسئله هرون( مردی می خواهد برای برداشتن آب از خانه به ساحل رودخانه ای که لبه مستقیمی دارد برود و 
بعد سطل آب را به اسطبل ببرد. برای رفتن کمتری مسافت باید چه مسیری را طی کند؟

جواب(

ابتدا بازتاب نقطه A را نسبت به d رسم می کنیم،     می گوییم.                             
خط       را رسم می کنیم که d را در نقطه M قطع می کند.

خط d عمودمنصف       است پس هر نقطه ای روی عمودمنصف از دو سر پاره خط      به یک فاصله است.
اثبات می کنیم             کمترین فاصله است.

سؤال( دو شهر A و B مطابق شکل در یک طرف رودخانه ای واقع هستند می خواهیم جاده ای از A به B بسازیم 

 ACDB 4 از این جاده در ساحل رودخانه ساخته شود. این جاده را در چه قسمتی بسازیم کهkm به طوری که
کوتاه ترین مسیر باشد؟

جواب(



گروه آموزشی مشاوره ای نوتروفیلهندسه یازدهم

2424

شی
موز

ت آ
دال

 ع
می

حا
ل، 

وفی
وتر

ن
شی

موز
ت آ

دال
 ع

می
حا

ل، 
وفی

وتر
ن

سؤال( مشابه مسئله قبل اگر بخواهیم پلی روی رودخانه بزنیم که فاصله AMNB کمترین مسافت باشد باید:

جواب(

سؤال( مسائل هم پیرامونی زیر را حل کنید.

سؤال( زمینی به شکل زیر داریم می خواهیم بدون آن که محیط تغییر کند مساحت را افزایش دهیم. میزان 

افزایش S چقدر می شود.
جواب(
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سؤال( در پنج ضلعی شکل مقابل می خواهیم بدون تغییر طول اضلاًع و بدون تغییر زوایای E و D، مساحت را 

افزایش دهیم. مقدار افزایش مساحت را با کمک بازتاب و ویژگی های آن محاسبه کنید.

بزتاب ایزومتری است:

روابط طولی        رابطه هایی که در مورد اندازه های پاره خط ها و زاویه ها در شکل های مختلف هستند.

قضیه سینوس ها( در هر مثلث دلخواه نسبت اندازه هر ضلع به سینوس زاویه روبه روی آن برابر است با اندازه وتر 
این نسبت برابر است با اندازه قطر دایره محیطی مثلث

سؤال( از یک بلوار افقی یک خیابان فرعی باریک با زاویه60 جدا شده است. اگر بخواهیم یک خیابان فرعی 

دیگر به طول 800 متر بنا کند تا با زاویه 45 از خیابان فرعی اول جدا و به بلوار منتهی شود. این خیابان از چه 
فاصله ای از رأس زاویه 60 شروع شود و چه زاویه ای با بلوار بسازد؟

جواب( مسئله را مدل سازی می کنیم.

جواب(
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سؤال( دو ایستگاه رادار که در فاصله 20km از هم واقع اند، هواپیمایی را با زاویه های 30 و 45 رصد کرده اند فاصله 

هواپیما از دو ایستگاه را به دست آورید.
جواب(

سؤال( در مثلث ABC                                              شعاع دایره محیطی مثلث و اندازه زاویه های B وC را 

بیابید.   
جواب(

قضیه کسینوس ها( در هر مثلث، مربع اندازه هر ضلع برابر است با مجموع مربع های اندازه های دو ضلع دیگر، 
منهای دو برابر حاصل ضرب اندازه آن دو ضلع در کسینوس زاویه بین آن ها:

سؤال( در مثلث                                                  طول ضلع BC را محاسبه کنید:  

جواب(

سؤال( در مثلث متساوی الاًضلاًع ABC به ضلع 8 واحد نقطه D که به فاصله 7 واحد از رأس A قرار دارد از B و 

C چه فاصله ای دارد؟  
نقطه E که به فاصله 5 واحد از C قرار دارد از D به چه فاصله ای است؟

اندازه زاویه AED چند درجه است؟
جواب(
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قضیه میانه ها(

قضیه استوارت(
اگر D نقطهای دلخواه روی BC باشد:

سؤال( در مثلث ABC شکل زیر مطلوبست طول BC را بیابید.

جواب( 

سؤال( در مثلث ABC شکل زیر، طول میانه وارد بر ضلع BC را به دست آورید.

جواب(

سؤال( اگر در مثلث ABC و  و  و  باشد، در این صورت اندازة میانه وارد بر ضلع BC را بیابید.

جواب(

سؤال( در شکل مقابل، اندازة x را به دست آورید.

جواب(

قضیه نیمسازهای زوایای داخلی( در هر مثلث نیمساز هر زاویه داخلی، ضلع روبه رو به آن زاویه را به نسبت 
اندازه های ضلع های آن زاویه تقسیم می کند.

                                                                                            فرض
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 B سؤال( در مثلث                                         ، . طول های دو قطعه ای را به دست آورید که نیمساز زاویه
روی ضلع  مقابل ایجاد کند.   

جواب(

طول نیمساز های زوایای داخلّی( در هر مثلث مربع اندازة هر نیمساز داخلی برابر است با حاصل ضرب اندازه دو ضلع 

زاویه، منهای حاصل ضرب اندازه دو قطعه ای که نیمساز روی ضلع مقابل ایجاد می کند.

سؤال( در مثلث                                      است. طول نیمساز زاویه A را بیابید. 

جواب( 

* در مثلث ABC، M وسط  و  نیمساز های زوایای AMC و AMB هستند.
 

سؤال( در شکل زیر، AD نیمساز زاویه داخلی A از مثلث ABC باشد مطلوبست:

ب( طول نیمساز AD چقدر است؟
جواب(

ترکیب در صورت
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سؤال( در شکل مقابل BD نیمساز B است. اگر                                     و  طول پاره خط CD چقدر است؟

 

جواب(

سؤال( در مثلث ABC شکل مقابل، طول AD را به دست آورید.

جواب(

سؤال( در مثلث                                            است. طول نیمساز زاویه A را محاسبه کنید.

جواب(

مساحت مثلث به دستور هرون(

در این دستور

سؤال( مساحت مثلث با اضلاًع به طول های 13، 14 و 15 به کمک دستور هرون برابر است:

جواب(

* ارتفاع های مثلث را می توانیم با این رابطه محاسبه کنیم
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سؤال( مساحت 4 ضلعی زیر را محاسبه کنید.

جواب(  

 از B به D وصل می کنیم. مثلث بالاًیی مثلثی قائم الزاویه است. پس طبق فیثاغورس داریم:

* مساحت هر مثلث برابر است با نصف حاصل ضرب اندازه های هر دو ضلع در سینوس زاویة بین آن ها:

:a مساحت مثلث متساوی الاًضلاًع به ضلع *

* روش دیگری برای محاسبه طول نیمساز زاویه های داخلی مثلث

* مساحت هر متوازی الاًضلاًع برابر است با حاصل ضرب دو ضلع مجاور در سینوس زاویة بین آن دو ضلع:

با هر زاویه می توان نوشت                        یا                                   

ABC در مثلث *
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سؤال( در مثلث ABC، به اضلاًع 5 و 6 و 7 سانتی متر، نقطه ای که از اضلاًع به طول های 5 و 6 به فاصله 2 و 3 

سانتی متر است، از ضلع بزرگ تر چه فاصله ای دارد؟ 
جواب(

سؤال( در مثلث قائم الزاویه ABC، نیمساز زاویه B روی ضلع متوسط مثلث قطعاتی با اندازه های 3 و 5 ایجاد 

می کند طول نیمساز B چقدر است؟
جواب(

سؤال( در متوازی الاًضلاًع اندازه دو ضلع مجاور 6 و 11 و زاویه بین این دو 135 درجه است. مساحت 

متوازی الاًضلاًع را بیابید.
جواب(

سؤال( زمینی به شکل روبه رو داریم. مساحت زمین را به دست آورید.

جواب( 


