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نوتروبیست )کتاب ویژه امتحان نهایی(

» معنی واژه «» معنی واژه «

ستایش 	

تو3حکیمی3)دانا3به3همه3چیز(3تو3عظیمی3تو3کریمی3)بسیار3بخشنده3–3بخشاینده(3تو3رحیمی3)بسیار3مهربان(.3	
تو3نماینده3)آشکار3کننده3–3نشان3دهنده(3فضلی3)بخشش3–3کرم(3تو3سزاوار3ثنایی3)سپاس3–3ستایش(.3	
نتوان3شِبه3)مانند3–3مثل3–3همسان(3تو3گفتن3که3تو3در3وَهم3)پندار3–3تصور3–3خیال(3نیایی.3	
همه3عِزّی3)ارجمندی3–3گرامی3شدن(3و3جلالی3)بزرگواری3-3شکوه(،3همه3علمی3و3یقینی3)بی3شک3و3شبهه(.3	
همه3نوری3و3سروری3)شادی3–3خوشحالی(،3همه3جودی3)بخشش3–3سخاوت3-3کرم(3و3جزایی3)پاداش3کار3نیک(.3	

درس اولدرس اول

3)گرامی3و3بلندمرتبه3است(،3که3طاعتش3موجب3قربت3است3و3به3شکر3اندرش3مزید33	 وَجَلَّ منّت3)سپاس3–3شکر3–3نیکویی(3خدای3را،3عَزَّ
ح3)شادی3بخش(3ذات. 3حیات3است3و3چون3برمی3آید،3مُفرِّ )افزونی3-3زیادی(3نعمت.3هر3نفََسی3که3فرو3می3رود،3مُمِدِّ

پرده3ناموس3)آبرو3-3شرافت(3بندگان3به3گناه3فاحش3)آشکار3-3واضح(3ندََرَد3و3وظیفه3روزی3)رزق3مقرر3و3معیّن(3به3خطای3ِمُنکَر3)زشت33	
-3ناپسند(3نبَُرَد.

فرّاش3)گسترنده33ی3فرش(3باد3صبا3را3گفته3تا3فرش3زمرّدین3بگسترد3و3دایه3)زنی3که3به3جای3مادر3از3کودک3پرستاری3می3کند(3ابر3بهاری33	
را3فرموده3تا3بنات3)دختران(3نبات3)گیاه(3در3مهد3زمین،3بپرورد.3درختان3را3به3خِلعت3نوروزی،3قبای3)جامه(3سبز3ورق3)برگ(3دربرگرفته3
و3اطفال3شاخ3را3به3قدوم3)فرارسیدن(3موسم3)فصل3–3هنگام3–3زمان(3ربیع3)بهار(،3کلاه3شکوفه3بر3سر3نهاده.3عُصاره3)شیره3-3افشره(3
تاکی3)درخت3انگور(3به3قدرت3او3شهد3)عسل(3فایق3)برگزیده3–3برتر3–3]در3اینجا[3خالص(3شده3و3تخم3خرمایی3به3تربیتش،3نخل3باسق3

)بلند3–3بالیده(3گشته.
در3خبر3است3از3سرور3کائنات3)همه3موجودات3جهان(3و3مَفخَر3)مایه3افتخار(3موجودات3و3رحمت3عالمیان3و3صَفوَت3)برگزیده(3آدمیان3و33	

تتَمّه3)باقی3مانده3–3]در3اینجا[3مایه3تمامی3و3کمال(3دور3زمان.
شفیع3)شفاعت3کننده3–3پایمرد(3مُطاع3)فرمانروا3–3اطاعت3شده(3نبَی3)پیغمبر3–3پیام3آور3–3رسول(3کریم.3	
قَسیم3)صاحب3جمال(3جَسیم3)خوش3اندام(3نسَیم3)خوش3بو(3وَسیم3)دارای3نشان3پیامبری(.3	

3و3َعَلا3بردارد،3ایزد33	 هرگَه3که3یکی3از3بندگان3گنهکار3ِپریشان3روزگار،3دست3ِانابت3)توبه3–3پشیمانی(3به3امید3ِاجابت3به3درگاه3حق3جَلَّ
تعَالی3در3او3نظر3نکند3بازش3بخواند؛3باز3اعراض3)روی3گردانی(3فرماید.3بار3دیگرش3به3تضرّع3)زاری3کردن3-3التماس3کردن(3و3زاری3بخواند.

عاکفان3)کسانی3که3در3مسجد3عبادت3می3کنند(3کعبه3جلالش3به3تقصیر3)کوتاهی3–3گناه(3عبادت3معترف3)اقرار3کننده(.3	
واصفان3)ستایندگان3–3وصف3کنندگان(3حلیه3)زیور3–3زینت(3جمالش3به3تحیّر3)سرگشتگی3–3سرگردانی(3منسوب3)نسبت3داده3شده(.3	
یکی3از3صاحب3دلان،3سر3به3جَیب3ِمراقبت3)کمال3توجه3بنده3به3حق(3فرو3برده3بود3و3در3بحر3ِمکاشفت3)پی3بردن3به3حقایق(3مستغرق3شده.3	
یکی3از3یاران3به3طریق3ِانبساط3)خودمانی(3گفت:3ما3را3چه3تحفه3)هدیه3–3ارمغان(3کرامت3کردی3)عطا3کردن3–3بخشیدن(؟3	
کِلک3]قلم[3از3بنان3)انگشت(3افکنده3ای.3	

درس دومدرس دوم

گفت:3نزدیک3است3والی3)حاکم3–3فرمانروا(3را3سرای،3آنجا3شویم3)]در3اینجا[3غیر3اسنادی3است3=3برویم(.3	
والی3از3کجا،3در3خانه3خَمّار3)مِی3فروش(3نیست؟3	
تا3داروغه3)پاسبان3-3نگهبان3–3شب3گرد(3را3گویم،3در3مسجد3بخواب.3	
از3بهر3غرامت3)تاوان3–3جبران3خسارت(،3جامه3ات3بیرون3کنم.3	
باید3حد3)کیفر3و3مجازات3شرعی3برای3گناهکار3و3مجرم(3زند3هشیار3مردم،3مست3را.3	
دار3مُلک3)سرزمین(3آشنایی.3	
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ادبیات پایه دوازدهم

آنجا3به3صنعت3)پیشه3–3کار3–3حرفه(3در3چه3کوشند؟3	
چو3عاجز3گشت3خسرو3در3جوابش،3نیامد3بیش3پرسیدن3صوابش3)درست3–3پسندیده3–3مصلحت(.3	
با3محتسبم3)مأمور3رسیدگی3به3اجرای3احکام3شرعی(3عیب3مگویید3که3او3نیز،3پیوسته3چو3ما3در3طلب3عیش3مدام3)مِی3-3همیشه3–33	

پیوسته(3است.
دور3شو3از3برََم3ای3واعظ3)پند3دهنده(3و3بیهوده3مگوی،3من3نه3آنم3که3دگر3گوش3به3تزویر3)نیرنگ3–3دورویی3–3ریاکاری(3کنم.3	
در3مکتب3حقایق،3پیش3ادیب3)آداب3دان3–3سخندان3–3]در3اینجا[3معلم3و3مربی(3عشق.3	
وجه3)ذات3–3وجود(3خدا3اگر3شودت3منظر3نظر.3	

درس سومدرس سوم

مَسلک3َ)روش–3طریق(3مرغ3گرفتار3قفس،3همچو3من3است.3	
خبر3از3من3به3رفیقی3که3به3طَرْف3)کناره3–3کنار(3چمن3است.3	
خانه3ای3کاو3شود3از3دست3اجَانب3ِ)جمع3اجنبی3-3بیگانگان(3آباد.3	
چون3فرخی،3موافق3)هم3رای3و3همراه(3ثابت3قدم3نداشت.3	
به3تخت3مصرم3اما3جای3در3بیت3الحزن3)خانه3غم3ها3–3ماتمکده3–3کلبه3ای3که3حضرت3یعقوب3در3آن3در3غم3فراق3یوسف3می3گریست(3دارم.3	
همت3)عزم3–3اراده(3اگر3سلسله3جنبان3)محرک3–3وادارنده3به3کار(3شود.3	
همتم3)دعا3–3آرزو(3بدرقه3راه3کن3ای3طایر3قدس.3	

درس پنجمدرس پنجم

تا3وارهی3از3دَم3ستوران3)حیوانات3چارپا(،3وین3مردم3نحس3)شوم3–3بد3یمُن(3دیومانند.3	
با3اختر3سعد3)خوشبختی3-3متضاد3نحس3–3]اختر3سعد3=3سیاره3مشتری[(3کرده3پیوند.3	
چون3گشت3زمین3ز3جور3گردون،3سرد3و3سیه3و3خموش3و3آوند3)آویزان3–3آویخته3–3آونگ(.3	
از3گردش3قرن3ها3پس3افکند3)میراث(.3	
تو3قلب3فسرده3)منجمد3–3یخ3زده(3زمینی.3	
تا3درد3و3ورم3فرونشیند،3کافور3بر3آن3ضِماد3)مرهم،3دارویی3که3بر3جراحت3نهند(3کردند.3	
برکش3ز3سر3این3سپید3مِعجَر3)روسری3–3سرپوش(.3	
بگرای3چو3اژدهای3گرزه3)ویژگی3نوعی3مار3سمّی3و3خطرناک(.3	
بخروش3چو3شَرزه3)خشمگین،3غضبناک(3شیر3ارَغند3)خشمگین3و3قهر3آلود(.3	
بگسل3)پاره3کن3-3جدا3کن3-3]در3اینجا[3نابود3کن(3ز3هم3این3نژاد3و3پیوند.3	
زین3بی3خردان3سِفله3)فرومایه3–3بد3سرشت(3بسِتان.3	
سریر3)تخت3پادشاهی3–3اورنگ(3مُلک3عطا3کرد،3کردگار3تو3را.3	
پاره3آجر3و3سنگ3و3کلوخ3)پاره3گِل3خشک3شده(3به3جای3مین،3کار3می3گذارم!3	
ل3نکنید3)بیکار3–3بلاتکلیف3–3]معطل3کردن3=3تاخیر3و3درنگ3کردن[(.3	 بروید3و3مُعَطَّ

درس ششمدرس ششم

سینه3خواهم3شرحه3شرحه3)پاره3پاره3–3]شرحه3=3تکّه3گوشتی3که3از3درازا3بریده3اند[(3از3فراق،3تا3بگویم3شرح3درد3اشتیاق3)میل3به3دیدار33	
محبوب(.

جفت3بدحالان3)کسانی3که3پیشروی3آنها3به3سوی3حق3کُند3است(3و3خوشحالان3)رهروان3راه3حق3که3از3حرکت3به3سوی3حق3شادمان3اند(3شدم.3	
هرکسی3از3ظن3ّ)گمان3–3پندار(3خود3شد3یار3من.3	
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 فصل اول: نظریه اعداد فصل اول: نظریه اعداد

انواع روش های استدلال ریاضی      

     اثبات مستقیم
     مثال نقض

     اثبات با در نظر گرفتن همه حالت ها
     اثبات غیرمستقیم )برهان خلف(

     اثبات بازگشتی

 اثبات مستقیم:
 مثال: با استفاده از اثبات مستقیم نشان دهید مجموع دو عدد فرد همواره عددی زوج است.

b تصور کن! حالا نشون بده مجموع این دو عدد به چی تبدیل میشه؟! k′= +2 a و 1 k= +2 راه حل: دو عدد فرد رو به صورت 1

 
k′′2 عددی زوجه! قطعاً 

 مثال: درستی یا نادرستی عبارت زیر را مشخص کنید: »مجموع 3 عدد طبیعی متوالی بر 3 بخش پذیر است.«

c تصور کن! حالا با هم جمعشون کن. n= + 2 b و  n= a و 1+ n=  راه حل: سه عدد طبیعی متوالی رو به صورت 

  
 !به همین راحتی و خوشمزگی ثابت شد که مجموع این اعداد حتماً به 3 بخش پذیره

 مثال: ثابت کنید مجموع هر 2 عدد گویا عددی گویاست؟

 راه حل: این مثال از 2 مثال قبلی جدی تره پس خوب حواستو جمع کن. خانم یا آقایی که دوازدهم ریاضی هستید؛ تعریف 
اعداد گویا به زبون ریاضی چه جوریه؟!

a به شرطی که a عضو مجموعه اعداد                                         صحیح و  b عضو 
b

یعنی اعداد گویا برابر است با کسر 
اعداد طبیعی باشد. مخرج رو جوری تعریف کردیم به وقت خدایی نکرده صفر نباشه!!

c با همون شرایطی که قبلًاً گفتم، یعنی:
d

a یکیش هم 
b

حالا مسئله از ما 2 تا عدد گویا خواسته بود، یکیش مثلًاً 

  
قطعاً حاصل ضرب 2 عدد صحیح به ما یک عدد صحیح میده! 

a c a d cb
b d bd

+
⇒ + =

و قطعاً جمع 2 عدد صحیح بازهم یک عدد صحیح دیگه است! 
قطعاً حاصل ضرب 2 عدد طبیعی به ما یه عدد طبیعی میده

ab,cd , bd∈ ∈  در نتیجه: 
پس دوباره صورت به عدد صحیح و مخرج هم یه عدد طبیعیه! پس حتماً مجموع 2 عدد گویا همواره عددی گویاست!
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 مثال نقض:
به مثالی گفته می شود که نشان دهد یک نتیجه گیری کلی غط است.

 مثال: برای نادرستی هریک از گزاره ها یک مثال نقض ارائه دهید.

الف( توان دوم یک عدد همواره از آن بزرگ تر است.
x x= =2 1 1

4 2
x باشد، اون وقت:  =

1
2

 راه حل: اگر 

yx نیز یک عدد گنگ است. ب( اگر x و y اعدادی گنگ باشند، آنگاه 
yx ( ) ×= = = = ∈2 2 2 2 22 2 2 4  2 باشد اون وقت:  x و y برابر  = 22 ! راه حل: اگر 

B است. C= A آنگاه  B A C=  ج( اگر برای 3 مجموعه A و B و C داشت باشیم: 
! راه حل: 

A B A
A B A C

A C A
= 

⇒ == 



 



B C≠ اما 

 اثبات با در نظر گرفتن همه ی حالات:
گاهی برای اثبات یه گزاره لازمه که همه ی موارد ممکن در مورد مسئله بررسی بشه و هر حالت رو جداگونه اثبات کنیم و بعد 

p) حکم کلی مسئله ثابت میشه. q r) (p r) (q r)∨ ⇒ ≡ ⇒ ∧ ⇒ با توجه به هم ارزی 
 مثال: 

 راه حل: برای a 2 حالت ممکنه رخ بده:

← که در این حالت حکم برقراره! a باشه  = 0 الف( 
 ab = 0 a−1 در طرفین رابطه ی  a−1 »معکوس عدد a« یک عدد حقیقی است و با ضرب  ← در این حالت  a باشه  ≠ 0 ب( 

داریم: 
 

پس حکم در هر 2 حالتی که در نظر گرفتیم برقرار و ثابته!
 مثال: نشان دهید حاصل ضرب 2 عدد صحیح متوالی، همواره عددی زوج است.

n دو عدد صحیح و متوالی باشند. 2 حالت به وجود میاد!  راه حل: فرض کنیم n و 1+

 ⇐ الف( n زوج باشه؛ که داریم 
n(n زوج است! )+1 ب( پس 

 ⇐ ب( n فرد باشه؛ که داریم: 

n(n زوج است. )+1 پس باز هم 

n(n رو با r نشون بدیم؛ با هم ثابت کردیم    )+1 در واقع اگر زوج بودن n رو p و فرد بودن n رو با q و همچنین زوج بودن 
p و حکم به صورت کلی ثابت شد. q r∨ ⇒  که هم ارزه با 

ab a (ab) a− −= → = ×1 10 0

b→ = 0
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 برهان خلف:
قبلًاً تو هندسه 1 با این روش آشنا شدیم.

مراحل ساده ای داده خوب حواساتونو جمع کنید تا یاد بگیرید!
1- فرض خلف: فرض می کنیم نتیجه ای که مسئله گفته گیرم درست نباشه! فرضه دیگه! اشکالی نداره که!

2- با استفاده از روش اثبات مستقیم جلو میریم. بعد متوجه می شیم یه جای کار میلنگه! چون با این فرض خلف به نتایجی 
رسیدیم که حقایق قلبی رو نقض می کنه!

3- حالا غلط کردم گویان! می فهمیم که به تناقض رسیدیم و در نتیجه فرض خلف غلطه آی غلطه، بنابراین نتیجه ای که مسئله 
همون اول گفته بود ثابت میشه که درست بوده.

چی شده؟! متوجه نشدید؟! بابا نگران نباشید تا منو دارید غم ندارید. الان 2 تا مثال مشتی می زنم براتون که کامل شیرفهم 
شید. بزن بریم!

x نیز گنگ است. y−  مثال: ثابت کنید اگر x گویا و y گنگ باشد، آنگاه 
x گویا باشه. »فرض خلف«؛ y− راه حل: بیایید اصلًاً فرض کنیم 

ما خودمون می دونیم تفاضل دو تا عدد گویای فرد حسابی! از هم دیگه باز هم گویاست.
x که فرض کردیم گویاست برابره با یه عدد گویای دیگه!  y− مثلاً تفاضل x که گویاست از 

 
اوا خاک به سرم مگه حقایق مسئله نگفته بود y عددی گنگ است؟! به تناقض رسیدیم که!

 .بله دقیقاً همینطوره، پس حتماً فرض خلف باطل و حکم ثابت است
 نیز گنگ است:

x
1 مثال: ثابت کنید اگر x یک عدد گنگ باشد، 

 گویا باشه »فرض خلف«
x
1 راه حل: فرض کنیم 

همچین ما خودمون می دونیم ضرب هر عدد گنگ در گویا گنگ می شه.
 که فرض کردیم گویاست؛ گنگ بشه.

x
1 خب با توجه به چیزی که گفتیم باید ضرب عدد x که گنگه در 

.x مگه 1 عدد گنگه! پس فرض خلف باطل و حکم ثابت است.
x
=

1 ولی ای دل غافل؛ 1

 اثبات بازگشتی:
a b
b a
+ ≥ 2 مثال: اگر a و b دو عدد مثبت باشند، ثابت کنید 

ab

ab

a b a b ab a b ab
b a

×

>
+ ≥ → + ≥ → + − ≥2 2 2 22 2 2

0
0  راه حل:  

(a b)→ − ≥2 0 که بدیهی است   
حالا که به یه چیز بدیهی رسیدیم، دونه دونه راه حل هایی که نوشتیم رو برعکس می ریم. البته لازم به ذکره که لازم نیست 

(a b) a b ab ...− ≥ → + − ≥ →2 2 2 20 0 اینطوری دوباره از اول بنویسیم: 
→ دیدیم تبدیل کنیم به  فقط کافیه تو عبارت اولی که نوشته بودیم؛ از آخر شروع کنیم به چک کردن و هر جا که علاًمت 
↔تبدیل شده باشن؛ حکم ثابت میشه. یعنی در آخر به یه همچین چیزی  ↔. اگر همین درست باشه و همه ی علاًمت ها به 

می رسیم: 
ab

ab

a b a b ab a b ab (a b)
b a

×

>
+ ≥ → + ≥ ↔ + − ≥ ↔ − ≥2 2 2 2 22 2 2

0
0 0  
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مثال: ثابت کنید:

x y z xy yz zx+ + ≥ + +2 2 2 الف( اگر هر سه عدد x و y و z حقیقی باشند. آنگاه:  
x y z xy yz zx (x y) (y z) (x z)×+ + ≥ + + ←→ − + − + − ≥22 2 2 2 2 2 0  راه حل:  

در نظر داشته باشید که مجموع چند عدد نامنفی »یعنی مثبت یا صفر« قطعاً یا برابره صفره یا بزرگتره.
x y xy x y+ + ≥ + +2 2 1 ب( اگر هر دو عدد x و y حقیقی باشند آنگاه: 

x y xy x y (x y) (y ) (x )×+ + ≥ + + ←→ − + − + − ≥22 2 2 2 21 1 1 0 راه حل: 

a b( b)+ ≥ −2 1 2  مثال: درستی رابطه زیر را بررسی کنید: 

a b( b) a b b a (b b )+ ≥ − ↔ + ≥ − ↔ + − + ≥2 2 2 2 21 2 1 2 2 1 0  
a (b )↔ + − ≥2 21 0  

 بخش پذیری و عاد کردن:
 a bq= b بخش پذیر می گوییم، هرگاه عدد صحیحی مانند q یافت شود به طوری که  ≠ 0 عدد صحیح a را بر عدد صحیح 

b | a a bq⇔ = b یعنی b عاد می کند a را :  | a باشد، در این صورت می نویسیم 
| را دیدیم؛ قطعاً a عددی نیست جز صفر. یعنی صفر فقط صفر را عاد می کند. a0 1- اگر عبارت 
، یعنی هر عدد بر خودش و بر 1 بخش پذیر است. a | a | و  a1 2- اگر a عددی طبیعی باشد آنگاه 

a |0 3- هر عددی صفر را می تواند عاد کند: 

 خواص و ویژگی های روابط عاد کردن:
m na | a 1- برای هر عدد طبیعی m و n که n بزرگتر مساوی m باشد داریم: 

 
: مثال  

a | b a | mb⇒ 2- اگر عدد a عدد b را بشمارد، آنگاه هر مضرب عدد b را نیز می شمارد. 
: مثال | |⇒ ×7 14 7 14 5  

na | b a | b , n⇒ ∈ n∈ نیز می شمارد.  nb را به شرطی که  3- اگر a عدد b را بشمارد، آنگاه 
| : مثال |⇒3 6 3 36  

a | b b | c a | c∧ ⇒ 4- اگر عدد a، عدد b را بشمارد و b نیز c را، آنگاه a عدد c را می شمارد »خاصیت تعدی«  
| : مثال | |∧ ⇒3 9 9 18 3 18  

a | b a | c a | b c∧ ⇒ + 5- هرگاه عددی دو عدد را شمارد آنگاه مجموع و تفاضل آن دو عدد را نیز می شمارد.  
 

 : مثال
| |

| |
| |
+ ⇒

∧ ⇒  − ⇒ −

7 4 21 7 35
7 14 7 21

7 14 21 7 7

a | b b a a b∧ ≠ ⇒ ≤  a b≤ b در این صورت  ≠ 0 a و  | b 6- اگر 
a b= ± b آنگاه  | a a و  | b از این خاصیت می توان نتیجه گرفت که اگر 

| |
| |

| |
+ ⇒

∧ ⇒  − ⇒ −

7 4 21 7 35
7 14 7 21

7 14 21 7 7
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n na | b a | b⇒  n na | b a آنگاه  | b 7- اگر 
: مثال |

|
|


− ⇒  −

9 36
3 6

27 216
 

a | b c | d ac | bd∧ ⇒  ac | bd c آنگاه داریم:  | d a و  | b 8- اگر 
: مثال | , | |⇒4 12 5 15 20 یعنی 2 طرف بخش پذیری را می توان در هم ضرب کرد:  180

a | b a | c a | mb nc , (n ,m )Âõi  KÃ̈oU∧ → ± ∈  a | mb nc± a آنگاه  | c a و  | b 9- اگر 
: مثال n

m

| |
| , |

| |
=

=

× + × ⇒
→ × − × ⇒ −

5
3

2 3 6 5 4 2 38
2 6 2 4

2 3 6 5 4 2 2
»m و n اعداد صحیح اند« 

 اعداد اول:
هر عدد طبیعی و بزرگتر از 1 که هیچ شمارنده ی مثبت دیگری به جز یک و خودش نداشته باشد، عدد اول نامیده می شود پس 

a است. p= a یا  a در این صورت 1= | p اگر p عددی اول و a عددی طبیعی باشد و 
a است. = 5 a یا  ) را عاد کند، ثابت کنید 1= k )+7 6 ) و  k )+9 7 مثال: اگر عدد طبیعی a دو عدد 

a | k a | ( k ) a | k+ ⇒ × + ⇒ +9 7 7 9 7 63 49 راه حل:  

a | k a | ( k ) a | k+ ⇒ × + ⇒ +7 6 9 7 6 63 54  

a | ( k ) ( k ) a | a a
j kø 5

SwH Ï »H
IÄ⇒ + − + ⇒ → = =63 54 63 49 5 1 5

 

تذکر: این جور مسائل رو به خوبی یاد بگیرید؛ قطعاً مشابهش تو امتحانات دی و خردادتون میاد. باید k رو سعی کنید با قوانین 

1 تا 9 که توضیح دادم از بین ببرید و بعد متوجه شید a چه اعدادی می تونه باشه!!
، ثابت کنید a عددی اول است. a | k +5 3 a و  | k +9 4 a و   مثال: اگر 1<

a | k a | ( k ) a | k+ ⇒ × + ⇒ +5 3 9 5 3 45 27  راه حل: 

a | k a | ( k ) a | k+ ⇒ × + ⇒ +9 4 5 9 4 45 20  
a | ( k ) ( k ) a | a aj kø 7

SwH Ï »H
IÄ⇒ + − + ⇒ → = =457 27 45 20 7 1 7  

a می باشد. = 7 a و  a پس 1≠ با توجه به فرضیات مسئله 1<

بزرگ ترین مقسوم علیه مشترک )ب م م(:
(a,b) هرگاه 2 شرط  d= عدد طبیعی d را ب م م دو عدد صحیح a و b می نامیم )a و b هر دو با هم صفر نیستد( و می نویسیم 

روبه رو برقرار باشد: 
d  )الف | a d و  | b )ب          m ; m | a , m | b m d∀ > ⇒ ≤0  

) : مثال , ) =3 4 ) و 1 , ) =6 9 3 ) و  , ) =6 60 ) و  , ) :8 16 8  

ترکیب خطی

9

۵عدد اول است

۷۵عدد اول است
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 کوچک ترین مضرب مشترک )ک م م(:
[a,b]، هرگاه 2 شرط زیر برقرار باشد. c= عدد طبیعی c را ک م م دو عدد صحیح و ناصفر a و b می نامیم و می نویسیم ـ 

)الف a | c b و | c m  )ب     , a | m,b | m c m∀ > ⇒ ≤0  
] : مثال , ] =3 4 ] و 12 , ] =1 8 8 ] و  , ]− =4 16 16  

 با توجه به تعاریف ک م م و ب م م داریم:
(a,b) a= a آنگاه  | b 1- اگر 
[a,b] b= a آنگاه  | b 2- اگر 

، دقت کنید که در مورد اعدادی که اول نباشند این نکته برقرار  (p,a) ، آنگاه 1= p | a/  اگر p عددی اول باشد و        و 
نیست. 

 : مثال
n نسبت به هم اولند؟ +9 n و 8 +8 7 سوال: ثابت کنید که 

) ابتدا d را ب م م آن در نظر بگیریم: n , n )+ + =9 8 8 7 راه حل: برای اثبات 1

 
 

»یادتونه؟! باید سعی کنیم n رو از بین ببریم« 

dd | d>⇒ → =1 10
 

 قضیه تقسیم: 
با این قضیه تو حسابان دوازدهم هم حسابی کار داریم. پس خوب حواستونو جمع کنید!

اگر a عددی صحیح و b عددی طبیعی باشد در این صورت، اعدادی صحیح و منحصر به فرد مانند q و r یافت می شوند به 
. r b≤ <0 a و مهم تر از آن: ب(  bq r= + طوری که: الف( 

) بر  m n)−2 5  مثال: اگر باقی مانده تقسیم اعداد m و n بر 17 به ترتیب 5 و 3 باشد، در این صورت باقی مانده تقسیم عدد 

17 را به دست آورید.
راه حل: به به! به یکی از سؤال خیزترین قسمت های گسسته رسیدیم، حواساتونو خوب جمع کنید.

با توجه به قضیه تقسیم داریم: 
 
 

 
پیشنهاد می کنم این سؤال رو یه بار دیگه با دقت بخون!!

a مقدار باقی مانده را به دست آورید: q= −8 5 مثال: در معادله ی 



q
a q a (q )

′

= − ⇒ = − + −8 5 8 1 8 5 r پس:   b≤ <0 راه حل: در قضیه تقسیم داشتیم 

a q r′→ = + → =8 3 3  
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 افراز مجموعه      به کمک قضیه تقسیم:
اول از همه افراز رو یادتون میاد دیگه؟! تو آمار احتمال یازدهم خوندیما!

nA افراز افراز شده است اگر ,A ,...,A1 2 n∈) زیر مجموعۀ   n به A یک مجموعۀ غیر تهی باشد، گوییم A فرض می کنیم
 iA =∅  ، ( i n)≤ ≤1 1- برای هر 

i »یعنی 2 به 2 از هم جدا باشند«. jQ A A≠   ، i j≠ 2- برای هر 
 )اجتماع همه ی زیرمجموعه ها برابر خود مجموعه ی اصلی است(

n
n i

i
A A ... A A A

=
= =1 2

1
     -3

حال که افراز یادآوری شد، با توجه به قضیه تقسیم، می دانیم اگر a عددی صحیح و دلخواه باشد، با تقسیم آن بر عدد طبیعی 
. صدق می کند، برای a برحسب r دقیقاً b حالت وجود  r b≤ <0 b، و با توجه به اینکه باقی مانده ی تقسیم یعنی r در رابطه ی 
r یا باقی مانده 1 و 2  = 0 دارد، مثلًاً اگر عدد صحیح a را بر 5 تقسیم کنیم و در این صورت یا a بر 5 بخش پذیر است یعنی 
a است. یعنی عدد صحیح a را  k= +5 4 a یا  k= +5 3 a یا  k= +5 a یا 2 k= +5 a یا 1 k= 5 و 3 و 4 است. به عبارتی 

می توان به یکی از 5 صورت فوق نوشت، همچنین به هریک از حالات یک کلاًس گفته می شود.
 مثال: ثابت کنید باقی مانده تقسیم مربع هر عدد فرد بر 8، مساوی با 1 است.

a نوشت. اگر دقت کنید در مسئله ازمون مربع خواستن،  k= +4 3 a و  k= +4  راه حل: هر عدد فرد رو می شه به صورت 1

پس بیاید زود دست به کار شیم.  

k

a k a ( k ) k k k k) k
′

′= + ⇒ = + = + + = + + ⇒ +2 2 2 24 1 4 1 16 8 1 82 1 8 1


 
a k a ( k ) k k= + ⇒ = + = + +2 2 24 1 4 3 16 24 9  

k

( k k ) k
′′

′′⇒ + + + = +28 2 3 1 1 8 1


 

k نوشته می شه! +8 پس در هر دو حالت، مربع هدد فرد به شکل 1
؟ | n n−33 مثال: اگر n عددی صحیح باشد، ثابت کنید 

n در نظر بگیریم.  k= +3 2 n و  k= +3 n و 1 k= 3  راه حل: بیایید برای n 3 حالت 

در این صورت داریم:

 همنهشتی:
m یعنی b و a بر m هم باقی مانده باشند،  | a b− برای هر عدد طبیعی همانند m و هر دو عدد صحیح ماند a و b، اگر 

m
a b≡ می گوییم؛ a همنهشت با b است و می نویسیم: 

به زبان ریاضی یعنی: 

)
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 خواص و ویژگی های هم نهشتی:
1- الف( هر عدد صحیح مانند a به پیمانه m با خودش هم نهشت است. 

ب( اگر a هم نهشت با b به پیمانه m باشد، آنگاه b هم نهشت با a به پیمانه m نیز است.
پ( اگر a هم نهشت با b به پیمانه m و b هم نهشت با c به پیمانه m باشد، آنگاه a هم نهشت با c به پیمانه m نیز است. 

m m m
a b , b c a c≡ ≡ ⇒ ≡  

2- به دو طرف یک معادله و رابطه هم نهشتی می توان عددی صحیح اضافه یا کم کرد:
m m

a b a c b c≡ ⇒ ± ≡ ±  
3- دو طرف یک رابطه هم نهشتی را می توان در عددی صحیح ضرب کرد:

m m
a b ac bc≡ ⇒ ≡  

، لزوماً نمی توان نتیجه گرفت که 
m

ac bc≡ تذکر: قانون حذف برای رابطه ی هم نهشتی در حالت کلی برقرار نیست. یعنی اگر 

. بله؛ قانون حذف شرط و شروط داره؛ اگر اون شروط که در جلوتر بهش اشاره خواهم کرد رو نداشته باشه نمی تونیم 
m

a b≡

 !همینطوری عشقی دو تا عدد رو از این ور اون ور رابطه خط بزنیم

4- دو طرف رابطه ی هم نهشتی را می توانیم به توان n برسانیم؛         
تذکر: عکس این قانون هم در حالت کلی برقرار نیست؛ یعنی نمی توان از دو طرف یک رابطه ی هم  نهشتی ریشه گرفت.

5- دو طرف رابطه ی هم نهشتی که پیمانه های یکسان داشته باشند را می توان با هم جمع یا تفریق کرد و یا حتی ضرب: 
         

6- می توان به 2 طرف یک رابطه ی هم نهشتی هر مضربی از پیمانه را اضافه یا کم کرد. 
 

7- اگر بخواهیم 2 طرف یک رابطه ی هم نهشتی را به عددی تقسیم کنیم، باید پیمانه آن هم نهشتی را بر ب م م آن عدد و 
پیمانه تقسیم کنیم.

  
 .این قانون، همون شرط و شروط تو تذکر قانون سوم بود

m
a r≡ 8- اگر باقی مانده تقسیم a بر m مساوی با r باشد، در این صورت: 

 
نتیجه 1: هرگاه بخواهیم هم  نهشت عدد a را به پیمانه m مشخص کنیم، کافیه عدد a را بر m تقسیم و باقی مانده رو به دست 

بیاریم.
نتیجه 2: اگر a و b بر عدد طبیعی m، هم باقی مانده باشن، یعنی باقی مانده های تقسیم a و b بر m با هم برابر باشن، در این 

m
a b≡ صورت: 

m mn na b a b≡ ⇒ ≡
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a بر 9 چیست؟ +22 5 مثال: اگر باقی مانده تقسیم عدد a بر 9 برابر 4 باشد، باقی مانده تقسیم 

راه حل: خب ببینم.... شروع کنید! همین الآن 8 تا نکته خفن یاد گرفتیم؛

اول از همه؛ چون باقی مانده تقسیم a بر 9 برابر 4 عه؛ در نتیجه: 
 ⇐ پس داریم 

پس باقی مانده برابر 1 است! 

A بر 13 بیابید. ( )= +1553 33 مثال: باقی مانده تقسیم عدد 

راه حل: می دونیم که برای پیدا کردن باقی مانده A بر عدد 13، باید هم  نهشتی A به پیمانه 13 رو بنویسیم و بعد ساده کنیم. 

 

 باقی مانده تقسیم بر اعداد خاص:
+497 2 2563 و  مثال: رقم یکان اعداد رو به رو را به دست آورید. 

راه حل: اگر دقت کنی متوجه یه چیزی میشی!

آفرین! برای به دست آوردن رقم یکان این اعداد فقط کافیه باقی مانده ی تقسیم آن ها بر عدد 10 رو به دست بیاریم. یکم بیشتر 
  ًفک کن..! آباریکلا

یعنی هم نهشتی به پیمانه 10. 
 
 
 

 برای به دست آوردن رقم یکان اعداد توان دار، کافی ست باقی مانده تقسیم آن بر 10 را به دست آوریم، مثلًاً عدد n رقمی 
n را بسط داده و در هم نهشتی به پیمانه ی 10 به جای هر توان 10 عدد صفر قرار می دهیم و داریم  nA a a ...a a a− −= 1 2 2 1 0

. چی شد؟! نفهمیدید؟! بابا منظورم همونیه که تو اول راه حل مثال بالا توضیح دادم. زیاد سخت نگیر اگه سوال قبلی رو  A a≡
10

0

 !متوجه شدی یعنی این نکته رو هم یاد گرفتی. برو نکته بعدی

a≡
9

4

a a a×≡ → ≡ → ≡
9 9 922 2 24 4 2 32

a a+ ≡→ + ≡ → + ≡
99 95 37 12 22 5 37 2 5 1

( )
( ) A r


= × + ⇒ ≡ ⇒ ≡ ≡ ⇒ + ≡ + → ≡ → =

= × + ⇒ ≡ 

13 13 1315 15 13 1315
13

53 13 4 1 53 1 53 1 1
53 33 1 7 8 8

33 13 2 7 33 7
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 باقیمانده تقسیم هر عدد بر 9 و 3:
خانم یا آقای محترمی که رشتت ریاضیه! مطمئنم تو این چندین سالی که عمر با عزت از خدا گرفتی حداقل یه بار تو زندگیت 
شنیدی که میگن: »باقی مانده تقسیم هر عدد بر 9 و 3 برابر است با باقی مانده مجموع ارقام آن عدد بر 9 و 3« اما نمی دونستی 

که این نکته از کجا اومده! خب انتظارها به پایان رسید چون مربوط به همین هم  نهشتیه.

n را بسط داده و در هم نهشتی به پیمانه 9، به جای هر توان 10 عدد 1 را قرار می دهیم.  nA a a ...a a a− −= 1 2 2 1 0 عدد n رقمی 
» n≡ ⇒ ≡

9 9
10 1 10 »چرا که: 1

n n
n nA a a ... a a a− −
− −= × + × + + × + × +1 2 2
1 2 2 110 10 10 10 0  

n nA a a ... a a a− −→ ≡ × + × + + × + × +
9

1 2 2 11 1 1 1 0  

n nA a a ... a a a− −→ ≡ + + + + +
9

1 2 2 1 0  
به همین ترتیب برای عدد 3 هم اثبات می شود.

 باقی مانده تقسیم هر عدد بر 11:
n است حال اگر در هم نهشتی به پیمانه 11  ≡−

11
10 n و برای هر n فرد 1 ≡

11
10 ، بنابراین برای هر n زوج، 1 ≡−

11
10 به دلیل اینکه 1

و در بسط عدد A به جای توان  های زوج عدد 10، عدد یک و به جای توان های فرد عدد 10، عدد منفی یک )1-( قرار دهیم، 
باقی مانده ی عدد A بر 11 را به دست می آوریم. 

? : مثال A≡ → = × + × + × + × + × +
11 5 4 3 2 1354971 3 10 5 10 4 10 9 10 7 10 1  

A ( ) ( ) ( ) A→ ≡ × − + × + × − + × + × − + ⇒ ≡− + − + − +
11 11

3 1 5 1 4 1 9 1 7 1 1 3 5 4 9 7 1  
A r→ ≡ → =

11
1 باقی مانده  1  

 باقی مانده تقسیم هر عدد بر 2 و 5 و 10:
عدد 10 به 2 و 5 و 10 بخش پذیر است و دارای باقی مانده صفر می باشد، یعنی: 

n , n , n≡ ⇒ ≡ ≡ ⇒ ≡ ≡ ⇒ ≡
2 2 5 5 10 10

10 10 10 10 10 100 0 0 0 0 0  
n به جای توان های عدد 10 در هم نهشتی به پیمانه 2، 5، 10  nA a a ....a a a− −= 1 2 2 1 0 بنابراین اگر در بسط هر عدد n رقمی 

عدد صفر قرار دهیم، خواهیم داشت: 
, ,

n n
n n nA a a ... a a a A a ... a a− −
− − −= + + + + + ⇒ ≡ × + + × +

10 5 2
1 2 2

1 2 2 1 1 110 10 10 10 0 00 0  

, ,
a→ ≡

10 5 2
10 0  

خلاًصه یعنی، کافیه برای باقی مانده تقسیم بر اعداد 2 و 5 10 فقط به یکان ها توجه و بررسی کنیم.
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 محاسبه روزهای هفته در تاریخ های مختلف:

عزیزان دلم، این سوالات در امتحانات مطرح می شن تا ببینن در چه حد از هم نهشتی و مسائل مختلفش درک دارید؛ نه اینکه 
تو چرک نویس بشینید هفت ساعت تقویم و جدول بکشید.

دست از این کارها بردارید و قلب بنده ی حقیر رو خدشه دار نکنید به جاش از نکته هایی که میگم استفاده کنید:
هر روز از هفته بعد از گذشت 7 روز دوباره تکرار میشه. به عنوان مثال اگر 5 آبان روز دوشنبه باشه، در این صورت 12، 19 و 
 ≡

7
18 4 ، 18 روز، و چون  − =23 5 18 26 آبان نیز دوشنبه است. حالا اگر فاصله ی 5 آبان تا 23 آبان رو حساب کنیم میشه 

کافیه دوشنبه رو مطابق جدول زیر مبدأ یعنی صفر فرض کنید، بعد 4 روز بعد رو مشخص کنید که چه روزی از هفته است یا 
عدد 4 متناظر با کدوم روزه:

یکشنبهشنبهجمعهپنج شنبهچهارشنبهسه شنبهدوشنبه
0123456

در این تیپ سوال ها حواستون به سال کبیسه، 6 ماه اول سال که 31 روزه هستند؛ باشه!

 معادله هم نهشتی:
 را یک معادله هم نهشتی می نامیم و منظور از حل، آن پیدا 

m
ax m≡ یک رابطه ی هم نهشتی همراه با مجهولی مثل x به فرم 

کردن همه ی جواب هایی مثل             است که در معادله فوق صدق کند.
≡x را حل کنید و جواب های عمومی این معادله را به دست آورید.

4
3  مثال: معادله ی 

 راه حل: 

تذکر: در این مثال ضریب x عدد 1 است. اما اگر ضریب x عددی غیر از یک باشد، برای به دست آوردن جواب های عمومی 

معادله باید از ویژگی های هم نهشتی استفاده کنیم. به مثال بعد توجه کنید: 
≡x را به دست آورید: 

6
5  مثال: جواب های عمومی معادله ی 27

 راه حل:  

طبق ویژگی های هم نهشتی و عاد کردن می توان به 2 طرف یک رابطه هر مضربی از پیمانه را کم یا اضافه کرد. 
m m

a b a mt b mk≡ → ± ≡ ±
 

k باشد، داریم:  = 2 b و  = 0 بنابراین اگر 

( , )x x x x=≡ → + × ≡ + × → ≡ → ≡ ×/ /

6
6 6 6 15 6 15 3 5 6 3 6 2 5 15 5 5 30

 

x | x (x ) k x k , (k )→ ≡ → − → − = → = + ∈
6

3 6 3 3 6 6 3 

 

x
x


≡ ⇒ ≡

≡ 

6
6

6
5 27

5 3
27 3

t
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(a,m) | b  دارای جواب صحیح است اگر و فقط اگر 
m

ax b≡  معادله ی هم نهشتی 

کتاب درسی گفته این قضیه رو بدون اثبات بپذیرید پس ما هم بیشتر از این توضیحی نمیدیم چون به دردتون نمیخوره!
 همواره دارای جواب صحیح خواهد بود.

m
ax b≡ | پس معادله ی  b1 ، چون برای هر b، همواره  (a,m) نتیجه: اگر 1=

≡x را حل کنید.
6

4 13 مثال: معادله ی 

راه حل: اع حواستو جمع کن همین الان نکته اشو گفتم! 

 پس سوال سرکاری بود
( , ) |» u Q= → →/4 6 2 2 13 این معادله دارای جواب صحیح نیست!   

 معادله ی سیاله:
ax »یعنی x و y« را در اعداد صحیح بیابیم                     در این صورت  by c+ = هرگاه بخواهیم جواب های معادله ی 

« را یک معادله سیاله درجه اول یا خطی می گوییم. ax by c+ = معادله ی مذکور »

 تبدیل معادله سیاله به معادله هم نهشتی:
 x دارای دو مجهول است و به 2 صورت می تواند به یک معادله ی هم نهشتی با یک مجهول »یا ax by c+ = معادله سیاله ی 

یا y« تبدیل شود: 
 
 

  
 

(a,b) | c ax دارای جواب صحیح باشه اینه که  by c+ = تذکر: یادمون نره که شرط لازم و کافی برای اینکه معادله سیاله 

 روش حل معادله ی سیاله:
 می نویسیم.

b
ax c≡ ax را به صورت یک معادله ی هم نهشتی؛ مثلًاً  by c+ = 1- ابتدا معادله ی 

2- با استفاده از ویژگی های هم نهشتی، ضریب x را تبدیل به 1 می کنیم و x را به صورت یک معادله برحسب k می نویسیم.
3- با جایگذاری مقدار x در معادله ی اصلی، مقدار y را نیز به همین ترتیب به دست می آوریم. چی شد؟! گیج شدید؟! مثال 

 .بعد رو با دقت نگاه کنید شیرفهم می شید
x را به دست آورید. y+ =3 7 مثال: جواب های عمومی معادله ی سیاله خطی 17

، پس معادله اوکیه! ( , ) |3 7 17  راه حل: اول اینکه 

) ax by c ax c ( b)y b | ax c b | ax c+ = → − = − → − − → −1

b
b

b

ax c (b )
ax c

ax c (b )


≡ >⇒ ⇒ ≡

 ≡ <

0

0

) ax by c by c ( a)x a | by c a | by c+ = → − = − → − − → −2

a
a

a

by c (a )
by c

by c (a )

−
≡ <⇒ ⇒ ≡

 ≡ >

0

0

پس
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≡x می نویسیم و سپس مضرب هایی از عدد 7 را به 
7

3 17 x را به صورت یک معادله ی هم نهشتی  y+ =3 7 17 ابتدا معادله ی 
عدد 17 اضافه می کنیم تا مضربی از 3 شود. 

x x x x≡ → ≡ + × → ≡ → ≡ ×
7 7 7 7

3 17 3 17 1 7 3 24 3 3 8  

( , ) x x x k=→ ≡ × → ≡ → = +/ /

7
713 7 1 3 3 8 8 7 8

 

حال مقدار x را در معادله ی اصلی قرار می دهیم: 
( k ) y k y k y÷+ + = → + = − → + = −73 7 8 7 17 21 7 7 3 1  

y k→ = − −3 1  

 
x k

k
y k
= +

⇒ ∈ = − −

7 8
3 1

 جواب های عرفی معادله ی سیاله ی خطی: 

مثال: آیا می توانیم یک جعبه 23 کیلویی را با وزنه های 2 و 5 کیلویی وزن کنیم؟ اگر بله؛ به چند طریق؟

راه حل: x را تعداد وزنه های 2 کیلویی و y را تعداد وزنه های 5 کیلویی در نظر می گیریم.

x خواهد شد. y+ =2 5 یعنی معادله سیاله به صورت: 23
k∈ که x و y منفی نباشد تعداد حالت ها را  حال کافیست جواب های عمومی معادله را برحسب k بیابیم و به ازای هر 

x y+ =2 5 23 شمارش کنیم. 
x x x¾²j I÷¶ ¾M ®ÄkLU

¾²IÃw
→ ≡ → ≡ − × → ≡

5 5 5
2 23 2 23 3 5 2 8  

( , ) x x k=→ ≡ → = +/ /

5
12 5 1

4
2 8 5 4

 

حال مقدار x را در معادله اصلی قرار می دهیم:
( k ) y k y k y+ + = ⇒ + + = → + =2 5 4 5 23 10 8 5 23 10 5 15  

k y y k÷→ + = → = − +5 2 5 2 5  

x k m x
k k

y k y y
»

= + = =  
→ = ⇒ = ⇒  = − + = =  

5 4 4 9
1

2 3 3 1
0  

بنابراین به 2 طریق فوق می توان عمل وزن کردن را انجام داد.

1

تبدیل به معادله
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فصل دوم: گراف و مدل سازیفصل دوم: گراف و مدل سازی

 گراف ساده
گراف ساده G زوج مرتبی مثل )E و V( است که در آن V مجموعه ای متناهی و ناتهی است که اعضای آن را رأس می گوییم 
و E مجموعه ای است که هر عضو آن زیرمجموعه ای دو عضوی از V است. به اعضای E یال می گوییم. دقت کنید که با داشتن 
شکل گراف، می توانید مجموعه های)VG( و)EG( را بنویسید و هم چنین با داشتن دو مجموعه )VG( و )EG( می توانید ابتدا 
به تعداد ))V)G(n که آن را با )VG( نیز نمایش می دهیم؛ رأس مشخص کنید و سپس با توجه به )EG(، رأس های متناظر 

را به هم وصل نمایید.
؟ سوال: با توجه به شکل، مجموعه رأس ها و یال های گراف G را مشخص کنید.

:G راه حل:  مجموعه رأس های گراف !
{ }V(G) : V ,V ,V ,V ,V ,V ,V ,V1 2 3 4 5 6 7 8

:G مجموعه یال های گراف
{ }E(G) : V V ,V V ,V V ,V V ,V V ,V V ,V V ,V V ,V V1 2 1 3 1 4 3 5 3 4 2 5 4 6 5 8 6 8

 حالت های مختلف بررسی گراف:
a 1  - طوقه: یالی که از یک رأس به خودش متصل شود؛ مثل شکل روبه رو در رأس

2- گراف جهت دار: یال های آن دارای جهت است؛ در این حالت برای نمایش اینکه جهت یک یال از سمت کدام رأس است، 
یال را با زوج مرتب نمایش می دهیم. 

: مثال { }V a,b,c,d= }  و  }E (a,b),(b,a),(b,c),(d,c),(d,d)=  

3- گراف چندگانه: گرافی که بین دو رأس آن، ممکن است چندین یال موجود باشد، 
مانند گراف روبه رو که بین رأس a و b بیش از یک یال وجود دارد.

تذکر: اگر این 3 حالت فوق برای یک گراف پیش آید، دیگر گراف ساده نیست.
V(G) را گویند، با p نمایش می دهند.  مرتبه گراف: تعداد رأس های گراف G یعنی 

E(G) را گویند، با q نمایش می دهند.  اندازه گراف: تعداد یال های گراف G یعنی 
 )da( متصل اند و آن را با a که به رأس G برابر است با تعداد یال هایی از گراف G در گراف a درجه یک رأس: درجه رأس 

نمایش می دهند. اگر درجه یک رأس فرد باشد آن را یک رأس فرد می نامند و برعکس!
 گراف منتظم: گرافی که درجه تمام رأس های آن با هم مساوی و برابر عدد k باشد را گراف k– منتظم می نامیم.

مثال: گراف 2- منتظم از مرتبه 6، یک گراف با رأس 6 است که درجه هر رأس 2 می باشد. 
مثل شکل مقابل.

 رأس تنها »ایزوله« به رأسی که درجه آن صفر باشد، یعنی هیچ یالی نداشته باشد می گویند.
 گراف تهی: گرافی که تمام رئوس آن رأس ایزوله باشد، یعنی هیچ یالی نداشته باشد را گویند.
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 مثال: جاهای خالی را با کلمات مناسب پر کنید.

الف( در یک گراف، یالی که از یک رأس به خودش متصل می شود را، ...................... می نامند.
ب( مرتبه گراف نشان دهنده تعداد ................ گراف است و با حرف ............... نمایش می دهند.

ج( گرافی که تمام رئوس آن ایزوله باشد را گراف ................ می نامیم.
د( گراف k– منتظم گرافیست که ...............

راه حل: الف( طوقه        ب( رأس های – P       ج( تهی

د( درجه تمام رئوس آن با هم برابر و مساوی با عدد k باشد.
 مجموعه همسایه های یک رأس: فرض کنیم V یکی از رأس های گراف G باشد؛

GN نمایش  (V) به مجموعه رأس هایی از گراف G که به رأس V متصل هستند، »همسایگی باز رأس V« می گوییم و با 
 GN [V] حاصل می شود که با »V اضافه کنیم، »همسایگی بسّه، رأس GN (V) می دهیم. حال اگر خود رأس V را به مجموعه 

نمایش می دهیم.
 در یال را مجاور گوییم هرگاه رأسی وجود داشته باشد که هر دو یال به آن رأس متصل باشند.

 دو رأس مجاور »همسایه«: دو رأس u و v را دو رأس همسایه یا مجاور گوییم هرگاه توسط یالی به هم وصل شده باشند، 
. یعنی یال uv عضو مجموعه یال های گراف باشند. uv E(G)∈ ⇐ یعنی 

∆ »دلتای  ∆(G) یا همان   بزرگترین و کوچک ترین درجه یک گراف: بزرگترین درجه در بین درجات رئوس گراف را با 
σ »دلتای کوچک« نمایش می دهیم و به  σ(G) یا همان  بزرگ« و کوچک ترین درجه در بین درجات رئوس گراف G را با 

ترتیب آن ها را ماکسیمم و مینیمم درجه گراف می نامیم.
 زیرگراف: یک زیرگراف از گراف G، گرافی است که مجموعۀ رأس های آن، زیرمجموعه ای از مجموعه رئوس گراف G و 

مجموعه یال های آن، زیرمجموعه ای از مجموعه یال های گراف G باشد.
در هر گراف مانند G، یک رأس تنها می تواند کوچک ترین زیرگراف باشد.

همچنین هر گراف مانند G، زیرگراف خود است.
مثال: پنج زیرگراف برای گراف روبه رو بنویسید: 

G نمایش می دهیم، گرافی است که مجموعه ی رأس های  G2 یا   ، G1 که آن را با G مکمل یک گراف: مکمل گرافی مانند 
 G یک یال است؛ اگر و تنها اگر بین همان دو رأس در G آن همان مجموعه رأس های گراف G است و بین دو رأس از گراف 

یالی وجود نداشته باشد.
G را روی هم قرار دهیم، به صورتی که رأس های هم نام روی هم قرار بگیرند، از هر رأس یک یال به  اگر گراف های G و 

رأس های دیگر رسم شده است. »گراف کامل«
 گراف کامل: گرافی که هر رأس آن به تمام رأس های دیگر آن وصل باشد را گراف کامل می نامیم. گراف کامل P رأسی را 

pK نمایش می دهیم.  با 

  : مثال
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در گراف کامل، تمام یال های ممکن رسم شده است، در نتیجه تعداد یال های برابر است با تعداد انتخاب های دو رأس از تعداد 
کل رأس ها. 

p
p p(p )q(K )   −

= = 
 

1
2 2

تعداد یال های یک گراف کامل:    
p) ـ منتظم. )−1 p) است. یعنی یک گراف:  )−1 ؛ برابر با  pK از طرفی درجه هر رأس در گراف کامل 

pK است.  pK برابر با گراف تهی  همچنین مکمل گراف کامل 

 : مثال

 مثال: جاهای خالی را با کلمات مناسب پر کنید: 
الف( دو یال را .......... می نامیم، هرگاه رأسی وجود داشته باشد که هر دوی آنها را به هم متصل کند. 

ب( در یک گراف K– منتظم؛ ماکزیمم درجه رأس برابر با ............... است. 
، برابر ............. است.  K4 ج( تعداد یال های گراف 
د( گراف –k منتظم از مرتبه n یعنی ....................

p(p )q(K ) − ×
= = =4

1 4 3 6
2 2

راه حل: الف( مجاور               ب( K             ج( 

) باشد. K n)≤ <0 د( گرافی با تعداد رئوس n که درجه تمام رئوس آن با هم مساوی و برابر عدد k و 
G برابر با 12 است. مرتبه گراف G را مشخص کنید مثال: در گراف G، درجه رأس V برابر با 9 است و درجه رأس V در گراف 

q p+ = −12 1 G در نتیجه:  Gd (V) d (V) p+ = راه حل: از اون جایی که 1−

p→ = 22     :G مرتبه گراف  
pK وجود دارد G و  مثال: اگر G یک گراف P رأسی باشد، چه رابطه ای بین تعداد یال  های گراف G و 

pK است.  G برابر با تعداد یال های گراف کامل یعنی  راه حل: مجموع تعداد یال های G و 

p pG K KG
p p(p )q q q q¸ Ã¹` µÀ   −

+ = → = = 
 

1
2 2

یعنی:  

 رابطه بین مرتبه و اندازه: اگر یک گراف ساده از مرتبه p باشد، حداکثر تعداد یال های آن یا اندازه گراف، با تعداد انتخاب دو 
رأس از رأس p به دست می آید و حداقل تعداد یال ها با اندازه گراف برابر صفر است.

max
p p(p ) p(p )q q  − −

≤ ≤ = ⇒ = 
 

1 1
2 2 2

0 minq  و   = 0 یعنی: 

} مجموعه ی رئوس آن باشد. آنگاه داریم:  }pV V ,V ,...,V= 1 2 همچنین اگر G یک گراف و با مرتبه p و اندازه q و 

pd(V ) d(V ) d(V ) ... d(V ) q+ + + + =1 2 3 2  
یعنی مجموع درجات تمام رأس ها: برابر با 2 برابر تعداد یال هاست. باور نداری؟! برا خودت مثال بزن من که دروغ ندارم بگه که 



مثال: درجه رأس های یک گراف به صورت 1 و 1 و 2 و 3 و 3 و 4 و 5 و 9 است. مرتبه و اندازه گراف؟

q q q+ + + + + + + = ⇒ = ⇒ =1 1 2 3 3 4 5 5 2 24 2 12 راه حل: 

p بوده! = 8 مرتبه گراف هم که برابر تعداد رأس هاست. تو صورت سوال درجه 8 رأس رو گفته، پس حتماً 
نتیجه: تعداد رأس های فرد در هر گراف، عددی زوج است.

 مسیر درنگ گراف: اگر u و v در رأس از گراف G باشند، یک مسیر از u و v در گراف G، دنباله ای از رأس های روبه رو 
متمایز در G است که از u شروع و به v ختم می شود، به طوری که هر دو رأس متوالی این دنباله، در G مجاور هم باشند.
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طول مسیر: طول مسیر برابر است با تعداد یال های موجود  آن »مسیر در یکی کمتر از تعداد رأس های موجود در آن مسیر«
تذکر: حواستون باشه که در طول مسیر u به v، از روی یک رأس دوبار عبور نکنید!

 در یک گراف، تعداد رأس های گراف، برابر تعداد مسیرهای به طول صفر است و تعداد یال های گراف، برابر تعداد مسیرهای 
به طول یک است.

 همچنین در مشخص کردن مسیر، جهت حرکت اهمیتی ندارد.
nP نمایش می دهیم. : گرافی که تنها از یک مسیر n رأسی تشکیل شده باشد را با  nP  گراف 

: nP  چند نکته مهم در رابطه با گراف 

: مثال  

؛ هم برابر گراف K1 و هم برابر گراف تهی K1 است. P1 1- گراف
K2 و هم برابر با گراف 1- منتظم است. ؛ هم برابر با گراف  P2 2- گراف 

، فقط یک مسیر وجود دارد. nP 3- بین هر دو رأس از گراف 
p است. ، برابر با 1− nP 4- تعداد یال ها در گراف 

nP وجود دارد؟ مثال: چه رابطه ای میان مرتبه و اندازه در گراف 

 . p q= nP گفتیم، تعداد مرتبه در این گراف یکی از اندازه گراف بیشتره، یعنی 1+ راه حل: طبق چیزی که تو تعریف گراف 

nP دو عدد متوالی هستند که یکی زوج و یکی فرده. در نتیجه اگر تو سوالی پرسیده شد مجموع  بنابراین اندازه و مرتبه در گراف 
 !فرده یا زوج بلند داد بزنید فرد nP اندازه و مرتبه دو گراف 

m رأس است که m رأس اول آن همگی با هم متفاوت اند اما رأس   دور: یک دور به طول m در گراف G، دنباله ای از 1+
«؛ همان رأس اول است. m آخر »رأس 1+

تذکر: حواستون باشه که در مشخص کردن دور، از روی رأس تکراری عبور نکنیم و همواره از روی یال ها رد بشیم. همچنین 
حواستون باشه که دورهایی که دارای تعداد رأس های برابر و حروف یکسان هستند، یک دور می باشند و با هم فرقی ندارند.

به طور مثال در گراف             ؛ دورهای cedc ،dced ،ecde ،decd ،cdec و edce همگی یک دور هستند.

n باشد نمایش می دهیم. ≥ 3 nC به طوری که  : گرافی که تنها از یک دور n رأسی تشکیل شده باشد را با  nC  گراف 

: مثال  
: nC  چند نکته مهم در مورد گراف 

K3 است. C3 برابر گراف کامل  1- گراف 
p q= nC با هم برابرند  2- مرتبه و اندازه در گراف 

nC یک گراف 2- منتظم از مرتبه n است! 3- گراف 

c3        c4       c5
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همبندی در گراف: گراف G را همبند می نامیم هرگاه بین هر دو رأس آن، حداقل یک مسیر وجود داشته باشد و در غیر 
اینصورت آن را ناهمبند می نامیم.

گراف همبند                                                       گراف ناهمبند                                                 : مثال  

                                                                          زیرا به طور مثال از رأس e مسیری به رأس b وجود ندارد.

 چند نکته مهم راجب گراف های همبند و ناهمبند:
Kn ناهمبند است. البته به جز K1 که همبند می باشد. nK همبند است و گراف تهی  1- گراف کامل 

nC همبند هستند. nP و  2- گراف های 
، حتماً ناهمبند است. (q p )≤ − 2 p باشد، یا به عبارتی  3- اگر گرافی از مرتبه p دارای تعداد یال  های کمتر از 1−

، همبند است. ( p )∆ = −1 p باشد، یا به عبارتی  4- اگر در گراف ساده G، بزرگترین درجه گراف برابر 1−
مثال: گراف ساده G از مرتبه 8، ناهمبند است. حداکثر اندازه گراف G؟

K7 در نظر بگیریم تا q در حداکثرترین  راه حل: کافیه یک رأس رو به صورت رأس تنها و 7 رأس دیگر رو به صورت گراف کامل 

مقدار خودش باشه و همچنین این گراف 8 رأسی ناهمبند باشد. 

max maxq q  ×
= = = ⇒ = 
 

7 7 6 21 21
2 2  

 مجموعه احاطه گر: زیرمجموعه D از رأس های گراف G را مجموعه احاطه می نامیم؛ هرگاه هر رأس از گراف که در مجموعه 
D نباشد را انتخاب کنیم؛ حداقل به یکی از رأس های مجموعه D وصل باشد،

← در نتیجه قطعاً مجموعه ای شامل تمام رأس های گراف G، همواره یک مجموعه ی احاطه گر است.
 مجموعه احاطه گر مینیمم: »بین تمام مجموعه های احاطه گر گراف G، به مجموعه یا مجموعه های احاطه گری که کمترین 
تعداد عضو را دارند، مجموعه احاطه گر مینیمم می گوییم و تعداد اعضای چنین مجموعه ای را عدد احاطه گری گراف G می نامیم 

γ(G) نمایش می دهیم. و با 
 مجموعه احاطه گر مینیمال: یک مجموعه ی احاطه گر را که با حذف هریک از رأس هایش، دیگر احاطه گر نباشد مجموعه 

احاطه گر مینیمال می نامند.
تذکر: با توجه به تعاریف حواستونو خوب جمع کنید که هر مجمونعه احاطه گر مینیمم، یک مجموعه احاطه گر مینیمال است. 

ولی برعکس این قضیه لزوماً همواهر درست نیست.

جمع بندی:
← حذف شد دیگه احاطه گر نیست مینیمال 

← یعنی کمترین تعداد رأس رو داشته باشه مینیم 
⇐ هر مینیممی حتماً مینیمال هست. ولی برعکسش 

لزوماً درست نیست!
a را سقفِ a می نامیم.     اگر a یک عدد حقیقی باشد، ]a[ را کَفِ a و 

∆ باشد و D یک مجموعه احاطه گر در آن باشد،   کران پایین عدد احاطه گر: اگر G یک گراف n راسی با ماکسیمم درجه 
γ(G) نیز اندازه یک مجموعه احاطه گر است، همواره داریم: n و از آنجا که  D  ≤ ∆ + 1

آنگاه 
  

(G)
n  ≤ γ ∆ + 1
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مثال: جاهای خالی را با عبارت مناسب تکمیل کنید:

∆(G) برابر ............. است.  ، در این صورت  (G)γ  الف( اگر در گراف G از مرتبه p داشته باشیم 1=
ب( در بین تمام مجموعه های احاطه گر گراف G، مجموعه یا مجموعه های احاطه گری که کمترین تعداد عضو را دارند، مجموعه 

احاطه گر .................. گراف G می نامیم. 
ج( یک مجموعه احاطه گر را که با حذف هریک از رأس هایش دیگر احاطه گر نباشد احاطه گر ............. می نامیم. 

n برابر است با ................. > 2  به ازای هر عدد طبیعی 
n(C )γ د( مقدار 

p باشد؛ یه همچین شکلی داریم:  = 6 p یعنی تقریباً به طور مثال اگر  ! راه حل:! راه حل: الف( 1−

ب( مینیمم  
ج( مینیمال 

n 
 ∆ + 1

 د( 
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فصل سوم: ترکیباتفصل سوم: ترکیبات

 شمارش
اصل جمع: اگر بتوان کاری را به دو روش انجام داد به طوری که در روش اول، m انتخاب و در روش دوم n انتخاب وجود داشته 

m انتخاب وجود دارد. n+ باشد، برای انجام کار مورد نظر، 

تعمیم اصل جمع: اگر بتوان کاری را به k روش انجام داد به طوری که در روش اول m1 انتخاب، در روش دوم m2 انتخاب، ... 
Km روش وجود دارد. m ... m+ + +1 2 Km انتخاب وجود داشته باشد، برای انجام کار مورد نظر  و در روش kامُ، 

← در مسائل مربوط به شمردن، ابتدا حالت های مختلف را در نظر می گیریم و در هر حالت شمارش را انجام می دهیم و سپس 
با استفاده از اصل جمع، تعداد کل را به دست می آوریم.

اصل ضرب: برای انجام کارهای یک مرحله ای از اصل جمع استفاده می کنیم. اما اگر برای انجام دادن یک کار، به انجام چندین 
مرحله نیاز داشته باشیم، از اصل ضرب استفاده می کنیم. اگر انجام کاری شامل دو مرحله باشد، به طوری که برای انجام مرحله ی 
اول، m روش موجود باشد و برای هر کدام از این m روش، مرحله دوم را به توان به n روش انجام داد، در این صورت کار مورد 

m روش قابل انجام است. n× نظر با 

تعمیم اصل ضرب: اگر انجام کاری شامل k مرحله باشد، به طوری که برای انجام مرحله ی اول m1 روش، برای انجام مرحله دوم 
Km روش وجود داشته باشد »با فرض این که در هر مرحله انتخاب تمام روش های آن  m2 روش، .... و برای انجام مرحله kامُ، 

Km روش قابل انجام است. m ... m× × ×1 2 مرحله ممکن باشد« کار مورد نظر به 

 جایگشت:
به هریک از حالت های قرار گرفتن چند شی متمایز کنار هم، یک جایگشت از آن اشیاء می گوییم:

مثال: تمام جایگشت های ممکن با حروف a و b و c را بنویسید؟

 abc و acb و bac و bca و  cab و cba           به عبارتی → × × =3 2 1 6 راه حل: 

فاکتوریل: اگر n، یک عدد طبیعی باشد، حاصل ضرب اعداد طبیعی و متوالی از 1 تا n را به صورت n« !n فاکتوریل« نمایش 
می دهیم.

یعنی تعداد جایگشت های n شی متمایز برابر !n است.
← و حتی می توان از !n استفاده کرد که اشیاء متمایز باشند.

به عنوان مثال تعداد کلمات چهار حرفی که بدون تکرار حروف و با حروف a و b و c و d ساخته می شود، برابر است با تعداد 
جایگشت های چهار شی متمایز و این تعداد بنابر نکته فوق برابر !4 می باشد.

← در مسائل مربوط به تعداد کلمات n حرفی با n حرف متمایز )بدون تکرار حروف( و یا تعداد اعداد n رقمی با n رقم متمایز 
)بدون تکرار ارقام( )در صورتی که فاقد رقم صفر باشد( از !n استفاده می کنیم. اگر در رقم ها، رقم صفر وجود داشته باشد، ابتدا 
n رقم دیگر،  باید رقم سمت چپ را با بقیه ارقام )به غیر از رقم صفر( پرکرده )به n -1 طریق( و سپس بقیه مکان ها را با 1−

n) طریق پر نمود. )!−1 به 
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← اگر در مسائل مربوط به جایگشت گفته شود: »چند شی خاص کنار هم باشند« یا »دو شی خاص کنار هم نباشند«، باید 
آنها را به عنوان یک بسته و آن بسته را مانند یک شی در کنار بقیه اشیا در نظر بگیریم. به این نکته هم توجه کنید که اشیاء 

داخل بسته می توانند جایگشت  داشته باشند.

مثال: چند عدد شش رقمی با ارقام 2 و 3 و 4 و 5 و 6 و 7 و بدون تکرار ارقام می توان نوشت. به طوری که همواره ارقام فرد، 

کنار هم و ارقام زوج نیز کنار هم باشند.
راه حل: 3 رقم فرد را باید مانند یک بسته و به صورت 7 و 5 و 3 در نظر گرفت.

3 رقم زوج هم همینطور به صورت 6 و 4 و 2 در نظر می گیریم. این دو بسته دارای !2 جایگشت هستند. از طرفی هر بسته !3 
! ! !× × =2 3 3 72 جایگشت دارد. پس طبق اصل ضرب برابر است با:  

 جایگشت های 2 تایی از n شی متمایز:
تعداد جایگشت های rتایی از n شی متمایز یا به عبارتی انتخاب های r شی از n شی متمایز که در آنها ترتیب قرار گرفتن مهم 

,P(n نمایش می دهیم و به آن  تبدیل نیز می گوییم.  r) باشد؛ چی شد؟! چی گفتم؟! گفتم ترتیب قرار گرفتن مهم باشد را با 
n!P(n, r)

(n r)!
=

−
 

، عدد 4 رقمی می توان ساخت. ! !P( , )
( )! !

= = =
−
6 66 4 360

6 4 2
مثال: با ارقام 1 و 2 و 3 و 4 و 5  و 6 و بدون تکرار ارقام 

← نکته اینجاست که دو استفاده از جایگشت تکرار ارقام و یا اشیاء جایز نیست.

  ترکیب:
به هر انتخاب rتایی از n شی متمایز که در آن ترتیب انتخاب اهمیتی نداشته باشد و یا به عبارتی به هر زیرمجموعه r عضوی 

از n شی متمایز، یک ترکیب rتایی از آن n شی می گوییم.
n نمایش می  دهیم و داریم: 

r
 
 
 

,C(n و یا  r) تعداد ترکیب های rتایی از n شی متمایز را با 
n n!C(n, r) , ( r n)
r r!(n r)!
 

= = ≤ ≤  − 
0  

برای اینکه فرمول ها رو با هم قاطی نکنید این مثال رو حل کنید:
C( , ) C( , )
C( , ) C( , )

+
+

10 2 6 1
7 3 8 0

)P   ب(  , ) P( , )
P( , )
+5 3 7 2
9 3

مثال: حاصل عبارت های مقابل را بیابید: الف( 

راه حل: 
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← البته اینا که برا این بود تا فرمول ها در ذهنتون نقش ببنده؛ بحث اصلی اینه که بتونی تشخیص بدی تو کدوم مسئله ترتیب 
»C)n,r(« و تو کدوم مسئله ترتیب مهم نیست »P)n,r(« مهمه

البته نگران نباشید یواش یواش دستتون میاد که چی کار کنید. بابا تا منو دارید غم ندارید.
 چند نکته مهم در رابطه با قواعد ترکیب:

یعنی فقط 1 حالت برای انتخاب 5 تا یا هیچی از 5 شی مختلف داریم! 

 
مثال: از بین 2 کتاب فیزیک، 6 کتاب ریاضی و 7 کتاب شیمی »کتاب ها همگی متمایزند« به چند طریق می توان 4 کتاب 

انتخاب کرد به طوری که حداقل سه تای آنها ریاضی باشد؟
راه حل: اگر 3 کتاب از 4 کتاب انتخاب شده و یا اصلًاً هر 4 کتاب انتخاب شده ریاضی باشد، 2 حالت داریم:

+ کتاب غیرریاضی انتخاب شده:  =7 2 1. 3 کتاب ریاضی از 6 کتاب ریاضی و یک کتاب غیرریاضی از 9

         
  

=  
 

6
15

4
2. هر 4 کتاب انتخاب شده ریاضی باشد: 

+ راه مختلف داریم. =180 15 195 بنابراین 

 جایگشت با تکرار:
در عدد 121322، سه رقم 2 و یک رقم 3 و دو رقم 1 وجود دارد. اگر بخواهیم تمام اعداد 6 رقمی با این ارقام و با همان تعداد 
اعداد بنویسیم، آنگاه برای به دست آوردن تعداد آنها از فرمول !6 نمی توان استفاده کرد. زیرا اگر یادتان باشد زمانی می توانیم از 

فرمول !6 استفاده کنیم که 6 شی متمایز داشته باشیم.  پس چه کنیم؟
تای آنها نیز همانند یکدیگر و به  n2 ← تعداد جایگشت های n شی به طوری که n1 تای آنها همانند هم و از یک نوع باشند، 

Kn تای آنها همانند هم و از یک نوع باشند برابر است با:  همین ترتیب .... و 

به طور مثال در مسئله بالا داریم: 

← هنگام استفاده از فرمول جایگشت با تکرار در ساختن عدد؛ وقتی که k رقم صفر وجود داشته باشد، باید در صورت کسر به 
n) استفاده کرد که n – K همان تعداد ارقام غیر صفر می باشند. K) (n )!− × −1 جای استفاده از !n از 

   
× =   

   

6 9
180

3 1

1

K
K

n! , (n n ... n n)
n ! n ! ... n !

+ + + =
× × × 1 2

1 2

6!
2!    3!   1!                x       x

= 60
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مثال: چند عدد صحیح 5 رقمی با ارقام 0 و 0 و 5 و 5 و 6 می توان نوشت؟

راه حل: با توجه به نکته بالا داریم: 

تایی این اشیا با هم برابرند. مثلًاً  (n )−1 ← اگر n شی داشته باشیم، آنگاه تعداد جایگشت های n تایی با تعداد جایگشت های 
تعداد اعداد پنج رقمی با ارقام متمایز 1 و 2 و 3 و 4 و 5 با تعداد اعداد چهاررقمی برابر است. فکر کردید از این نکته مسخره هاست 

که به دردتون نمی خوره!مثال بعد رو حل کنید!

مثال: چند عدد شش رقمی با ارقام 1 و 2 و 2 و 3 و 3 و 3 و 3 می توان نوشت؟!

راه حل: چون 7 شی داریم و می خواهیم تعداد جایگشت های 6 تایی را به دست آوریم، کافیست با توجه به نکته قبل تعداد 

جایگشت های 7 تایی را با استفاده از فرمول به دست آوریم: 

  =تعداد ارقام 7 رقمی = تعداد ارقام 6 رقمی

 انتخاب n شاخه گل به دلخواه از k نوع گل مختلف: 
n K

K
+ − 

 − 

1
1

تعداد راه های مختلف برای n شاخه گل از بین k نوع گل برابر است با : 

مثال: به چند طریق می توان دسته گلی شامل 8 شاخه گل از بین 5 نوع گل انتخاب کرد؟ به چند طریق می توانیم این دسته 

گل را انتخاب کنیم. به طوریکه از هر نوع گل یک شاخه گل انتخاب کنیم؟
K برابر است با :  = 5 n) از بین 5 نوع گل  )= 8 راه حل: تعداد راه های انتخاب 8 شاخه گل 

n K !
K ! !
+ − + −     

= = = =     − − ×     

1 8 5 1 12 12 495
1 5 1 4 4 8

 

حالا وقتشه شرط حداقل رو لحاظ کنیم؛ یعنی اول 5 شاخه گل از هر نوع رو انتخاب کنیم، بعد 3 شاخه گل باقی مونده رو به 
طور دلخواه از بین 5 نوع گل انتخاب کنیم. 

n

K

n K !
K ! !

=

=

+ − + −   
⇒ = =   − − ×   

3

5

1 3 5 1 7 35
1 5 1 3 4

 

: Kx x ... x n+ + + =1 2  پیدا کردن تعداد جواب های صحیح و نامنفی معادله ی 
Kx برابر است با تعداد انتخاب های دلخواه n شاخه گل از بین  x ... x n+ + + =1 2 تعداد جواب های صحیح ونامنفی معادله  ی 

(n )≥ 0 k نوع گل، یعنی برابر است با: 
 

Kx است. همچنین این تعداد جواب وقتی برقرار است که به ازای هر  x ... x n+ + + =1 2 در این فرمول، k تعداد مجهول های 
ix باشد. ≥ 0  ،i

البته در این معادله، هیچ یک از متغیرها نباید دارای ضریب، توان و یا ... باشد تا بتوان از فرمول استفاده کرد.

n K
K
+ − 

 − 

1
1
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x چقدر است؟ x x+ + =1 2 3 13 مثال: تعداد جواب  های صحیح و نامنفی معادله ی 
!

! !
+ − 

= = − × 

13 3 1 15 105
3 1 2 13

n است بنابراین:  =13 K و  = 3 راه حل: طبق فرمول 

x چند دسته جواب صحیح و نامنفی دارد؟ x x+ + =2
1 2 3 مثال: معادله 5

راه حل: با توجه به آخرین نکته ای که گفتم، متغیر x1 دارای توان 20 است و از فرمول فوق نمی تونیم استفاده کنیم پس حالا 

چه خاکی تو سرمون بریزیم؟!

} رو یکی یکی بدیم و امتحان کنیم و ببینیم چی میشه.  }, , ,...1 20 بیاییم به x1 که دارای توان است؛ مقدار صحیح و نامنفی 

بنابراین سه دسته جواب به تعداد 6 و 5 و 2 داریم. در نتیجه تعداد جواب های صحیح و نامنفی برابر است با : 13
Kx می باشند را به صورت زیر حل  ... x n+ + =1 ix هایی که دارای شرط حداقلی برای معادله ی  ← برای برخی یا همه ی 

می کنیم.
، دارا یچند جواب صحیح و نامنفی است؟ x ≥3 1 ، x >2 1 ، x ≥1 3 x با شرط  x x+ + =1 2 3 مثال: معادله ی 10

راه حل: خوب حواساتونو جمع کنید که از این سؤال ها زیاد خواهید دید!

 ! ≥ x می نویسیم. قانونشه! پس چی شد؟! هر جا علاًمت > دیدی تبدیلش می کنی به  ≥2 2 x رو به صورت  >2 اولًا اینکه 1
بریم سراغ بقیه سؤال !

 
 

y3 می نویسیم.  y2 و  x رو برحسب y1 و  x x+ + =1 2 3 حالا معادله ی 10
 

  

x y x y , x y
x y x y , x y
x y x y , x y

≥ ⇒ = − ≥ ⇒ ≥ = + 
≥ ⇒ = − ≥ ⇒ ≥ = + ⇒
≥ ⇒ = − ≥ ⇒ ≥ = + 

1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2

3 3 3 3 3 3

3 3 3
2 2 2
1 1 1

0 0
0 0
0 0

،

چطور ممکنه که جمعه 2عدد نامنفی بشه منفی؟!
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 k شاخه گل از این n با تعداد انتخاب های kx x ... x n+ + + =1 2 ← تعداد جواب  های صحیح و مثبت »طبیعی« معادله ی 
نوع گل به طوری که از هر نوع حداقل یک شاخه گل انتخاب کنیم، برابر است و این تعداد از فرمول زیر به دست می آید:

  

 !در انتهای این بحث پیشنهاد می کنم کار در کلاًس صفحه 61 کتاب درسی رو حتماً با دقت انجام بدین

 مربع لاتین:
n که سطرها و ستون  های آن  با اعداد 1 و 2 و ... و n پر شده باشد و در هیچ سطر آن و نیز  n× یک جدول به شکل یک مربع 
در هیچ ستون آن عدد تکراری وجود نداشته باشد را یک »مربع لاتین« می نامیم و هریک از اعداد درون یک مربع لاتین یک 

درایه می گوییم.
با تعویض جای دو سطر یا دو ستون از یک مربع لاتین، باز هم مربع حاصل یک مربع لاتین است.

این کار، یک  انجام  با  →
→

2 3
3 2

جایگشت روی اعضا یعنی مثلًاً به جای هر 2، 3 قرار دهیم و به جای هر 3، مثلًاً 2 قرار دهیم! 
مربع جدید به دست می آید که باز هم یک مربع لاتین است.

مربع لاتین متعامد:

فرض کنید A و B دو مربع لاتین هم مرتبه باشند و از کنار هم قرار دادن درایه های نظیر از این دو مربع مربع جدیدی از همان 
مرتبه حاصل می شود که هر خانه ی آن حاوی یک عدد دو رقمی است که تمام رقم های سمت چپ مربوط به مربع A و رقم های 
سمت راست مربوط به مربع B »و یا برعکس« است. در این صورت دو مربع A و B با هم متعامدند. اگر و تنها اگر هیچ یک از 

اعداد دو رقمی موجود در خانه های مربع جدید تکرار نشده باشند. به طور مثال:

A = B و                                      =                                        A,B⇒ =                                       

n
k
− 

 − 

1
1
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 جایگشت و تأثیرش بر متعامد بودن 2 مربع لاتین:
اگر دو مربع لاتین، متعامد باشند، مربع لاتینی که با جایگشت بر روی اعضای یکی از آنها به دست می آید با مربع لاتین دیگر 
متعامد است. یعنی اگر A و B دو مربع لاتین متعامد باشند، B1 مربع لاتین حاصل از اعمال یک جایگشت بر اعضای B باشد، 

آنگاه A و B1 نیز متعامدند.
جمع بندی: اگه دو تا متعامد داشته باشیم، بعد یکیش رو با جایگشت عوض کنیم،

مربع جدیده با اون یکی مربع باز هم متعامد میشه.
ولی حواست باشه که مربع جدیده با اون مربع قبلیه که جایگشت روش انجام شد، متعامد نیست!

 !امیدوارم قاطی نکرده باشی
در انتهای این مبحث هم باز پیشنهاد می کنم مثال دوم ص 68 و کار در کلاًس ص 69 رو با دقت حل کنید؛ سوالات امتحان 

نهایی شباهت زیادی با این مسئله ها دارند!

 اصل شمول و عدم شمول:
A نمایش می دهیم. اگر A یک مجموعه متناهی باشد، تعداد عضوهای A را با )n)A یا 

حال اصل شمول و عدم شمول برای دو مجموعه A و B: اگر A و B دو مجموعه متناهی از مجموعه S باشند آنگاه تعداد 
A B A B A B= + −  A برابر است با:  B عضوهای مجموعه 

} چند عدد وجود دارد که؟ }S , , ,...,= 1 2 3 200 مثال: از بین اعداد مجموعه 

الف( این عدد مضرب 2 باشد.       ب( این عدد مضرب 3 باشد.          ج( این عدد مضرب 2 یا 3 باشد.
n است.

k
 
  راه حل: تعداد اعداد طبیعی کوچک تر از n که بر k بخش پذیر است، برابر 

الف( 
ب( 
ج( 
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(A B) (A B) S A B′ = = −  
 متمم در اصل شمول و عدم شمول:   

(A B ) S A B S A B A B′ ′⇒ = − = − − +   با توجه به تعریف متمم داریم: 

 اصل شمول برای سه مجموعه:
اگر A و B و C مجموعه هایی از مجموع مرجع C باشند آنگاه: 

A B C A B C A C A B B C A B C= + + − − − +        

(A B C) A B C S A B C′ = = −     
 متم اصل شمول برای سه مجموعه:                     

که طبق قانون دمورگان که در ریاضی دهم و نهم خوانده ایم داریم:
A B C A B C=   

 

 تفاضل دو مجموعه:
اگر A و B دو مجموعه متناهی باشند، تعداد عضوهای تفاضل این دو مجموعه برابر است با: 

A B A B A A B− = = −   
مثال: در بین اعداد طبیعی 1 تا n>50۰ ،500<1 چند عدد وجود دارد که بر 3 بخش پذیر باشند ولی بر 4 بخش پذیر نباشد؟

راه حل: A اعداد بخش پذیر بر 3 و B اعداد بخش پذیر بر 4 که در این بازه هستند را تعریف می کنیم. 

A B A B A A B− = = −  A     و       = =  

500 166
3 B    و     A  = =  

500 41
12

   
A B⇒ = − =166 41 125  

 تعداد توابع:
اول بهتره تعریف تابع رو یادآوری کنیم: اگر f تابعی از مجموعه A، به مجموعه B باشند آنگاه دامنه تابع f با مجموعه A برابر 

است و برد تابع f، زیرمجموعه ای از مجموعه B است. به زبان ریاضی: 
f تابع :A B→ fD دامنه   و   A= fR  برد   و     B⊆  

mn ، آنگاه تعداد کل توابع از A به B برابر است با:      B n= A و  m= حالا اگر 
نتیجه گیری ← پس چی شد؟! تعداد توابع برابر است با تعداد برد به توان دامنه! 

مثال: تعداد توابع از یک مجموعه 4 عضوی به یک مجموعه 3 عضوی؟

=43 81   :راه حل
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 تابع یک به یک و تعداد آن:
اول بازم بهتره تعریف تابع یک به یک رو یادآوری کنیم: تابع f که به صورت مجموعه ای از زوج مرتب هاست را یک تابع یک به 

یک می گوییم هرگاه مؤلفه های دوم زوج مرتب ها متمایز باشند.
n یعنی  m≤ B عضوی با شرط اینکه  m= A عضوی، به یک مجموعه  n= حالا تعداد توابع یک به یک از یک مجموعه ی 

برد؛ بزرگتر مساوی دامنه باشد؛ برابر است با تعداد جایگشت های n شی از بین m شی!
مثال: تعداد توابع یک به یک از مجموعه 3 عضوی به مجموعه 5 عضوی؟ 

 

! !
( )! !

= =
−
5 5 60

5 3 2
راه حل: 

 تابع پوشا:
fR به طور  B= تابع f از مجموعه A به مجموعه B، به طوری که برد تابع برابر مجموعۀ B باشد، یک تابع پوشا است. یعنی 

مثال در مجموعه مقابل چون روی تمام اعضای n، پیکانی رسم شده و به این تابع پوشا می گویند.

مثال: به چند طریق می توان 5 مداد متفاوت را بین سه نفر توزیع کرد به شرط آنکه به هر نفر حداقل امداد داده باشیم.

راه حل: تعداد حالت های ممکن برای انجام این عمل معادل است با پیدا کردن تعداد توابع از یک مجموعه ی 5 عضوی به یک 

مجموعنه 3 عضوی، به طوری که برد این تابع ها همه ی آن 3 عضو باشند. یعنی به هر نفر از اعضای برد حداقل یک مداد از دامنه 
نسبت داده بشود. 

 
 
 
 

تذکر 1: این فرمول دو کتاب درسی ذکر شده پس بد نیست آن را حفظ باشیم.

fR از رابطه روبه رو به دست  B= B باشد به طوری که  = 3 A و  m= ≥ 3 f با فرض آنکه  : A B→ تعداد توابع مثل 
m m( )− × −3 3 2 3 می آید. 

تذکر 2: قبلًاً برای حل مسائلی که می خواستیم n شی یکسان را در k گروه متمایز تقسیم کنیم، در حالت های مختلف از 

kx استفاده می کردیم! x ... x n+ + + =1 2 جواب های صحیح و نامنفی معادله ی 
اما اگر بخواهیم n شی متمایز را در k گروه متمایز تقسیم کنیم، از تعداد توابع یک به یک و پوشا استفاده می کنیم.

n
m!(m) p(m,n)

(m n)!
= =

−



گروه آموزشی مشاوره ای نوتروفیلگسسته دوازدهم

3131

شی
موز

ت آ
دال

 ع
می

حا
ل، 

وفی
وتر

ن
شی

موز
ت آ

دال
 ع

می
حا

ل، 
وفی

وتر
ن

 مثال: به چند طریق می توان چهار غذای متفاوت را بین 3 نفر پخش کرد به طوری که

 هر نفر حداقل یک غذا برسد؟!
ib نمایش دهیم، یکی از جواب ها ia و سه نفر را با  راه حل: اگر چهار غذای متفاوت را با 

 با نمودار پیکانی زیر نمایش داده شده است.

a4 داده شده است.  b3 غذای  a3 و به شخص  a2 و  ، دو غذای  b2 a1 و به شخص  در نمودار پیکانی، شخص b1 یک غذای 
fR است  B= تعداد حالت های ممکن برابر پیدا کردن تعداد توابع از مجموعه 4 عضوی A به مجموعه 3 عضوی B با شرط 

که تعداد این توابع برابر است با : 
 

 اصل لانه کبوتری:
m و همه ی کبوترها درون  n> ⇐ اگر m کبوتر و n لانه داشته باشیم به طوری که تعداد کبوترها از تعداد لانه ها بیشتر باشد 

لانه ها قرار بگیرند، در این صورت لانه ای وجود دارد که در آن حداقل 2 کبوتر قرار گرفته است.
 مثال: یک مثلث متساوی الاضلاًع به طول ضلع 2 واحد مفروض است. نشان دهید اگر 5 نقطه

 دلخواه از داخل این مثلث اختیار کنیم، حداقل 2 نقطه بین این نقاط وجود خواهد داشت، به 
طوری که فاصله آنها از یکدیگر کمتر از 1 باشد؟

راه حل: اضلاًع مثلث را به 2 قسمت مساوی تقسیم کرده و نقاط تقسیم شده را به هم وصل می کنیم تا 4 مثلث متساوی الاضلاًع 

«، طبق اصل لانه کبوتری حداقل دو کبوتر  >5 به ضلع 1 پدید آید، اگر 5 نقطه را کبوتر و 4 مثلث را لانه در نظر بگیریم »4
وجود دارد که در یک لانه قرار می گیرند و چون طول هر مثلث برابر 1 است پس فاصله آن دو نقطه از یکدیگر  حتماً کمتر از1 

خواهد بود. در نتیجه اثبات شد حداقل 2 نقطه بین این نقاط فاصله کمتر از 1 دارند.
kn کبوتر یا بیشتر، در n لانه قرار بگیرند، در این صورت لانه ای وجود دارد که حداقل  ← تعمیم اصل لانه کبوتری: هرگاه 1+
m کبوتر، n لانه را اشغال کند، در این صورت باز هم  nk r= + r و  n≤ <1 k کبوتر در آن  قرار گرفته است. حال اگر  +1

k کبوتر قرار می گیرند. حداقل یک لانه وجود دارد که در آن حداقل 1+

تذکر: برای به دست آوردتن مقدار m ،k را بر n تقسیم می کنیم. اگر باقی مانده صفر شود، حداقل تعداد کبوترها همان خارج 

k »1 + خارج قسمت« خواهد بود. قسمت )k( و اگر باقی مانده عددی غیر صفر شد، حداقل تعداد کبوترها 1+

mm m( ) ( )=− × − → − × − = − + =4 4 43 3 2 3 3 3 2 3 81 48 3 36
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سوالات امتحان نهایی درس: ریاضیات گسستهسوالات امتحان نهایی درس: ریاضیات گسسته

1- درست یا نادرست بودن عبارات زیر را مشخص کنید.
الف( حاصل ضرب هر عدد گویای ناصفر در یک عدد گنگ، عددی گنگ است.

) برابر 1 می باشد. m , m )+ +3 1 3 2 ب( حاصل 
ج( تعداد رئوس فرد هر گراف، عددی فرد است.

د( عدد احاطه گری P10 برابر 3 است.

2- جاهای خالی را با عبارت مناسب پر کنید.
γ(G) باشد، در این صورت حداقل تعداد یال ها برابر ................ است. الف( در یک گراف از مرتبه p، اگر 1=

ب( در یک مربع لاتین چرخشی 4 × 4 مجموعه درایه های روی قطر اصلی برابر ............ است.
ج( تعداد توابع یک به یک از یک مجموعه 3 عضوی به یک مجموعه 5 عضوی برابر ................. است.

x y xy z+ + ≥ −2 2 21 2 3- اگر y ،x و z سه عدد حقیقی باشند، ثابت کنید: 

a در این صورت چند مقدار صحیح و نامنفی برابر a وجود دارد؟ | m + 7 a و  | m +2 3 4- اگر 

5- باقی مانده تقسیم a بر دو عدد 4 و 5 به ترتیب برابر 3 و 4 می باشد، باقی مانده تقسیم a بر 20 را محاسبه کنید. )با 
راه حل(

، بزرگترین عدد 2 رقمی طبیعی که می توان برای x در نظر گرفت چه مقداری می باشد؟  x y+ =15 19 7 6- در معادله سیاله 
)باه راه حل(

7- به گراف 8 رأسی 3- منتظم چند یال اضافه کنیم تا تبدیل به گراف کامل شود؟ )با راه حل(

8- گراف G به صورت زیر رسم شده است. با توجه به این گراف به سوالات زیر پاسخ دهید.
GN را بنویسید. (g) الف( مجموعه 

ب( یک دور به طول 5 با شروع از رأس a بنویسید.
G )مکمل گراف G( را مشخص کنید. ج( درجه رأس c در گراف 

9- گراف زیر را در نظر بگیرید.
الف( یک مجموعه احاطه گر غیر مینیمال با 4 عضو بنویسید.

ب( یک مجموعه احاطه گر مینیمال با 4 عضو بنویسید.
ج( با اضافه کردن چه یالی به گراف، عدد احاطه گری گراف 2 خواهد شد؟
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10- الف( یک گراف 8 رأسی )همبند یا ناهمبند( با عدد احاطه گری 3 رسم کنید که یک مجموعه احاطه گر یکتا با اندازه 
3 داشته باشد.

ب( یک گراف 8 رأسی )همبند یا ناهمبند( با عدد احاطه گری 3 رسم کنید که بیش از یک مجموعه احاطه گر با اندازه 3 
داشته باشد.

11- الف( عدد احاطه گری گراف مقابل را با ارائه راه حل، تعیین کنید.
γ− مجموعه دارد؟ ب( این گراف چند 

} در این صورت چند کد با شش کارکتر متمایز می توان نوشت  }B a,b,c,d,e,f= } و  }A , ,= 7 8 9 12- اگر داشته باشیم 
که هریک شامل دو رقم از A و چهار حرف از B باشد.

x چند جواب صحیح و نامنفی دارد؟ x x x+ + + =3
1 2 3 42 13- معادله 10

14- قرار است 3 راننده با 3 نوع ماشین در 3 مسیر متفاوت در 3 روز اول هفته رانندگی کنند به گونه ای که هر راننده با هر 
نوع ماشین، هر مسیری را د قیقاً یکبار طی کرده باشد و نیز هر ماشین، هریک از مسیرها را دقیقاً یک بار طی کند. برای 

این مسأله برنامه ریزی کنید.

15- چند رمز 4 رقمی با ارقام 1 تا 5 می توان نوشت به طوری که هر رمز، حداقل یک رقم 3 و یک رقم 2 را شامل باشد؟ 
)نیاز به محاسبه پاسخ نهایی نمی باشد(

16- حداقل افراد شرکت کننده در یک همایش چند نفر باشند، تا با اطمینان بتوان گفت که هر 5 نفر از آن ها در یک ماه 
متولد شده اند و رقم یکان کد ملی آن ها زوج است.
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پاسخنامهپاسخنامه

1- الف( درست )صفحه 5(                      ب( درست )صفحه 17(
       ج( نادرست   )صفحه 40(                 د( نادرست  )صفحه 52(

!  )صفحه 78(
!
=

5 60
2

2- الف( p -1 )صفحه 53(    ب( 4 )صفحه 63(      ج( 

3- )صفحه 8(
x y xy z x y xy z (x y) z+ + ≥ − ⇔ + − + + ≥ ⇔ − + + ≥2 2 2 2 2 2 2 21 2 2 1 10 0 همواره بدیهی است. 

4- )صفحه 11(
a | m a | m

a | a , a
a | m a | m

×+ + 
→ → → = = + + 

22 3 2 3
11 1 11

7 2 14
 

5- )صفحه 16(
a q a q

a q a q

×

×

 = + → = +

 = + → = +

4
1 1

5
2 2

5 4 4 20 16

4 3 5 20 15
 

a q a q− ′ ′′→ = − → = +20 1 20 19  
( , )x x x=≡ → ≡ → ≡

19 19 1915 19 115 7 15 45 3   -6
kx k x=→ = + → =519 3 98 )صفحه 28(

7knq- )صفحه 40( q

n(n )q q

× = → = = → − = − × = → = =


8 3 1
2 2 28 12 16

1 8 7 28
2 2

 

)صفحه 41( }      ب( abdefa یا abcdea            ج( 4   }f 8- الف( 

)صفحه 47(  fh )ج       }c,g,i,e{ )ب           }c,e,h,f{ )9( الف
در قسمت الف و ب و ج به پاسخ های درست دیگر نمره تعلق بگیرد.

10- الف(                                                         ب(

در قسمت الف و ب برای شکل های درست دیگر نمره تعلق بگیرد.
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} )هر  }e,c ≥(G) از طرفی مجموعه ای مانند  γ2 (G) در نتیجه   ≤ γ + 

8
5 1

n پس داریم  (G)  ≤ γ ∆ + 1
11- الف( می دانیم 

} اگر نوشته شد نیز مورد قبول است.( یک مجموعه احاطه گر برای گراف )G( می باشد  }e,d } یا  }e,b کدام از مجموعه های 
 (G)γ = γ(G) بنابراین 2 ≤ 2 پس 

)فعالیت صفحه 50( ب( 3 

!   
× ×   

   

3 6
6

2 4
12- )صفحه 71(

)13- )صفحه 71( / ) ( / )

( / ) ( / )

x x x x

x x x x

  
= → + + = → =  

   → + =
  = → + + = → =   

0 25 0 25
3 1 2 3

0 25 0 25
4 1 2 3

12
10 66

2
66 45 111

10
1 8 45

2

0
 

14- )صفحه 72(
cbacbacba

شنبه321شنبه231شنبه211211
یکشنبه213ویکشنبه123یکشنبه211223
دوشنبه132دوشنبه312دوشنبه133122

به مربع  های لاتین متعامد صحیح دیگر نمره تعلق بگیرد.

: تعداد کل رمزها S = 45  -15
: تعداد رمزهای فاقد 3 A = 44  
: تعداد رمزهای فاقد 2 B = 44  

: تعداد رمزهای فاقد 2 و 3 A B = 43  
A B S A B ( )= − = − + −4 4 4 45 4 4 3   

16- اگر افراد جامعه را به دو دسته افراد با کد ملی زوج و فرد دسته بندی کنیم.
برای افراد با کد ملی زوج 12 ماه سال را با عنوان 12 لانه در نظر می گیریم.

12 = تعداد ماه ها = تعداد لانه ه
 

m نفر باید در همایش حضور داشته باشند. پس با مقادیر  + اگر تعداد افراد با کد ملی فرد را m نفر در نظر بگیریم، حداقل 49
مختلف m مسأله بی شمار جواب دارد.  )صفحه 83(

( / ) ( / )

( / ) ( / )

x x x x

x x x x

  
= → + + = → =  

   → + =
  = → + + = → =   

0 25 0 25
3 1 2 3

0 25 0 25
4 1 2 3

12
10 66

2
66 45 111

10
1 8 45

2

0

11     23      32
33     12      21
22      31     13

1      3       2
3      2       1
2      1       3

1      2       3
3      1       2
2      3       1
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سوالات آزمون نهایی درس: ریاضیات گسستهسوالات آزمون نهایی درس: ریاضیات گسسته

1- درست یا نادرست بودن گزاره های زیر را مشخص کنید.

الف( حاصل ضرب هر عدد گویا، در یک عدد گنگ، عددی گنگ است.

. a | c a یا  | b a آن گاه  | b c+ ، اگر  a ≠ 0 ب( برای اعداد صحیح b ،a و c که 
. (a,m) | b  دارای جواب است اگر و فقط اگر 

m
ax b≡ ج( معادله ی هم نهشتی 

(a,b) آن گاه می گوییم a و b نسبت به هم اول اند. د( اگر داشته باشیم 1=

2- برای هر دو عدد حقیقی x و y به روش بازگشتی )گزاره های هم ارز( نشان دهید: 

، آن گاه b نیــز عــددی فــرد  b | a + 2 ــه روش برهــان خلــف نشــان دهیــد؛ اگــر a عــدد صحیــحِ فــرد باشــد و  3- ب
اســت

| k k− −249 4 10 6 ، ثابت کنید:  | k +7 2  باشد به طوری که 1 4- اگر عددی مانند k در 

A را بر 16 به دست آورید. = +1463 5- باقی مانده تقسیم عدد 1

≡ را حل کنید.
9

1402 6- معادله ی هم نهشتی 11

7- جاهای خالی را با عبارات مناسب کامل کنید.

الف( گرافی را که بین هر دو رأس آن حداقل یک مسیر وجود داشته باشد، گراف ............... می گوییم.
ب( تعداد رئوس فرد هر گراف عددی ............. است.

ج( مینیمم درجه در گراف کامل از مرتبه P برابر ................. است.
د( گرافی را که درجۀ تمام رئوس آن با هم مساوی و برابر با عدد K باشد، گراف ِ ........... می گوییم.
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8- گراف G به صورت زیر رسم شده است. با توجه به این گراف به سوالات زیر پاسخ دهید.

الف( مرتبه و اندازه آن را بنویسید.
ب( مجموع درجات رئوس این گراف را به دست آورید.

GN را بنویسید. [c] ج( مجموعه ی 
د( دوری به طول 4 در این گراف بنویسید.

Gq(G) را به دست آورید. deg (g)+ هـ( حاصل عبارت 

9- گراف زیر را در نظر بگیرید:

الف( عدد احاطه گری گراف را با ذکر دلیل، به دست آورید.
ب( یک مجموعه ی احاطه گر مینیمال 8 عضوی بنویسید.

ج( یک مجموعه ی احاطه گر غیرمینیمال 4 عضوی بنویسید.

ــر  ــد. اگ ــادگاری بگیرن ــم بایســتند و عکــس ی ــار ه ــف کن ــک ردی ــد در ی ــر می خواهن ــرادر و ســه خواه ــار ب 10- چه
همــواره خواهرهــا کنــار هــم و برادرهــا کنــار هــم قــرار بگیرنــد، آنــگاه ایــن عمــل بــه چنــد طریــق امکان پذیــر اســت؟

11- با ارقام 2، 3، 1، 2، 2، 1، 1 و 1 چند کد 8 رقمی می توان نوشت؟

x باشد؟ ≥4 3 x و =2 4 x چند جواب صحیح و نامنفی دارد به شرط آن که  x x x+ + + =1 2 3 4 12 12- معادلۀ 

13 -ابتدا شرط متعامد بودن دو مربع لاتین را نوشته و سپس دو مربع لاتین متعامد از مرتبه 3 بنویسید.

ــداد 4 و 5  ــک از اع ــچ ی ــر هی ــه ب ــدد وجــود دارد ک ــد ع ) چن n )≤ ≤1 500 ــا 500  ــعی 1 ت ــداد طبی ــن اع 14- در بی
بخش پذیــر نباشــند؟

15- یــک نجــار در هفتــه 4 مــدل مختلــف صنــدلی در 3 رنــگ متفــاوت می ســازد. او در یــک هفتــه حداقــل چنــد 
صنــدلی بســازد تــا مطمئــن باشیــم، لااقــل 3 صنــدلی هــم رنــگ و هــم مــدل ســاخته اســت؟
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پاسخنامه:پاسخنامه:

1- الف( نادرست )ص 5(             ب( نادرست )ص 11(
    ج( درست     )ص 25(            د( درست )ص 13(

 x xy y x x xy y x x+ + ≥ − ⇔ + + + − + ≥2 2 2 2 22 2 4 4 2 4 4 0 2- )ص 8(
(x y) (x )⇔ + + − ≥2 22 0  

این رابطه همواره برقرار است.

 b k , b | a a bq a t= + ⇒ + = ⇒ =2 2 2 2  -3
که با فرض سوال در تناقض است. )ص 16(

| k k| k | k k
| k

 + ++ ⇒ ⇒ − −
+

2
249 4 4 17 2 1 49 4 10 6

49 14 7
4- )ص 16( 

A r≡− ⇒ ≡ ⇒ ≡ ⇒ =
16 16 161463 1 63 1 2 2 5- )ص 21(  

( )x x x+ + + ≡ + ⇒ ≡ ⇒ ≡−
9 9 9

1 4 2 1 1 7 2 7 70 6- )ص 30(
 

7- الف( همبند  )ص 39(           ب( زوج  )ص 40(
    ج( p -1  )ص 42(                د( k– منتظم )ص 35(

p )الف ,q= =7 6 q )ب       )ص 35(           =2 }  )ج             )ص 39(       12 }GN [c] a,c,d,e= 8- )ص 36(         
acefa )د Gq(G)  )هـ                                              )ص 38(            d (g)+ = + =15 6 )ص 38(                 21

)الف p(G) (G) γ ≥ ⇒ γ ≥ ∆ + 
3

1 9- )ص 49(
(G)γ = 3 } یک مجموعه احاطه گر است )0/5( بنا به رابطه )*( پس:  }A a,e,f= از طرفی 

} )ب }B a,d,g,h,i, j,k, l=  
به هر مجموعه احاطه گر هشت عضوی مینیمال دیگر نمره تعلق گیرد. )ص 46(

} )ج }C a,e,f ,b=  
به هر مجموعه احاطه گر چهار عضوی غیرمینیمال دیگر نمره تعلق گیرد. )ص 47(

! ! ! ( )× × =3 4 2 288 1 10- )ص 72(
!

! ! !× ×
8

4 3 1
11- )ص 58(

x x x+ + =1 3 4 8 12- )ص 61(
x y x x x

 
− = ⇒ + + = ⇒ =  

 
4 4 1 3 4

7
3 5 21

2
 

( , )
x x k

=
⇒ ≡− ⇒ = −

7 9 1 9
1 9 1
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13- نوشتن شرط متعامد بودن 
)ص 64 و ص 65(

14- )ص 75(
A , B , A B     = = = = = =          

500 500 500100 125 25
5 4 20


 

A B A B ( )= = − + − =500 100 125 25 300 

 

k k , n kn+ = ⇒ = = × = ⇒ + = × + =1 3 2 3 4 12 1 12 2 1 25 15- )ص 82(

232

213

321

213

132

321
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سوالات امتحان نهایی درس: ریاضیات گسستهسوالات امتحان نهایی درس: ریاضیات گسسته

1- درستی یا نادرستی گزاره های زیر را مشخص کنید:
 نیز عددی گنگ است.

x
1 الف( اگر x یک عدد گنگ باشد، 

. a | c a یا  | b a آن گاه  | b c+ ب( اگر 
 برقرار است.

a b a b
= +

+
1 1 1 a تساوی  b+ ≠ 0 پ( برای مقادیر حقیقی و ناصفر a و b به شرط آنکه 

ت( دو مربع لاتین متعامد از مرتبه 6 وجود ندارد.

2- در جاهای خالی عبارت های مناسب بنویسید.

m]) برابر با .................. است. ,m],m )2 5 الف( حاصل 
، می گوییم a و b ............... هستند. (a,b) ب( اگر برای دو عدد صحیح و ناصفر a و b داشته باشیم 1=

ــر ..............  ــک از رأس هایــش دیگــر احاطه گــر نباشــد، احاطه گ ــا حــذف هری ــه احاطه گــر را کــه ب ــک مجموع پ( ی
می نامیــم

K7 برابر ............ است. ت( تعداد یال های گراف 

3- گزاره زیر را به روش بازگشتی )گزاره های هم ارز( ثابت کنید: 

» y x(y x )′ + ≥ − + +1 2 1 »برای هر دو عدد حقیقی x و y داریم:

. a = ) بر a بخشپذیر باشند ثابت کنید ±1 m )+6 5 ) و  m )+5 4 a عددی صحیح و دو عدد  ≠ 0 4- اگر 

a) را بر 8 بیابید. b )+ +2 2 5 5- اگر a و b عددی صحیح و فرد باشد و در این صورت باقیمانده تقسیم عدد 

! را بر 15 به دست آورید. )! نماد فاکتوریل می باشد( ! ! ! ! ... !+ + + + + +1 2 3 4 5 20 6- باقی مانده تقسیم عدد  

≡x را در صورت امکان حل کرده و مجموعه جواب آن به دست آورید.
6

4 7- معادله هم نهشتی 10

2

200!
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8- در هر مورد، عبارت صحیح را از داخل پرانتز انتخاب کنید.

الف( تعداد رئوس یک گراف را )اندازه، مرتبه( می  نامیم.
ب( گرافی را همبند می نامیم که بین هر دو رأس آن یک )مسیر، یال( وجود داشته باشد.

n(n است. )−1
2

 ، n(n )−1 q(G) برابر با  q(G)+ پ( اگر G یک گراف n رأسی باشد، مقدار 
nC تنها یک )دور، مسیر( n راسی دارد. ت( گراف 

9- گراف G )شکل مقابل( را در نظر بگیرید:

δ(G) را مشخص کنید. ∆(G) و  الف( 
ب( دوری به طول 4 بنویسید.

پ( دو مسیر به طول 3 با شروع از رأس b بنویسید.
GN را با اعضا مشخص کنید. (f ) ت( 

10- عدد احاطه گری را برای گراف زیر مشخص و ادعای خود را ثابت کنید.

11- یک گراف 2- منتظم 12 رأسی بکشید که عدد احاطه گری آن کمترین مقدار ممکن را داشته باشد.

12- می خواهیــم 8 نفــر را کــه دو بــه دو بــرادر یکدیگرنــد در دو طــرف طــول یــک میــز مســتطیل شــکل بنشــانیم. اگــر 
بخواهیــم هــر نفــر روبــه روی بــرادرش بنشینــد، ایــن کار را بــه چنــد روش می تــوان انجــام داد؟

13- بــه چنــد روش می تــوان از بیــن 5 نــوع گل 16 شــاخه گل انتخــاب کــرد بــه طــوری کــه، از گل نــوع ســوم فقــط 
3 شــاخه و از گل نــوع چهــارم دســت کــم ســه شــاخه و از گل نــوع پنجــم بیــش از چهارشــاخه انتخــاب کنیــم؟

ــه ای  ــه گون C3  ب C2 و   ، C1 ــوالی در ســه کلاًس T3 در ســه جلســه مت T2 و   ، T1 ــرار اســت ســه مــدرس  14- ق
تدریــس کننــد کــه هــر مــدرس در هــر کلاًس دقیقــاً یــک جلســه تدریــس کنــد. بــرای ایــن منظــور، بــا اســتفاده 

ــد ــزی کنی ــن، برنامه ری ــع لاتی از مرب
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} نه بر 3 و نه بر 5 بخشپذیرند؟ }S n | n= ∈ ≤ ≤1 630 15- چند عضو از مجموعه 

16- هفــت نقطــه درون مســتطیلی بــه ابعــاد 4 و 6 انتخــاب می کنیــم، ثابــت کنیــد حداقــل دو نقطــه وجــود دارد کــه 

8 اســت فاصلــه آنهــا کمتــر از 
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پاسخنامه:پاسخنامه:

1- الف( درست           ب( نادرست           پ( نادرست      ت( درست

m2           ب( نسب به هم اول )ص 13(         پ( مینیمال  )ص 46(         ت( 21 )ص 38( 2- الف( 

 y x(y x ) x y xy x x+ ≥ − + + ⇔ + + + + + ≥2 2 2 21 2 1 2 2 1 0  -3
(x ) (x y)⇔ + + + ≥ ⇒2 21 0 این رابطه بازگشتی همواره بدیهی است.  )ص 7 و 8( 

4- )ص 11(
a | ( m )

a | ( m ) ( m ) a | a
a | ( m )

+
→ + − + → →⇒ = ±

+
6 5 4

5 6 5 6 5 4 1 1
5 6 5

 

k) پس داریم )ص 16( )∈ k می باشد.  +8 5- می دانیم مربع هر عدد فرد، به صورت 1
a k

a b k k a b k r
b k

 = + ′ ′′→ + + = + + + + → + + = + → =
′= +

4
4 4 4 4

4
8 1

5 8 1 8 1 5 5 8 7 7
8 1

 

)ص 39( ≡! پس داریم:  
15

200 0 ≡! و .... و 
15

5 0 ≡! و 
15

4 ≡! و 9
15

3 6 ≡! و 
15

2 2 ≡! و 
15

1 6- می دانیم 1
! ! ! ! ! ... !+ + + + + + ≡ + + + + + + + ≡

15 15
1 2 3 4 5 200 1 2 6 24 000 30 0 0  

) معادله جواب دارد.  )صفحه 30( , ) |12 8 7- چون 20
x x x x k≡ ⇒ ≡ → ≡ → = +

6 6 3
4 10 4 4 1 3 1  

)ص 35 و 38( n(n     ت( دور         )−1
2

8- الف( مرتبه       ب( مسیر        پ( 

b c e d b )ب             (G) , (G) rδ = ∆ =0 9- الف( 
)ص 41(  { }GN (f ) g= پ( bcde یا bdec یا bced یا bdce                     ت( 

 (G)γ ≤ 2 } داریم  }a,d ≥(G) و با توجه به  γ2 (G) بنابراین   ≤ γ  

6
5

n پس داریم  (G)≤ γ
∆ +1

10- روش اول می دانیم 

. (G)γ = و لذا 2
} احاطه می شود. پس عدد احاطه گری این گراف کوچکتر یا مساوی 2 است  }a,d روش دیگر: این گراف با مجموعه دو عضوی 
γ(G) یعنی گراف یک رأس دارد که تمام رئوس را احاطه می کند یعنی رأس از درجه 5 باید در  γ(G) اما اگر 1= ≤ 2 یعنی 

. (G)γ = >(G) و لذا 2 γ ≤1 γ(G) بنابراین 2 گراف وجود داشته باشد که چنین رأسی وجود ندارد و لذا 1<
11- رسم شکل با مشخص کردن نقاط احاطه گری آن

)ص 53(

به شکل  های دیگر نیز نمره داده شود. مانند

3

3
3

3 3 3 3
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!× =44 2 384 12- )ص 71(

x ,x y ,x yx x x x x x x , x = = + = ++ + + + = = ≥ ≥ →2 4 2 5 53 3 5
1 2 3 4 5 2 4 516 3 3 5 13- )ص 71(

ix x y y x x y y x , y
+ − 

+ + + + + + = + + + = ≥ ≥ → = − 
1 2 4 5 1 2 4 5 5

5 4 1
3 3 5 16 5 56

4 1
0 0  

14- فرض کنیم هر سطر نشان دهنده هر کلاًس و اعداد 1، 2 و 3 در مربع لاتین نمایانگر مدرس های حاضر در کلاًس باشند. 
طبق مربع لاتین 3 × 3 زیر هر مدرس در هر جلسه در یک کلاًس حاضر می شود و در هر کلاًس دقیقاً یک جلسه تدریس دارد

۳۲۱
۲۱۳
۱۳۲

A B s A B s A B A B= − = − − +  
 -15

s , A , B , A B= = = =630 210 126 42 )ص 83(
A B⇒ = 336  

16- ابتدا مستطیل مورد نظر را به 6 مربع به ضلع 2 تقسیم می کنیم و هر قسمت را یک لانه فرض می کنیم و هفت نقطه را 
هفت کبوتر در نظر می گیریم. طبق اصل لانه کبوتری دست کم یک لانه وجود دارد که شامل دو کبوتر است. با توجه به قضیه 

)ص 84( فیثاغورس داریم:  
AB AC BC AB AB AB= + → < + ⇒ < ⇒ <2 2 2 2 2 2 22 2 8 8  


