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درس اول : مفاهیم اولیه و زاویه ها در

دایره طول کمان و مساحت قطاع
اگر طول یک کمان   از دایرة   با طول کمان   از دایرة   برابر باشد، آنگاه نسبت مساحت دایرة   به مساحت دایرة    1

چقدر است؟
60∘C  145∘C  2C  1C  2

وتر و کمان و نظیر آن  
در شکل مقابل وتر  بر قطر  عمود است. ثابت کنید قطر  وتر  و کمان  را نصف می کند.  2

       

ABCDCDABAB

درستی یا نادرستی گزاره هاي زیر را معلوم کنید.  3

هر چندضلعی منتظم، هم محیطی و هم محاطی است.

عمودمنصف هر وتر دایره، از مرکز آن دایره می گذرد.

، وتر  و کمان  را نصف می کند. در یک دایره وتر  و قطر  بر هم عمودند. ثابت کنید قطر   4ABCDCDABAB

در دایرة  قطر  کمان  را نصف کرده است. نشان دهید  بر وتر  عمود است و آن را نصف می کند.  5C(O, R)CDABCDAB

دو دایرة هم مرکز با شعاع هاي  و  مفروضند، طول وتري از دایرة بزرگ تر را که بر دایرة کوچک تر مماس است محاسبه کنید.  662

درستی یا نادرستی عبارت هاي زیر را مشخص کنید.  7

الف) اگر نقطه اي مانند  درون دایرة  باشد فاصلۀ آن تا مرکز دایره برابر شعاع دایره است.
ب) شرط لازم و کافی براي اینکه یک خط بر یک دایره مماس باشد این است که این خط در نقطۀ تماس با دایره بر شعاع وارد بر آن نقطه عمود

باشد.
ج) کمان هاي دایره هاي مختلف که اندازه هاي برابر دارند همواره طول هاي برابر دارند.

د) اگر کمان هاي محدود به دو وتر یک دایره با هم برابر باشند آن دو وتر موازي اند.

AC(o, r)

مساحت ناحیۀ واقع بین دو دایرة هم مرکز   سانتی متر مربع است، طول وتري از دایرة بزرگ تر که بر دایرة کوچک تر مماس باشد،  8

برحسب سانتی متر کدام است؟

 2
25π

30 48

B

C
A

30

در شکل مقابل شعاع دایره چقدر است؟  9

در شکل مقابل شعاع نیم دایره   سانتی متر است، مساحت مربع محاط در نیم دایره چند سانتی متر مربع است؟  107٫5

1



O

B
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در شکل مقابل ثابت کنید:   11 =B̂1  B̂2

زوایاي مرکزي، محاطی و ظلی
درستی یا نادرستی عبارات زیر را تعیین کنید.  12

در هر دایره، طول یک کمان، برابر با اندازة زاویۀ مرکزي مقابل به آن کمان است.

352دو دایره به طول شعاع هاي  و  سانتی متر و طول خط المرکزین  سانتی متر، مماس برون هستند.

، برابر با نصف اندازة کمان مقابل به آن زاویه است. در شکل زیر  مرکز دایره است. ثابت کنید؛ اندازة زاویۀ محاطی   13

 

OM̂

اندازة هر زاویۀ ظلی برابر است با  .................. اندازة کمان رو به رو به آن زاویه.  14

در شکل مقابل  قطر دایره است. ثابت کنید: «زاویۀ محاطی  نصف کمان  است.»  15

      

ADDABBD

ثابت کنید اگر دو وتر از دایره، بیرون دایره متقاطع باشند، زاویۀ بین دو وتر با نصف قدرمطلق تفاضل کمان هاي محدود به دو وتر برابر  16
است.

ثابت کنید اگر دو ضلع زاویۀ محاطی در یک طرف قطر باشند، اندازة زاویۀ محاطی نصف کمان روبه روي آن است.  17

       

در شکل مقابل مقدار  را به دست آورید.  18x
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B

B

AH

C

C

P

در شکل مقابل  عمودمنصف  است. اگر  باشد، اندازة زاویۀ  را برحسب  بیابید.  19BCAPP H =Ĉ αBB A′α

زوایاي بین وترها و مماس ها  
با توجه به شکل، مقدار  را محاسبه کنید.  20

 

x

در شکل زیر  مرکز دایره و وتر  مساوي شعاع دایره است. زاویۀ  را بیابید.  21

     

OABα

. در شکل زیر  مماس بر دایره و  قاطع می باشد. ثابت کنید:   22

      

MTMBMT =2 MA ⋅ MB

در شکل مقابل مماس  برابر با وتر  رسم شده و  قطر دایره است، اندازة زاویۀ  را بیابید.  23

     

PTTBABP
⌢

در شکل زیر از نقطۀ تماس  خطی موازي وتر  رسم کنید  24

سپس ثابت کنید: 

BAC

=M  2
−BC

⌢
AB
⌢
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درس دوم : رابطه هاي طولی در دایره

در شکل زیر اضلاع زاویه هاي  و  بر دایره مماس هستند  25

و داریم  و  در این صورت ثابت کنید

وترهاي  و  برهم عمودند.

M̂N̂

=M̂ 150∘=N̂ 30∘

ABCD

. اندازه زاویه  چقدر است؟ در شکل زیر داریم:   26a =  =2
b

 

3
c

M̂

مسائل ترکیبی درس 1

 

در شکل زیر، دو وتر  و  برابرند و در نقطۀ  یکدیگر را قطع می کنند. ثابت کنید  نیمساز  است.  27ABCDPOPAP D^

روابط طولی در دایره

از نقطۀ  خارج دایره، مماس  و خط قاطعی نسبت به دایره رسم خط قاطع دایره را در نقاط  و  قطع می کند. ثابت کنید:  28PPTAB

P T =2 P A × PB

ثابت کنید هر گاه خط هاي شامل دو وتر دلخواه  و  در نقطه اي مانند  (بیرون دایره) یکدیگر را قطع کنند، آنگاه:  29ABCDM

MA ⋅ MB = MC ⋅ MD

 30

 در شکل مقابل مقادیر  ،  و  را بیابید.

( ( بر دایره مماس است و  و 

xyz

MT=TB 60∘=T A 140∘

جاهاي خالی را تکمیل کنید.  31

4cm∘30مساحت قطاع  از دایره اي به شعاع  برابر .................. سانتی متر مربع است.

4
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. محیط مثلث  برابر .................. است. با توجه به شکل مقابل  و 

    

AC = 7BM = 3ABC

،  و  را بیابید. در دایرة مقابل   32

      

xyz

از نقطۀ  خارج دایره، یک مماس و یک قاطع بر دایره رسم کرده ایم، ثابت کنید مربع اندازة مماس برابر است با حاصل ضرب اندازه هاي  33
دو قطعۀ قاطع.

M

جاهاي خالی زیر را با عبارت (کلمات) مناسب کامل کنید.  34
الف: هرگاه از یک نقطۀ خارج دایره یک مماس و یک قاطع بر دایره رسم کنیم طول مماس  ..................  بین دو قطعۀ قاطع است.

ب: دو دایره  و  با  فرض  نسبت به هم وضعیت  .................. دارند.

ج: طول مماس مشترك خارجی دو دایره به شعاع هاي  و  در حالت مماس خارج با فرمول  .................. محاسبه می شود.

د: در حالتی که دو دایره متقاطع باشند خط المرکزین   .................. وتر مشترك دو دایره است.

C(O, R)C (O , R )′ ′ ′OO =′ d = R + R′

RR′

OO′

 ( ( ( (

گزینۀ صحیح را انتخاب کنید.  35

الف) در شکل مقابل مقدار  کدام است؟

  (                (                (                (  

 ب) کمترین و بیشترین فاصلۀ نقطۀ  از محیط دایره اي  و  می باشد. مساحت دایره کدام است؟

ج) از نقطۀ  دو مماس  و  را بر دایرة  با زاویۀ بین دو مماس  رسم کرده ایم. طول  کدام است؟

 (                  6 (               (              (  

x

1 20220364 6

A315

136π212π318π424π

MMTMT́C(O, 4)600T T́

13  522  5344  3

ثابت کنید هرگاه دو وتر از دایرة درون دایره متقاطع باشند. حاصل ضرب قطعه هاي ایجاد شده روي هر وتر با هم برابر است.  36

5



، آنگاه وتر  وتر  را ، وتر  به طول  را به نسبت  به  تقسیم کرده است. اگر  در دایرة  وتر   37

( < به چه نسبتی قطع می کند؟ (

 

C(O, R)ABCD3023AB = 33CDAB

MBMA

در شکل زیر  و  بر دو دایرة  و  مماس هستند.  38

ثابت کنید:  
 

 
     

MAMBC  1C  3

MA = MB

39  در شکل زیر مقادیر  و  را محاسبه کنید. ( مماس بر دایره است.)

 

xyMT

x12

2 D

B

C

E A4

در شکل مقابل  و  نقاط تماس هستند. مقدار  چقدر است؟  40BCx

D

B A

C

6
6

در شکل مقابل  بر دایره مماس بوده و  است. اگر محیط مثلث  برابر با  باشد، اندازة  چقدر است؟  41ADAB = AD = 6ABC16BC
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رسم مماس بر دایره

در شکل زیر  به طول  مماس بر دایره است. مقادیر عددي  و  را به دست آورید.  42

       

MT3  2xy

هرگاه از نقطۀ  خارج دایرة  دو مماس بر دایره رسم کنیم و  و  نقاط تماس باشند، ثابت کنید:  43
الف) اندازه هاي دو مماس با هم برابرند.

ب)  نیمساز  است.

MC(O , R)TT ′

OMTMT ′

از نقطۀ  خارج دایره اي مماس   به طول  را بر آن رسم کرده ایم ( روي دایره است). همچنین خطی از  گذرانده ایم که  44

. طول هاي  و  را بیابید. دایره را در دو نقطۀ  و  قطع کرده است به طوري  که  و 

MMT8  2TM

ABMA < MBAB = 28MAMB

طرز رسم مماس بر دایره از نقطه اي خارج دایره به کمک خط  کش و پرگار را با ذکر دلیل توضیح دهید.  45

اوضاع نسبی دو دایره

طول خط المرکزین دو دایرة مماس درونی،  و مساحت ناحیۀ محدود بین آنها  است. شعاع هاي دو دایره را بیابید.  462cm16πcm2

. مساحت در شکل مقابل دو دایرة مماس داخل بوده و دو قطر AB و CD از دایره بزرگ تر بر هم عمودند. اگر  و   47
قسمت هاشورخورده را بیابید.

     

AM = 6ND = 4

دو دایرة  و  مماس درون هستند و مساحت ناحیۀ بین آنها  است. طول شعاع هاي دو دایره را به  48
دست آورید.

C(O, 3K + 4)C (O , 3K +′ ′ 8)64π

مماس مشترك دو دایره  

دو دایرة متخارج داریم که طول مماس مشترك داخلی و خارجی آنها به ترتیب برابر  و  سانتی متر و طول خط المرکزین آنها مساوي  49

 سانتی متر است. طول شعاع هاي دو دایره را به دست آورید.

1024

26

طول مماس مشترك خارجی دو دایرة مماس برون به شعاع هاي  و  برابر  است. (درست - نادرست)  50RR′2  R + R′

درستی یا نادرستی جملات زیر را معلوم کنید.  51

کایت (شبه لوزي)، یک چهارضلعی محیطی است.

RR2 طول مماس مشترك خارجی دو دایرة مماس خارج، برابر  است. ′

هر تبدیلی که اندازة زاویه را حفظ کند، تبدیلی طولپا (ایزومتري) است.

نتیجۀ دو بازتاب متوالی با محورهاي بازتاب موازي، یک تبدیل انتقال است.
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درستی یا نادرستی عبارت هاي زیر را مشخص کنید.  52

الف: دو دایرة  ,  و  متخارج هستند.

ب: از نقطۀ  خارج دایره  مماس  را در نقطۀ   بر دایره رسم کرده ایم, دایره اي به قطر  از  عبور می کند.

ج: دو دایرة   و  با فرض  مماس درون هستند. هرگاه:  

د) هرگاه دو مماس مشترك خارجی دو دایره متقاطع باشند نقطۀ تقاطع روي خط شامل  خواهد بود.

C(O, 5)C (O , 3)′ ′OO =′ 10

MC(O, R)MTTOMT

C(O, R)C (O , R )′ ′ ′OO =′ dd = R − R′

OO′

براي دو دایرة  و  با فرض  مقدار  را طوري بیابید که طول مماس مشترك خارجی دو دایره   53
باشند.

C(O, 8)C (O , 3)′ ′OO =′ 13m3m − 3

جمع شعاع هاي دو دایره  و اختلاف آنها  می باشد. اگر طول مماس مشترك خارجی آنها  باشد، طول مماس مشترك داخلی  54
آنها را بیابید.

 17 11 70

در شکل روبه رو دو دایره به شعاع هاي  و  مماس خارج و  مماس مشترك خارجی آنهاست. محیط و مساحت  چقدر  55
می شود؟

68T T ′OT T O′ ′

سانتی متر مطابق شکل، کنار یکدیگر قرار گرفته و با سیم به هم بسته شده است. طول سیم که دور آنها دو تیر استوانه اي به قطرهاي  و   56
می پیچد؛ چقدر است؟

618

مسائل ترکیبی درس 2

در شکل زیر مثلث  متساوي الاضلاع است، مساحت قسمت  هاشورخورده را بیابید.  57

      

ABC
Δ

در شکل زیر دایره به شعاع  است. مساحت ناحیۀ سایه زده را محاسبه کنید.  58

      

6
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درس سوم : چند ضلعی هاي محاطی و

محیطی

نخی به طول  مطابق شکل زیر، سه دایره با شعاع هاي برابر که دو به دو بر هم مماس هستند را به هم بسته است. مساحت ناحیۀ  59

هاشورخورده را محاسبه کنید. (راهنمایی طول نخ =  )

     

18+ 6π

6r + 2πr

چند ضلعی هاي محاطی و ویژگی هاي آن ها
ثابت کنید اگر یک چهارضلعی محاطی باشد، آنگاه دو زاویۀ مقابل آن مکمل هستند.  60

ثابت کنید اگر یک چهارضلعی محاطی باشد، دو زاویۀ مقابل آن مکمل یکدیگر هستند.  61

چند ضلعی هاي محیطی و ویژگی هاي آن ها
در چهارضلعی محیطی زیر ثابت کنید؛ مجموع اندازه هاي دو ضلع مقابل، برابر با مجموع اندازه هاي دو ضلع دیگر است.  62

 

جاهاي خالی را تکمیل کنید.  63

مرکز دایرة محاطی درونی براي چندضلعی هاي محیطی، محل همرسی .................. است.

تبدیلی که هر نقطه از صفحه را به همان نقطه از صفحه نظیر می کند، تبدیل .................. است.

تنها تبدیل طولپایی که همواره شیب را حفظ می کند، تبدیل .................. است.

Aدر مثلث  .................. اگر و تنها اگر  CB
Δ

a <2 b +2 c2

ثابت کنید اگر در یک چهارضلعی، مجموع اندازه هاي دو ضلع مقابل، برابر مجموع اندازه هاي دو ضلع مقابل دیگر باشند، آنگاه چهارضلعی  64
محیطی است.

ثابت کنید اگر یک چهارضلعی محیطی باشد آنگاه جمع اضلاع روبه روي آن برابر است.  65

دایره هاي محاطی داخلی و خارجی مثلث
در هر قسمت، پاسخ مناسب را بنویسید.  66

در هر مثلث، نقطۀ همرسی نیمسازها، مرکز دایرة .................. مثلث است. (محیطی، محاطی)
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،  و  را در نظر بگیرید. نشان دهید: مثلثی به طول اضلاع  و  با شعاع دایرة محاطی دایره به اندازة  و سه ارتفاع به طول هاي   67b, acrh  ah  bh  c

 +
h  a

1
 +

h  b

1
 =

h  c

1
 

r

1

،  و شعاع هاي سه دایرة محاطی خارجی یک مثلث و شعاع دایرة محاطی داخلی آن برابر  باشد، حاصل  برابر  اگر   68

.................. است.

r  ar  br  c4 +
r  a

1
 +

r  b

1
 

r  c

1

، شعاع دایرة محاطی داخلی را محاسبه کنید. در مثلث قائم الزاویه اي با اضلاع زاویه قائمه  و   6934

ثابت کنید عمودمنصف یک ضلع هر مثلث و نیمساز زاویۀ مقابل به آن ضلع، یکدیگر را روي دایرة محیطی مثلث قطع می کند.  70

،  و زاویۀ مقابل به آن سی درجه می باشد. قطر دایرة محیطی این مثلث کدام است؟ در مثلث   71A CB
Δ

AB = 6

12 (4 6 (3 3 (2 1 (1

در مثلثی ارتفاع هاي وارد بر سه ضلع با اندازه هاي  مفروض اند، شعاع دایرة محاطی داخلی مثلث را بیابید.  724  3 و2  و

درستی یا نادرستی عبارت هاي زیر را مشخص کنید.  73
الف) در هر دایره، منظور از اندازة کمان، همان طول کمان است.

ب) دو وتر که یکدیگر را درون دایره قطع نمی کنند، اگر موازي باشند، کمان هاي محدود بین آنها مساوي است.

ج) اگر از نقطۀ  خارج دایره  مماس  را بر دایره رسم کنیم در حالت کلی داریم: 
د) مثلثی می توان رسم کرد که محاطی باشد اما محیطی نباشد.

MC(O, R)MTMT =2 R × OM

اگر  و  به ترتیب مساحت و نصف محیط مثلثی دلخواه باشند و  شعاع دایرة محاطی درونی مثلث باشد، در حالت کلی ثابت کنید:  74Spr

r =  

p

S

ثابت کنید عمودمنصف یک ضلع هر مثلث و نیمساز زاویۀ مقابل به آن ضلع، یکدیگر را روي دایرة محیطی مثلث قطع می کنند.  75

،  و  باشند  اگر نقاط تماس دایرة محاطی داخلی مثلث  با اضلاع آن   76

و  و  نقطه هاي تماس یک دایره محاطی خارجی با خط هاي شامل دو ضلع زاویۀ  باشند ثابت کنید: 

( نصف محیط مثلث)

ABCMNK

TT ′A

AM = AN = p − a

p

چقدر است؟ شعاع دایرة محاطی داخلی مثلثی با اضلاع  و  و   7781517

چندضلعی هاي منتظم  
هر چندضلعی منتظم، هم محاطی و هم محیطی است. (درست - نادرست)  78

مساحت ناحیۀ محدود بین دایرة محیطی و دایرة محاطی یک شش ضلعی منتظم به ضلع  سانتی متر را محاسبه کنید.  7910

10
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M

A B

F C

P E D N

شش ضلعی منتظم  مفروض است. با امتداد دادن اضلاع شش ضلعی، مطابق شکل، مثلث  را ساخته ایم.  80

الف) نشان دهید  متساوي الاضلاع است.

ب) نشان دهید مساحت شش ضلعی، دو سوم مساحت مثلث  است.

،  و  رسم کنید. با توجه به آنچه از هندسۀ پایۀ ،  و  را به ترتیب بر  پ) از نقطۀ دلخواه  درون شش ضلعی عمودهاي 

 می دانید، مجموع طول هاي این سه عمود با کدام جزء از مثلث  برابر است؟

،  و  چه کسري از مساحت مثلث  است؟ نشان دهید: ت) مجموع مساحت هاي مثلث هاي 

 

ABCDEFMNP

MNP

MNP

TT HT H ′T H ′′BCEDAF

1MNP

TBCT DET AFMNP

S  +TBC S  +T DE S  =T AF S  +T AB S  +TEF S  TCD

11



اگر شعاع دایرة   را   و شعاع دایرة   را   فرض کنیم، آنگاه طول کمان هاي موردِنظر برابر است با:  1

 

 
 و در نتیجه:

      

روش اول:  2

       

 
 روش دوم:

 
 چون در مثلث متساوي الساقین، ارتفاع، نیمساز و میانه هم هست داریم:

 

 3

درست

درست

 4

                                                                                          

 5

                                     

 6

C  1R  1C  2R  2

L  =2  (2πR  ) , L  =360
45

2 1  (2πR  )360
60

1

L  =1 L  ⇒2 45R  =2 60R  1 ⇒ 3R  =2 4R  1 ⇒  =
R  2

R  1
 

4
3

⇒  =
S  2

S  1
 =

πR  2
2

πR  1
2

 

16
9

  { OA = OB

OH = OH

وتر و یک ضلع 
ΔAOH ≅ ΔBOH →

AH = BH   ,    =O1  →O2 AD = BD

OA = OB = r ⇒ OAB  
متساوی الساقین

AH = BH   ,   O  =1 O  ⇒2 AD = BD

  ⎩⎨
⎧ OA = OB = R

 =  = 90H1 H2
∘

OH = OH

ΔOAH ≅ ΔOBH

⇒ AH = BH ,  =O1  →O2 =AD BD

=AD
⌢

⇒BD
⌢

 =O1  O2

   ⎩⎨
⎧  =  O1 O2

OH = OH

OA = OB = r

ض ز ض 
ΔOAH ≅ ΔOBH

⇒ AH = BH

 +H1  =H2 180  

∘  
=

 H1 H2 2  =H1 180 ⇒∘
 =H1  =H2 90∘

12
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H BA

O
C

C

1

2

RR1 2

 می دانیم شعاع در نقطۀ تماس بر خط مماس عمود است و شعاع عمود بر وتر؛ وتر و کمان مقابل آن را نصف می کند؛ بنابراین داریم:

           

(صفحۀ  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

 

              

الف) نادرست؛ اگر نقطه درون دایره باشد فاصلۀ آن تا مرکز کمتر از شعاع آن دایره است.  7
ب) درست؛ یک خط و یک دایره بر هم مماس اند اگر و تنها اگر این خط در نقطۀ تماس با دایره بر شعاع وارد بر آن نقطه عمود باشد.

ج) نادرست؛ با توجه به شکل مقابل مشاهده می شود که کمان ها با اندازه هاي برابر می توانند طول هاي نابرابر داشته باشند:

 

د) نادرست؛ مثال نقض در شکل زیر  اما 

A A

BB

(صفحۀ  تا  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

الف) نادرست   

ب) درست   

ج) نادرست   

د) نادرست   

 8
 مساحت ناحیۀ واقع بین دو دایره برابر است با: 

 بنابراین:

از طرف دیگر در مثلث قائم الزاویۀ  داریم:

 ⇒
OH = 2
OA = 6 } AH =2 OA −2 OH =2 36 − 4 = 32

⇒ AH =  =32 4  ⇒2

AB = 2AH = 2  =32 8  2

17

OH +2 AH =2 OA ⇒2 AH =  =32 4  (  0٫5)2 نمره

AB = 2AH ⇒ AB = 2  =32 8  (  0٫5)2 نمره

=AB
⌢

A B′ ′
⌢

AB  A B′∥ ′

1015

( نمره(0٫25 

(
 
نمره(0٫25

( نمره(0٫25 

( نمره(0٫25 

ΔS = S  −2 S  =1 πR  −2
2 πR  1

2

πR  −2
2 πR  =1

2
 ⇒2

25π
R  −2

2 R =1
2

 2
25

OHB

HB =2 R  −2
2 R  1

2

13



 در نتیجه:

، پس  وسط کمان  قرار دارد و پاره خط  بر وتر  عمود است. داریم:  چون   9

30

24
B

C
A

30
24

H
R

O

 

از مرکز دایره به دو رأس بالایی مربع وصل می کنیم و در مثلث هاشورخورده رنگ رابطۀ فیثاغورس را می نویسیم:  10

a aR

a
2

شعاع در نقطۀ تماس بر خط مماس عمود است. داریم:  11

  12

نادرست

نادرست

روش اول:  13

مرکز دایره را به نقطۀ  وصل می کنیم.

   

 زاویۀ  در مثلث  خارجی است. لذا:  

 

 روش دوم:

وتر  و شعاع عمود بر آن را رسم می کنیم. در نتیجه:

 

          

 روش سوم:

وتر  و شعاع عمود بر آن را رسم می کنیم. در نتیجه:

HB =2
 ⇒2

25
HB =  ⇒

 2
5

AB = 2HB =  ×
 2

5
2 = 5 2

AB = ACABCOABC

 

A H : = 90 ⇒ AH = 30 − 24 ⇒ AH = 18B
△

Ĥ ∘ 2 2 2

OH = R − 18
O C : R = 24 + (R − 18) ⇒ R = 25H
△ 2 2 2

a +2
 =4

a2
R ⇒2 5a =2 4R ⇒2 5a =2 4(  ) ⇒

2
15 2

a =2 45

 ⇒  =  { = 90 , = 90 ⇒ OA∣∣BH ⇒ O B =
 Â ∘ Ĥ ∘ Â B̂2

OA = OB ⇒ O B =  Â B̂1
B̂1 B̂2

A

OM = OA = R ⇒  =M̂1 (1)Â

 Ô1O MA
Δ

 =Ô1  +M̂1 (2)Â

(1), (2) ⇒  =Ô1 2  ⇒M̂1 =BA
⌢

2  ⇒M̂1  =M̂1  

2
BA
⌢

AB

OH⊥AB ⇒ BH = AH, =BD
⌢

DA
⌢

  ⇒ =  =  

BM

BO

BA

BH

2
1

=B̂ B̂ ⎭⎬
⎫

O H ∼B
Δ

M B ⇒A
Δ

=M̂  =Ô1 =BD
⌢

 

2
AB
⌢

AB
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 از طرفی چون در مثلث  میانه وارد بر یک ضلع، نصف آن ضلع است، لذا مثلث قائم الزاویه است. پس:

 

 روش چهارم:

از نقطۀ  خطی بر دایره، مماس می کنیم. همچنین از نقطۀ  به وتر  عمود می کنیم و امتداد می دهیم تا خط مماس را در نقطۀ  قطع کند.
در نتیجه:

 

نصف  14

 15

شعاع  را رسم می کنیم:

                                                                                                                   
 بنابراین:

                               

از  وتر  را موازي  رسم می کنیم. می دانیم کمان هاي محدود به دو وتر موازي در دایره با هم برابرند.  16

      
 بنابر قضیۀ موازي و مورب داریم:

 

  (صفحۀ  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

OD⊥AB ⇒ =BD
⌢

⇒DA
⌢

 =Ô1  (1)
2

BA
⌢

AMB

 ⇒
MA⊥AB

OD⊥AB
} MA∣∣OD ⇒ =M̂   Ô1

(1)
=M̂  

2
BA
⌢

MOAMC

  ⇒

OH⊥AM = O  =  1 2
AM
⌢

O  + M  = M  + M  = 90 ⇒ M  = O  1 1 2 1
∘

2 1

M  + M  = 90 =  =  1 2
∘

2
180∘

2
+BA

⌢
AM
⌢

⎭

⎬

⎫

M  +1  =
2

AM
⌢

 ⇒
2

+BA
⌢

AM
⌢

M  =1  

2
BA
⌢

OB

OA = OB →  
=A  1  B  1

 =O  1 2    A  1 Oزاویۀ خارجی است:  1

 
=O  1   DB Oزاویۀ مرکزی است:  1

=DB 2  →A1  =A1  2
1

DB

CCFBD

=Â  =Ĉ1

محاطی 
 =2

EF
⌢

 ( −2
1

DE
⌢

) =DF
⌢

 ( −2
1

DE
⌢

)BC
⌢

15

15



 رسم شکل ( نمره)

            

 17
می دانیم اگر یک ضلع زاویۀ محاطی قطري از دایره باشد، اندازة زاویۀ محاطی نصف کمان روبه روست.

         
 

(صفحۀ  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

 می دانیم اگر یک ضلع زاویۀ محاطی قطر دایره باشد، اندازة آن نصف کمان روبه رو است. ( نمره)

           
 

می دانیم که اگر در دایره اي دو وتر موازي باشند، کمان هاي بین آنها مساوي اند. داریم:  18

از  به  وصل می کنیم. دو مثلث  و  به حالت دو ضلع و زاویۀ بین (قائمه) هم نهشت هستند. داریم:  19

روش اول:  20

 روش دوم: با استفاده از ویژگی هاي زاویۀ محاطی و زاویۀ خارجی داریم:

            

 روش سوم:

  

      

0٫5

قضیۀ موازی مورب:  =Â  =Ĉ1  =2
EF
⌢

 ( −2
1

DE
⌢

)(  0٫5)DF
⌢

نمره

 ⟹
=BC

⌢
DF
⌢

=Â  ( −2
1

DE
⌢

)(  0٫5)BC
⌢

نمره

 =Â
کل   +A  1̂  ⇒A  2̂  =A  1̂  −Â

کل   A  2̂

⇒  =A  1̂  −2
BCD
⌢

 ⇒2
CD
⌢

 =A  1̂  2
BC
⌢

14

0٫5

 
=Â

کل   +A  1̂  ⇒A  2̂  =A  1̂  −Â
کل   

(
 
0٫5)A  2̂ نمره

⇒  =A  1̂  −2
BCD
⌢

 ⇒2
CD
⌢

 =A  1̂  (  0٫5)2
BC
⌢

نمره

 

 ⇒ 360 = x + x + x + x +  + 45{ EF ∣∣BC ⇒ = = xBE
⌢

CF
⌢

AB∣∣DE ⇒ = = xBE
⌢

AD
⌢

∘
2
x ∘

⇒ 315 =  ⇒ x = 70∘
2
9x ∘

CAP HCA HC

  ⇒
⎩
⎨
⎧

H A = H P , H P =
 Ĉ Ĉ Ĉ

2
BC

⌢ ′

H P = αĈ

=BC
⌢ ′

2α

H A =Ĉ H P =Ĉ α ⇒ =AB
⌢

2α , (  )B A محاطی= B′^
 =

2
AB

⌢

 =2
2α

α

 =2
120 + y∘

80 ,  =∘

2
120 − y

x ⇒ y = 40 , x =∘ 40∘

80 =∘
 +Ĉ1 =Â  +

2
120∘

⇒Â =Â 20 (∗)∘

  ⇒
 =  = 60D̂1 2

120∘
∘

 = + x 20 + xD̂1 Â =
(∗) ∘ ⎭⎬

⎫
x = 40∘

 y =  , x =2
z + t

 ⇒2
z − t

x + y = z ⇒ x + 80 =∘ 120 ⇒∘ x = 40∘

16
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 21

 چون  است، پس مثلث  متساوي الاضلاع است.

. چون  قطر است پس: 

در نتیجه: 

 22

داریم: 

پس: 

بنابراین:  یعنی 

 23
 

           

 (صفحۀ  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

           

 24

می دانیم در هر دایره وترهاي موازي، کمان هاي مساوي از دایره جدا می کنند؛ بنابراین  
اندازة زاویۀ ظلی نصف کمان روبه روست پس

 

 بنا بر قضیۀ موازي و مورب داریم:

 

(صفحۀ  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

        

 

 25

AB = RO BA
Δ

CD 
=O1 =BD

⌢
180 −∘ (70 +∘ 60 ) =∘ 50∘

α =  =2
70 − 50∘ ∘

10∘

=M   =MوT1 =B  2
T A
⌢

M A ∼T
Δ

M BT
Δ

 =
MA

MT
 

MT

MB
MT =2 MA ⋅ MB

TP = BT ⇒ =B̂

محاطی 
=P̂  

2
x
⌢

  ⇒
 AB ⇒ +  = قطر180 x

⌢
y
⌢ ∘

=  =  ⇒  = 2P̂
2

 −y
⌢

x
⌢

2
x
⌢

y
⌢

x
⌢ ⎭⎬
⎫

3 =x
⌢ 180 ⇒∘ =x

⌢ 60 ⇒∘ =P̂ 30∘

17

=P̂ =B̂

محاطی 
 =

2
x
⌢

 (  0٫5)
2

 −y
⌢

x
⌢

نمره

 =y
⌢ 2 , +x

⌢
x
⌢

 =y
⌢ 180 (  0٫5)∘ نمره

=x
⌢ 60 ⇒ =P̂  =2

x
⌢

30 (  0٫5)∘ نمره

=DC
⌢

AB
⌢

 =B  1  2
BD
⌢

=M  =B  1  =2
BD
⌢

 ⇒2
−BDC

⌢
DC
⌢

=M  

2
−BC

⌢
AB
⌢

16

BD ∥ AC ⇒ =DC
⌢

(  0٫5)AB
⌢

نمره

  
Bظلی=  1  =2

BD
⌢

 (  0٫5)2
−BCD

⌢
DC
⌢

نمره

=M  =B  1  (  0٫5)2
−BC

⌢
AB
⌢

نمره

17



 فرض کنیم کمان هاي محصور  و  باشند بنابراین:

         

(صفحۀ  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

 26

می دانیم که شعاع عمود بر وتر آن را نصف می کند، بنابراین:  27

A

C B

D

HPK

O

 

  

چون نقطۀ  از دو ضلع زاویۀ  به یک فاصله است، پس روي نیمساز آن قرار دارد، یعنی :  .

روش اول:  28

از نقطۀ  به  و  وصل می کنیم.

 روش دوم:

. پس: نقطۀ  را به مرکز دایره وصل می کنیم و امتداد می دهیم. سپس نقاط برخورد با دایره را  و  می نامیم. قرار می دهیم 

          

t, s, ru

  

 = 150
2

r + u + t − s ∘

 = 30
2

r + s + t − u ∘ ⎭⎬
⎫

⇒
+

 =2
2r + 2t

180 ⇒∘ r + t = 180∘

=α  
=

2
r + t

 =2
180∘

90 ⇒∘ AB⊥DC

17

  ⇒
= = 150 (  0٫25)M̂

2
+ + −AD

⌢
DB
⌢

BC
⌢

AC
⌢

∘ نمره

=  = 30 (  0٫25)N̂
2

+ + −AD
⌢

AC
⌢

BC
⌢

DB
⌢

∘ نمره ⎭

⎬

⎫

+AD
⌢

=BC
⌢

180 (  0٫5)∘ نمره

=α̂  =2
+AD

⌢
BC
⌢

 =2
180∘

90 ⇒∘ AB⊥CD (
 
نمره(0٫5

 

a + b + c = 360 , b = 2a, c = 3a ⇒ a + 2a + 3a = 360∘ ∘

⇒ a = 60 , b = 120 , c = 180 ⇒ =  = = 30∘ ∘ ∘ M̂ 2
c − b

2
180 − 120∘ ∘

∘

⇒   

⎩
⎨
⎧AB = CD  DH = AK

÷2

= = 90Ĥ K̂ ∘

OA = OD = R

⇒  

( وتر و یک ضلع( 
≅OAK

△
ODH

△
⇒ OH = OK

OAP D=APO^ DPO^

TAB

  ⇒
⎩
⎨
⎧ =P̂ P̂

 = =  T̂1 B̂
2

T A
⌢ P T ∼A

Δ
P T ⇒B

Δ
 =

P A

PT
 ⇒

PT

PB
P T =2 P A × PB

PMNOP = d

PN × PM = P A × PB⇒ (d − R)(d + R) = P A × PB ⇒ P A × PB = d − R (1)2 2

18
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از طرفی در مثلث قائم الزاویۀ  داریم.

) داریم   ) و ( بنابر روابط (

(درصورتی که  از مرکز بگذرد، اثبات به روش مشابه برقرار است.)

مثلث هاي  و  مشابه هستند.  29

 

 30

 31

با در نظر گرفتن  و  داریم:

 

 

 32

 33
 

         

  اثبات:

 

  (صفحۀ  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

O TP
Δ

OT +2 P T =2 OP ⇒2 P T =2 d −2 R (2)2

12P T =2 P A × PB

P A

MBCMAD

  { = =  B D 2
AC

=M M

(زز) 
 =

MD

MB
 →

MA

MC
MA × MB = MC × MD

9x = 6(x + 2) → x = 4

(3  ) =5 2 y(y + 6 + 6) → 45 = y +2 12y

y +2 12y − 45 = 0 → (y + 15)(y − 3) = 0 → y = 3 → z =  =2
140 − 60∘ ∘

40∘

 3
4π

AN = xNC = y

AC = x + y = 7

 =ABC
Δ

محیط 3 + 3 + 2x + 2y = 6 + 2(x + y) = 6 + 2 × 7 = 20

 ⇒{ y − x = 80∘

y + x = 24∘ y = 160 , x =∘ 80∘

5(9) = 3(3 + z) ⇒ 45 = 9 + 3z ⇒ z = 12

فرض:  MT مماس 

حکم:  MT =2 MA × MB

  ⇒

=M̂ M̂

 =  =  

ظلی 
 T̂1

محاطی 
B̂

2
AT

⌢

⎭
⎬
⎫

 

(زز) 
∼ATM

Δ
BTM

Δ

⇒  =
MA

MT
 ⇒

MT

MB
MT =2 MA × MB

19

19



 رسم شکل ( نمره)

            

الف) بنابر قضیه اي «هرگاه از یک نقطۀ خارج دایره یک مماس و یک قاطع بر دایره رسم کنیم طول مماس واسطۀ هندسی بین دو قطعه قاطع خواهد شد.» (صفحۀ  کتاب درسی)  34

ب) در اوضاع نسبی دو دایره نسبت به هم در حالتی که  باشد دو دایره مماس برون هستند. (صفحۀ  کتاب درسی)
ج) 

 

(صفحۀ  کتاب درسی)

 د) چون  و  از دو سر پاره خط  به یک فاصله هستند.

بنابراین  عمودمنصف  خواهد شد.

راهنماي تصحیح:

1) واسطۀ هندسی ( نمره)

2) مماس برون (مماس خارج)  ( نمره)

3)    ( نمره)

4) عمودمنصف ( نمره)

 35
 الف)

         

 (صفحۀ  کتاب درسی)

 

 ب) کمترین فاصله 

بیشترین فاصله  

بنابراین  پس مساحت دایره  

 

0٫5

 ⇒
 =T̂1 B̂

=M̂ M̂
}  ( 0٫5)

(زز) 
∼ATM

Δ
BTM

Δ
نمره

 =
MA

MT
 ⇒

MT

MB
MT =2 MA × MB (

 
نمره(0٫5

19

d = R + R′20

T T =′
   d − (R − R )2 ′ 2

  d = R + R′ R + R + 2RR − R − R + 2RR2 ′2 ′ 2 ′2 ′

⇒ T T =′
 =4RR′ 2  RR′

22

OO′AB

OO′AB

0٫25

0٫25

T T =′ 2  RR′0٫25

0٫25

MT =2 MA × MB ⇒

x =2 4 × (4 + 5) ⇒ x =2 4 × 9 = 36 ⇒ x = 6

19

a = 3

a + 2R = 15

R = 636π =

20
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 ج) چون  و  پس مثلث  متساوي الاضلاع است. از طرفی در مثلث قائم الزاویۀ  ضلع روبه رو به

زاویۀ  نصف وتر است.

بنابراین  بنابر رابطۀ فیثاغورس:

       

 

(صفحۀ  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

الف) گزینۀ   ( نمره)

ب) گزینۀ   ( نمره)

ج) گزینۀ   ( نمره)

 36

  حکم 

اثبات: نقطۀ  را به  و نقطۀ  را به  وصل می کنیم:

         

           
  

(صفحۀ  کتاب درسی)

راهنماي تصحیح:

  حکم ( نمره)

(  نمره ) 

 

37  می دانیم  طبق فرض داریم:

 

 

MT =′ MT=M̂ 600MT T ′
Δ

OMT
Δ

300

OM = 8

MT +2 16 = 64 ⇒ MT = T T =′
 =48 4  3

20

30٫5

10٫5

40٫5

: MA × MB = MC × MD

ADCB

  

= =  A C 2
BD

⌢
= =B D 2

AC
⌢ ⎭

⎬
⎫

 
⇒

(زز) 
⇒ ∼MAD

Δ
MBC

Δ

 =
MC

MA
 ⇒

MB

MD
MA × MB = MC × MD

18

: MA × MB = MC × MD0٫25

0٫25

  (  0٫25)= =  A C 2
BD

⌢
= =  B D 2

AC
⌢ ⎭

⎬
⎫

نمره

 (  0٫25) (زز) ⇒
⇒ ∼MAD

Δ
MBC

Δ

نمره  =
MC

MA
 ⇒

MB

MD
MA × MB = MC × MD ( نمره(0٫5 

  MA × MB = MC × MD

(1)

 =
MC

MD
 ⇒3

2
 =2

MD
 =3

MC
t ⇒  { MD = 2t

MC = 3t

CD = 30 ⇒ 2t + 3t = 30 ⇒ t = 6 ⇒  { MD = 12
MC = 18

21



 

(صفحۀ  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

 

 

 

 38
با توجه به روابط طولی در دایره داریم:

روابط طولی قاطع هاي متقاطع در  را براي هر یک از سه دایره می نویسیم.

 

(صفحۀ  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

بنابر روابط طولی در دایره داریم:  39

 

راهنماي تصحیح:

 40

مماس هاي رسم شده بر دایره  

 

  

 41

(1) ⇒ MA × MB = 12 × 18 = 216
AB = MA + MB = 33
MA × (33 − MA) = 216 ⇒ −MA +2 33MA − 216 = 0

⇒ (MA − 9)(MA − 24) = 0 ⇒ MA =  { 9 ⇒ MB = 24 ق ق 
24 ⇒ MB = 9  (M  < M غ ق ق(  A B

⇒  =
MB

MA
 =24

9
 8

3

23

}فرض⇒   MD = 2t

MC = 3t
t = 6 ⇒  (  0٫5){ MD = 12

MC = 18 نمره

MA × MB = MC × MD ⇒  (  0٫5){ MA × MB = 216
MA + MB = 33 نمره

 ⇒{ MA = 9
MB = 24  =

MB

MA
 (  0٫5)8

3 نمره

M

  ⇒
MA = MC × MD2

MC × MD = ME × MF

MB = ME × MF2 ⎭⎬
⎫

MA =2 MB ⇒2 MA = MB

23

  ⇒
MA = MC × MD (  0٫25)2 نمره
MC × MD = ME × MF (

 
نمره(0٫25

MB = ME × MF (  0٫25)2 نمره ⎭⎬
⎫

MA =2 MB (  0٫25) ⇒2 نمره MA = MB(
 
نمره(0٫5

P A × PB = PC × P D ⇒ 10 × 2 = y × 4 ⇒ y = 5

MT =2 MA × MB ⇒ (2  ) =7 2 x × (x + 12)

⇒ x +2 12x − 28 = 0 ⇒ (x + 14)(x − 2) = 0

⇒  { x = −14 غ ق ق 
x = 2

ق ق 

\displaystylePA × PB = PC × P D ⇒ 10 × 2 = y × 4 ⇒ y = 5 ( نمره(0٫25 

MT =2 MA × MB ⇒ (2  ) =7 2 x × (x + 12) (
 
نمره(0٫25

x +2 12x − 28 = 0 ⇒  (  0٫5){ x = −14
 

غ ق ق
x = 2

ق ق  نمره

  
, AB =

⎩
⎨
⎧A D ∼ A E ⇒  =  B

Δ
B
Δ

BE

BD

AE

AB

A C ∼ A E ⇒  =  D
Δ

C
Δ

CE

CD

AE

AC
AC

⇒  =
BE

BD
 

CE

CD
⇒  =4

2
 
⇒

12
x

x = 6

AB = AD ⇒ =B̂ ,   ,    D̂ (محاطی) =  B̂ 2
AC

⌢

(ظلی) =  Â 2
AC

⌢

⇒ =Â =D̂  ⇒2
AC

⌢

AC = CD

22
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 42

 43

 الف) داریم:  پس:

                                                        

ب) چون دو مثلث هم نهشت اند؛ پس:  و در نتیجه  نیمساز  است.

می دانیم طول مماس واسطه هندسی بین  و  است بنابراین:  44
  

        

  (صفحۀ  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

 

      

 45

 دایره اي به مرکز  و نقطه اي مانند  خارج از آن در نظر می گیریم. دایره اي به قطر  رسم می کنیم، این دایره، دایرة مفروض را در دو

نقطۀ  و  قطع می کند. هر دو زاویۀ  و  محاطی روبه رو به قطر هستند. بنابراین قائمه می شوند و چون شعاع هاي  و 

 بر  و   عمود شده اند. بنابراین  و   هر دو مماس بر دایرة مفروض هستند.

 

(صفحۀ  کتاب درسی)

راهنماي تصحیح:

 

  = 16 = AB + AC + BC = 6 + AC + BC ⇒ AC + BC = 10A CB
Δ

محیط
CD = AC ⇒ BD = BC + CD = BC + AC = 10 ⇒ BD = 10

AD =2 CD × BD ⇒ 36 = CD × 10 ⇒ CD = 3٫6
⇒ BC = BD − CD = 10 − 3٫6 = 6٫4

x × x = 2 × 1 → x =2 2 → x =  2

(3  ) =2 2 y(y + 3) → y +2 3y − 18 = 0 → y = 3

=T =T ′ 90∘

  { OT = OT = R′

OM = OM

وتروضلع
≅OTM

Δ
⇒OT M′

Δ
MT = MT ′

 
=M1  M2OMM

MTMAMB

MT =2 MA × MB ⇒

(8  ) =2 2 x(x + 28) ⇒

x +2 28x − 128 = 0 ⇒

(x + 32)(x − 4) = 0 ⇒  { x = 4
ق ق 

x = −32 غ ق ق 

⇒ MA = x = 4 , MB = x + 28 = 32

19

(8  ) =2 2 x(x + 28) ( نمره(0٫5 

x +2 28x − 128 = 0 ⇒  
(

 
0٫5){ x = 4

ق ق 
x = −32 غ ق ق  نمره

MA = 4 , MB = 32 ( نمره(0٫5 

OMOM

TT ′MTOMT O′OTOT ′

MTMT ′MTMT ′

19

23



 رسم شکل فرضی ( نمره)

دایره اي به مرکز  و نقطه اي مانند  خارج از آن در نظر می گیریم. دایره اي به قطر  رسم می کنیم، این دایره، دایرة مفروض را در دو

نقطۀ  و  قطع می کند. ( نمره)

        

 

 46

                          

 47

فرض کنید شعاع دایرة بزرگ تر  و شعاع دایره کوچک تر  باشد.  طبق رابطۀ طولی حاصل از تقاطع  و  در دایره کوچک تر داریم:

 

 

 

(صفحۀ  کتاب درسی)

راهنماي تصحیح:

 

چون دو دایره مماس درون هستند. بنابراین:    48

 

 

 

 (صفحۀ  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

 

فرض کنیم طول خط المرکزین دو دایره برابر  و طول شعاع هاي آنها  و  باشد.   49

 طول مماس مشترك خارجی و  طول مماس مشترك داخلی
در نتیجه             

 
نادرست  50

  51

0٫5

OMOM

TT ′0٫5

=MTO =MT O′ 90 (  )∘ محاطی روبھ رو بھ قطر

⇒ MT , MT   ( مماسبر دایره ھستند′(0٫5  نمره

πR −2 πR =′2 16π ⇒ R −2 R =′2 16 ⇒ (R − R )(R +′ R ) =′ 16

 

R−R =2′

2(R + R ) =′ 16 ⇒  ⇒{ R + R = 8′

R − R = 2′ R = 5, R =′ 3

RR′MBNN ′

OM × OB = ON × ON ⇒′ (R − 6) × R = (R − 4)2

R −2 6R = R −2 8R + 16 ⇒ R = 8

AB = AM + MB ⇒ 16 = 6 + 2R ⇒′ R =′ 5

مساحت ھاشورخورده=  πR −2 πR =′2 39π

23

OM × OB = ON × ON ⇒′ (R − 6) × R = (R − 4) (  0٫5)2 نمره

R −2 6R = R −2 8R + 16 ⇒ R = 8(
 
نمره(0٫5

AB = AM + MB ⇒ 16 = 6 + 2R ⇒′ R =′ 5( نمره(0٫5 

مساحت ھاشورخورده=  πR −2 πR =′2 39π( نمره(0٫5 

d = R − R∣ ′∣

 ⇒{ R = 3K + 4
R = 3K + 8′ R − R =∣ ′∣ 4 = d

مساحت بین=   πR − πR  =2 ′2 π  (R + R − R∣ ′∣

4

R ) =′ 64π

  ⇒R > R′ { R − R = 4′

R + R = 16′  { R = 10′

R = 6

23

 ⇒{ R = 3K + 4
R = 3K + 8′ R − R =∣ ′∣ 4 = d (

 
نمره(0٫5

مساحت بین=   πR − πR  =2 ′2 π  R − R  =2 ′2 64π ( نمره(0٫5 

R − R (R +∣ ′ ∣ R ) =′ 64   (  0٫5)R > R′ { R = 10′

R = 6 نمره

dRR′(R > R )′

= d − (R − R )2 ′ 2=  d − (R + R )2 ′ 2

10 =2 26 −2 (R + R )  24 =′ 2 و 2 26 −2 (R − R )  ′ 2

⇒ R + R =′ 24, R − R =′ 10 ⇒ R = 17, R =′ 7

24
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درست

نادرست

نادرست

درست

الف) درست؛ چون  است. پس دو دایره متخارج هستند.  52

    

(صفحۀ  کتاب درسی)

ب) درست؛ چون شعاع در نقطۀ تماس  بر خط مماس عمود است. پس دایره اي به قطر  از  عبور می کند.

(صفحۀ  کتاب درسی)
 

 ج) نادرست؛ ممکن است  باشد و در این حالت  خواهد شد.

نکته: اگر  می توان نتیجه گرفت که دو دایره مماس درون هستند.

(صفحۀ  کتاب درسی)

 

د) درست؛ اگر نقطۀ تقاطع را  و نقاط تماس  و  و  و  باشند،  و  روي نیمساز  قرار می گیرند، زیرا:
   

         

(صفحۀ  تا  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

الف) درست ( نمره)

ب) درست ( نمره)

ج) نادرست ( نمره)

د) درست ( نمره)

 53

 

(صفحۀ  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

d = 10 > R + R =′ 8

20

TOMT

19

R < R′d < 0

d = R − R∣ ′∣

22

MTKT ′K ′OO′M̂

 →
OT = OK →   O.استMروی نیمساز

OT = OK →   O′ ′ روی نیمسازMاست. ′ }  O , O , M.ھم خط  اند ′

1823

0٫25

0٫25

0٫25

0٫25

}:می دانیم⇒  
R = 8, R = 3, d = 13′

 =  

خارجی 
T T ′ d − (R − R )2 ′ 2 (3m − 3) =  169 − 25

⇒ 3m − 3 = 12 ⇒ 3m = 15 ⇒ m = 5

21

25



 

 54

 

 (صفحۀ  و  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

 55

 

چون دو دایره بر هم مماس هستند، طول خط المرکزین برابر است با:  56

از   عمودهایی بر شعاع هاي   و   فرود می آوریم، در نتیجه دو مستطیل به  وجود می آید، بنابراین طول سیم برابر است با دو برابر طول مماس مشترك خارجی و مجموع یک کمان

  از دایرة کوچک (چرا؟!) و یک کمان   از دایرة بزرگ (چرا؟!):

O

O
A

B

C

D
L

L
30

30
̥
̥

3

12
6

{ 9
´

توجه: اگر دو دایره مماس خارج باشند، طول مماس مشترك خارجی آنها را از رابطۀ   هم می توان به  دست آورد.

 57
مساحت نیم دایره - مساحت مثلث = مساحت هاشورخورده

 

           

 (صفحۀ  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

           

 58

  , T T =⎩⎨
⎧ R = 8

R = 3′

d = 13
′

 (  0٫5)d − (R − R )2 ′ 2 نمره

 
⇒

 (3m − 3) =  13 − (8 − 3)2 2

( نمره(0٫5 

  3m − 3 = 12 ⇒ m = 5

( نمره(0٫5 

  ⇒ 

خارجی = T T =  

′ 70
R + R =  

′ 17
 R − R   =  

′ 11
Tخارجی  T =  

′ d − (R − R )2 ′ 2 ⎭
⎬

⎫

(  ) =70 2 d −2 (  ) ⇒11 2 d =2 81

 T T داخلی= ′
 ⇒d − (R + R )2 ′ 2 T T =′

 =81 − 17  ⇒64  T T داخلی= ′ 8

2122

 T T خارجی= ′
 ⇒d − (R − R )2 ′ 2

 =70  
⇒d − (  )2 11 2 d =2 81 ⇒ d = 9(

 
نمره(0٫5

 T T داخلی= ′
 ⇒d − (R + R )2 ′ 2 (  0٫5) ⇒81 − (  )17 2 نمره T T =′

 ⇒64 T T =′ 8( نمره(0٫5 

مماس مشترک خارجی:  T T =′
 =OO − (R − R )′2 ′ 2

 =14 − 22 2
 =12 × 16 8  3

 { = 8  + 6 + 8 + (6 + 8) = 28 + 8 محیط  3 3
 =  (OT + O T ) × T T =  (8 + 6) × 8  = مساحت56 2

1 ′ ′ ′
2
1 3 3

OO =′ R  +1 R  =2 3 + 9 = 12

OO B′O D′

120∘240∘

x = 2  +12 − (6)2 2
 (2π ×360

120 3) +  (2π ×360
240 9) = 12  +3 2π + 12π = 12  +3 14π

L = 2  RR′

 =
ھاشورخورده 

S  a −4
 3 2

 πr
2
1 2

 =
 

ھاشورخورده
S  ×4

 3 8 −2
 π ×2

1 4 =2 16  −3 8π

23

 =
ھاشورخورده 

S  −
مثلث 

S  =
نیم دایره 

S  a −4
 3 2

 πr ( 0٫5)2
1 2 نمره

 =
ھاشورخورده 

S  ×4
 3 8 −2

 π ×2
1 4 =2 16  −3 8π (

 
نمره(0٫5

26
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 میدانیم مثلث متساوي الساقینی که زاویۀ رأس آن  باشد، متساوي الاضلاع است. بنابراین مثلث OAB متساوي الاضلاع است.

 (مساحت مثلث متساوي الاضلاع) - (مساحت دایره)  مساحت هاشورخورده           

            

(صفحۀ  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

       

     

         

 

با توجه به شکل:  59

  

) = مساحت هاشورخورده  مساحت دایره با شعاع  - مساحت مثلث متساوي الاضلاع به ضلع (

(صفحۀ  کتاب درسی)

 

راهنماي تصحیح:

  

) = مساحت هاشورخورده    ( نمره)    مساحت دایره با شعاع  - مساحت مثلث متساوي الاضلاع به ضلع (

   ( نمره)    

، روي دایره هستند. ،  و   ، طبق فرض می دانیم نقاط   60

 

 

.   به طور مشابه 

فرض کنیم چهارضلعی  محاطی باشد، می دانیم زاویۀ محاطی نصف کمان روبه روي آن است. بنابراین:  61

600

=  6
1

⇒ مساحت ھاشورخورده=   π ×6
1 36 −  ×4

 3 36 = 6π − 9  3

23

 =OAB
Δ

مساحت مثلث متساوی الاضلاع S  =OAB  ×4
 3

36 ( نمره(0٫5 

 
=OAB مساحت قطاع

  =6
1 (مساحت دایره)

 π ×6
1 36 (

 
نمره(0٫5

مساحت ھاشورخورده=   π ×6
1

−  ×4
 3 36 = 6π − 9  (  0٫5)3 نمره

طول نخ=  6r + 2πr = 18 + 6π⟹(6 + 2π)r = 3(6 + 2π) ⇒ r = 3

r2r

23

مساحت ھاشورخورده=   (2r) −4
 3 2 πr =2 9  −3 9π

6r + 2πr = 18 + 6π ⇒ r = 3 ( نمره(0٫5 

0٫5r2r

مساحت ھاشورخورده= 0٫5  (2r) −4
 3 2 πr =2 9  −3 9π

ABCD

  →
⎩
⎨
⎧ =  A 2

DCB

=  C
2

DAB
+A =C  =2

DCB + DAB
 =2

360∘

180∘

+B =D 180∘

ABCD

27



    

 

، بنابراین زاویه هاي روبه رو مکمل هستند.  و به همین ترتیب ثابت می شود 

(صفحۀ  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

 

روش اول:  62

 روش دوم:

  63

نیمسازهاي داخلی

همانی

انتقال

 64

 طبق فرض: 

نیمسازهاي دو زاویه  و  همدیگر را در  قطع می کنند.

،  و  به یک فاصله است. بنابراین  از سه ضلع 

،  و  مماس باشد. بنابراین دایره اي وجود دارد که بر سه ضلع 

حال اگر این دایره بر  هم مماس باشد که حکم ثابت است.

اما اگر مماس نباشد از  بر آن مماسی رسم می کنیم تا  را در  قطع کند.

پس: 

بنابراین:  اما طبق فرض: 

پس:  اما این نتیجه با اصل نامساوي مثلث در تناقض است. بنابراین  همان  است و دایره بر  هم مماس است.

(اگر  بین  و  قرار گیرد و اثبات کامل بیان شده باشد،  نمره کامل تعلق گیرد.)

 65

   ⇒
=  Â

2
BCD
⌢

=  Ĉ 2
BAD
⌢

⎭

⎬

⎫

+Â =Ĉ  =2
3600 1800

+B̂ =D̂ 1800

27

=Â   (  0٫25) , =2
BCD
⌢

نمره Ĉ  (  0٫25)2
BAD
⌢

نمره

+Â =Ĉ  
=2

3600 180  (
 
0٫25) , +0 نمره B̂ =D̂ 180 (  0٫25)0 نمره

AB + CD = (AM + BM) + (DP + CP ) = (AQ + BN) + (DQ + CN)

= (AQ + DQ) + (BN + CN) = AD + BC

AM = AQ = x, QD = DP = y ⇒  { MB = BN = AB − x

PC = NC = DC − y

⇒ AD + CB = (x + y) + (AB − x + CD − y) = AB + CD

A < 90∘

AB + CD = BC + AD

BCI

IABBCCD

ABBCCD

AD

ACDE

AB + CE = BC + AE

AB + CD − DE = BC + AEBC + AD − DE = BC + AE

AD = DE + AEEDAD

DPE1٫5

28
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 فرض کنیم  محیطی باشد با توجه به قضیۀ دو مماس می دانیم:

بنابراین داریم:

          

(صفحۀ  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

رسم شکل و تشخیص برابر بودن طول مماس هاي رسم شده از نقاط خارج دایره بر دایره: ( نمره)

         

  66

محاطی

روش اول:  67

 روش دوم:
با توجه به شکل داریم:

                  

 روش سوم: ابتدا دایرة محاطی داخلی مثلث را رسم می کنیم. حال با توجه به شکل داریم:

ABCD

CP = CQ , BN = BP , AN = AM , DM = DQ

AB + DC = AN + BN + DQ + QC

= AM + BP + DM + PC = AD + BC

28

0٫5

AB + DC = AN + BN + DQ + QC (
 
نمره(0٫5

= AM + BP + DM + PC = AD + BC ( نمره(0٫5 

S =  ah  ⇒2
1

a  =
h  a

1
 (1)   =2S

a بھ طور مشابھ
h  c

1
 ,  =2S

c

h  b

1
 (2)2S

b

 

(1),(2)
 +

h  a

1
 +

h  b

1
 =

h  c

1
 +

2S

a
 +

2S

b
 =

2S

c
 =2S

2P
 

r

1

h  =a c sin B ⇒  =
h  a

1
 (1)

c sin B

1

بھ طور مشابھ=  
h  c

1
 ,  =

b sin A

1
h  b

1
 (2)

a sin C

1

 

(1),(2)
 +

h  a

1
 +

h  b

1
 =

h  c

1
 +

c sin B

1
 +

a sin C

1
 

b sin A

1

=  +
ca sin B

a
 +

ab sin C

b
 

bc sin A

c

=  +
2S

a
 +

2S

b
 =

2S

c
 =

2S

2P
 =

S

P
 

r

1

29



        

          

 

 روش چهارم:

 روش پنجم: فرض کنیم  شعاع دایرة محیطی مثلث باشد. پس:

 68

 69
روش اول:

   

             
 

 روش دوم:
 

                    

 
روش سوم:

 S  +OBC S  +OAC S  =OAB S  ABC

⇒  ar +2
1

 br +2
1

 cr =2
1

S =  ah  

2
1

a

⇒ h  =a  =
a

ar + br + cr
 ⇒

a

2rP
 =

h  a

1
 

(1)
2rP

a

بھ طور مشابھ=   
h  c

1
 ,  =2rP

c

h  b

1
 

(2)
2rP

b

 

(1),(2)
 +

h  a

1
 +

h  b

1
 =

h  c

1
 +

2rP

a
 +

2rP

b
 =

2rP

c
 =

2rP

2P
 

r

1

S =  ah  ⇒2
1

a rP =  ah  ⇒2
1

a  =
h  a

1
 (1)

2rP

a

بھ طور مشابھ=  
h  c

1
 ,  =2rP

c

h  b

1
 (2)

2rP

b

 

(1),(2)
 +

h  a

1
 +

h  b

1
 =

h  c

1
 +

2rP

a
 +

2rP

b
 =

2rP

c
 =

2rP

2P
 

r

1

R

  ⇒
S =  ab sin C =  ab(  ) =  

2
1

2
1

2R

c

4R

abc

S =  ah  

2
1

a ⎭
⎬
⎫

 =
h  a

1
 , abc =

bc

2R 4RS (1)

بھ طور مشابھ=  
h  c

1
 ,  =

ab

2R

h  b

1
 (2)

ac

2R

 

(1),(2)
 +

h  a

1
 +

h  b

1
 =

h  c

1
 +

bc

2R
 +

ac

2R
 =

ba

2R
 =

abc

2R(a + b + c)
 =4RS

4RP
 

r

1

 

4
1

BC = 5

3 + 4 + 5 = 2P → P = 6 → S =  =2
3 × 4 6

r = =
P

S
 =6

6 1

BC = 5

S  =ABC  =
2

3 × 4 6

S  =ABC S  +OBC S  +OAC S  OAB

=  +2
r × BC

 +2
r × AC

 2
r × AB

=  +2
r × 4

 +2
r × 5

 =2
r × 3 6r = 6 ⇒ r = 1

30
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روش چهارم:

 

             

 

 70

 روش اول: عمودمنصف  دایره را در  قطع می کند. پس: 

در نتیجه:  یعنی 
بنابراین نیمساز و عمودمنصف روي دایره همدیگر را قطع کرده اند.

 روش دوم: فرض می کنیم نیمساز زاویۀ  دایرة محیطی مثلث  را در  قطع می کند.

اکنون باید نشان دهیم عمودمنصف ضلع  نیز از  می گذرد.

.  نیمساز زاویۀ  است. پس:  در نتیجه:  پس: 

یعنی  از دو سر پاره خط  به یک فاصله است. لذا  روي عمودمنصف ضلع  است و حکم ثابت است.

گزینۀ  درست است.  71

 72
می دانیم:

 

  (صفحۀ  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

الف) در هر دایره منظور از اندازة کمان، همان اندازة زاویۀ مرکزي آن تعریف می شود و واحد آن درجه است.   (صفحۀ  کتاب درسی)  73

ب) دو وتر که یکدیگر را درون دایره قطع نمی کنند با هم موازي اند اگر و تنها اگر کمان هاي محدود بین آنها مساوي باشد.   (صفحۀ  کتاب درسی)

ج) اگر از  بر دایره یک مماس و یک قاطع رسم کنیم، داریم:  (صفحۀ  کتاب درسی)

د) چون در هر مثلث هر سه نیمساز همرسند و هر سه عمودمنصف نیز همرسند پس هر مثلث، هم محیطی و هم محاطی خواهد بود.  (صفحۀ  و  کتاب درسی)

HAH O  

′ مربع

⇒ AH = r

BC = 5

⇒ P =  =2
3 + 4 + 5

6

r = AH = p − a = 6 − 5 = 1

BC = 5
AB × AC = AH × BC

⇒ 3 × 4 = AH × 5 ⇒ AH =  

5
12

 +
h  a

1
 +

h  b

1
 =

h  c

1
 

r

1

⇒  +
3
1

 +
4
1

 =
12
5

 ⇒
r

1
r = 1

BCDBD = CD

=BD CD =A1  A2

AABCD

BCD

ADA =A1  A2=BD CDBD = CD

DBCDBC

4

 +
h  a

1
 +

h  b

1
 =

h  c

1
 ⇒

r

1
 +2

1
 +3

1
 =4

1
 ⇒

r

1

 =
12

6 + 4 + 3
 =

12
13

 ⇒
r

1
r =  

13
12

30

 +
h  a

1
 +

h  b

1
 =

h  c

1
 ⇒

r

1
 +2

1
 +3

1
 =4

1
 (  0٫5)

r

1 نمره

 =12
6 + 4 + 3

 ⇒
r

1
 =12

13
 ⇒

r

1
r =  (  0٫5)13

12 نمره

12

15

MMT =2 MA × MB19

2526

31



راهنماي تصحیح:

الف) نادرست ( نمره)               ب) درست ( نمره)                ج) نادرست ( نمره)               د) نادرست ( نمره)
 74

 می دانیم نیمسازهاي هر مثلث همرسند و محل همرسی نیمسازها مرکز دایرة محاطی داخلی هر مثلث است؛ بنابراین با توجه به شکل داریم:

                     

 (صفحۀ  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

   

          

 75

 دایرة محیطی مثلث  را رسم می کنیم.

اگر نیمساز زاویۀ  دایرة محیطی را در نقطۀ  قطع کند داریم:

              

 روي عمودمنصف  قرار دارد.

(صفحۀ  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

 دایرة محیطی مثلث  را رسم می کنیم ( نمره).

اگر نیمساز زاویۀ  دایرة محیطی را در نقطۀ  قطع کند داریم:

           

( نمره)  روي عمودمنصف  قرار دارد.

 76

فرض کنیم نصف محیط برابر  باشد می دانیم اگر از نقطه اي خارج دایره دو مماس بر دایره رسم کنیم طول مماس ها برابر است بنابراین:

       

0٫250٫250٫250٫25

S  =ABC S  +OBC S  +OAC S  ⇒OAB

S =  r ×2
1

a +  r ×2
1

b +  r ×2
1

c ⇒

S = r(
 
) ⇒

2
a + b + c

S = r × p ⇒ r =  

p

S

25

S  =ABC S  +OAB S +OBC S  (  0٫5)OAC نمره

S =  r ×2
1

c +  ra +2
1

 rb =2
1

r(  ) (  0٫5)2
a + b + c

نمره

⇒ S = r × p ⇒ r =  (  0٫25)
p

S
نمره

ABC

AD

 ⟹

محاطی 
  =  A  1 A  2  =2

BD
⌢

 ⇒2
DC
⌢

=BD
⌢

⇒DC
⌢

BD = DC

⇒  BC  D بھ یک فاصلھ است⇒ از دو سر

DBC

29

ABC0٫25

AD

 ⟹

محاطی 
  =  A  1 A  2  =2

BD
⌢

 ⇒2
DC
⌢

=BD
⌢

(  0٫5) ⇒DC
⌢

نمره BD = DC

⇒  BC  D بھ یک فاصلھ است⇒ از دو سر

0٫5DBC

p

2p = AB + AC + BC ⇒

2p =  +AN  + BN  +AM  +  MC  + BK  ⇒  CK

2p = 2AM + 2BK + 2CK ⇒ p = AM + BC ⇒ AM = p − a

32
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(صفحۀ  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

اعداد   و   و  اعداد فیثاغورسی هستند:    77
پس مثلث داده شده قائم الزاویه است و شعاع دایرة محاطی آن برابر است با:

17

8 15 

درست  78

 79

 دایرة محیطی: 

دایرة محاطی: 

 

قسمت هاي (الف) و (ب): زوایاي داخلی شش ضلعی منتظم برابر با  می باشد. پس زوایاي مثلث هاي  و  و  برابر با  می باشد. بنابراین:  80

.

  

   مساحت شش ضلعی   مساحت شش ضلعی

: قسمت هاي (پ) و (ت): مجموع طول هاي سه عمود  و  و  برابر است با ارتفاع مثلث 
  

  ارتفاع 

 

شش ضلعی  شش ضلعی

 
M

A B

F C

P E D N

T

H

H´

H´´

30

AM = AN , BN = BK , CM = CK ( نمره(0٫5 

 
محیط= 2p = AB + AC + BC = AN + NB + AM + MC + BK + CK ( نمره(0٫5

⇒ 2p = 2AM + 2BK + 2CK ⇒ p = AM + BC ⇒ AM = p − a (
 
نمره(0٫5

 8 15 1717 =2 15 +2 82

r =  =
P

S
 =

 2
17+15+8

 × 8 × 152
1

 =40
8 × 15 3

R = 10 → S = 100π

r =  =100 − 25  →75 s = 75π

s =′ 100π − 75π = 25π

120∘ABMPFECDN60∘

=M̂ =N̂ =P̂ 60∘

(  a) ضلع شش ضلعی⇒  =MNP
Δ

ضلع 3a ⇒ S  =
MNP

Δ  (3a) =4
 3 2

 a4
9  3 2

=  ×3
2

S  

MNP
Δ=  a ⇒2

3  3 2

T HT H ′T H ′′
MNP

=  ×2
 3

(3a) =  a2
3  3

MNP
Δ

S  +
TBC

Δ S  +
T DE

Δ S  =
T AF

Δ  (T H +2
1

T H +′ T H ) ×′′ a =  a4
3  3 2

⇒ S  +
T AB

Δ S  +
TEF

Δ S  =
TCD

Δ  ×2
1

S=  S2
1

33
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درس اول : تبدیل هاي هندسی
نگاشت و تبدیل و مفاهیم آن - طولپایی تبدیل ها

بازتاب خطی و ویژگی هاي آن  

انتقال و ویژگی هاي آن

دوران و ویژگی هاي آن

تجانس و ویژگی هاي آن

ترکیب تبدیل ها و ویژگی هاي آن

درس دوم : کاربرد تبدیل ها
مسائل قرینه یابی و هم محیطی  

مسائل پیدا کردن کوتاه ترین مسیر  

حل مسائل ترکیبی یا ویژگی هاي تبدیل ها

1

2

3

4

5

6

7

8

9



درس اول : تبدیل هاي هندسی

نگاشت و تبدیل و مفاهیم آن - طولپایی تبدیل ها
ثابت کنید، در هر تبدیل طولپا، تبدیل یافتۀ یک زاویه، زاویه اي هم اندازة آن است.  1

، تبدیل مناسب را از گروه  انتخاب کنید. (یک مورد از گروه  اضافی است.) براي هر کدام از عبارات گروه   2

گروه گروه 

دورانالف) تبدیلی که جهت شکل را حفظ نمی کند.

همانیب) تبدیلی که نتیجۀ دو بازتاب متوالی با محورهاي متقاطع است.

بازتابپ) تبدیلی که هر نقطۀ صفحه را به خود آن نقطه نظیر می کند.

انتقال

ABB

AB

ثابت کنید دوران تبدیلی طولپاست. (اثبات را در حالتی بیان کنید که مرکز دوران  بر پاره خط  و امتداد آن واقع نباشد و زاویۀ دوران،  3

از زاویۀ  بیشتر باشد.)

OAB

AOB

جاهاي خالی را تکمیل کنید.  4

مرکز دایرة محاطی درونی براي چندضلعی هاي محیطی، محل همرسی .................. است.

تبدیلی که هر نقطه از صفحه را به همان نقطه از صفحه نظیر می کند، تبدیل .................. است.

تنها تبدیل طولپایی که همواره شیب را حفظ می کند، تبدیل .................. است.

Aدر مثلث  .................. اگر و تنها اگر  CB
Δ

a <2 b +2 c2

درستی یا نادرستی جملات زیر را معلوم کنید.  5

کایت (شبه لوزي)، یک چهارضلعی محیطی است.

RR2 طول مماس مشترك خارجی دو دایرة مماس خارج، برابر  است. ′

هر تبدیلی که اندازة زاویه را حفظ کند، تبدیلی طولپا (ایزومتري) است.

نتیجۀ دو بازتاب متوالی با محورهاي بازتاب موازي، یک تبدیل انتقال است.

درستی یا نادرستی عبارت هاي زیر را مشخص کنید.  6
الف) هر تبدیل طولپا، اندازة زاویه را حفظ می کند.

، جهت شکل حفظ می شود. ب) در تبدیل دوران به مرکز  با زاویۀ 

ج) اگر نقطۀ  مجانس نقطۀ  به مرکز  با نسبت  باشد، نقطۀ  مجانس  با نسبت  خواهد بود.

د) فقط در حالتی که خط  با محور بازتاب  موازي باشد بازتاب شیب خط را حفظ می کند.

Oα

M ′MOKMM ′(−K)

nd

جاهاي خالی را با کلمات (عبارات) مناسب کامل کنید.  7
الف) اگر دایره اي باشد که از همۀ رئوس یک چندضلعی عبور کند، دایره را  .................. می نامیم.

ب) وضعیت نسبی دو دایرة  و  درحالتی که  به صورت  .................. است.
ج) یک چهارضلعی محاطی است اگر و فقط اگر دو زاویۀ مقابل آن  .................. باشند.
د) تبدیل هایی که طول پاره خط را حفظ می کنند، تبدیلات  .................. نامیده می شوند.

C(O, R)C (O , R )′ ′ ′OO <′ ∣R − R ∣′

1



گزینۀ صحیح را انتخاب کنید.  8
الف) در هر تبدیل، نقطه اي که تبدیل یافتۀ آن بر خود نقطه منطبق می شود، چه نام دارد؟

) نقطۀ منفرد ) نقطۀ ثابت               ) مرکز تبدیل               ) نقطۀ تصویر               
 

ب) دایرة  بر یک شش ضلعی منتظم محیط شده است، طول هر ضلع شش ضلعی کدام است؟

 (                            (                       (                      (
 

ج) دایره اي بر هر سه ضلع مثلثی با اضلاع  و  و  مماس شده است، شعاع این دایره کدام است؟

 (                            (                              (                               (

1234

C(O, 6)

112
 324

 331246

6810

122432٫543٫5

واژه هاي زیر را تعریف کنید.  9
الف) ایزومتري              ب) دو خط متنافر          ج) صفحۀ عمودمنصف یک پاره خط

بازتاب خطی و ویژگی هاي آن  
درستی یا نادرستی عبارات زیر را تعیین کنید.  10

تبدیل انتقال، جهت شکل را حفظ می کند.

تبدیل بازتاب نسبت به خط، بی شمار نقطۀ ثابت دارد.

نقطۀ  تصویر نقطۀ   در بازتاب نسبت به خط  است. اگر  و نقطۀ  روي خط  و  باشد، تعیین کنید فاصلۀ  11

نقطۀ  از خط  چقدر است؟

A′ALAA =′ 16OLOA = 10

AOA′

جاهاي خالی را تکمیل کنید.  12

نتیجۀ حاصل از دو بازتاب متوالی با محورهاي بازتاب موازي، یک تبدیل .................. است.

، اگر .................. باشد؛ تصویر شکل، بزرگ تر می شود و آن را انبساط می نامیم. OKدر تجانس به مرکز  و نسبت تجانس 

درستی یا نادرستی گزاره هاي زیر را معلوم کنید.  13

تبدیل بازتاب، هیچ گاه نمی تواند یک تبدیل همانی باشد.

در حالتی که پاره خط  با محور بازتاب، نه موازي و نه متقاطع باشد و همچنین بر آن عمود نباشد، ثابت کنید اندازة پاره خط  تحت  14
بازتاب ثابت می ماند.

ABAB

نقطۀ  تصویر نقطۀ  در بازتاب نسبت به خط  است. اگر  و نقطۀ  روي خط  و  باشد، فاصلۀ نقطۀ  از خط   15

 چقدر است؟

A′AlAA =′ 12OlOA = 10A

OA′

در شکل زیر تصویر چهارضلعی  را تحت بازتاب محوري نسبت به  رسم کنید و بررسی کنید آیا بازتاب محوري جهت شکل را  16
حفظ می کند؟

     

ABCDd

2
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گزینۀ صحیح را انتخاب کنید.  17
الف) تعداد نقاط ثابت در تبدیل بازتاب محوري کدام است؟

 (                           ( ) صفر                          ) بی شمار                         

ب) در کدام تبدیل همواره اگر  تصویر  تحت تبدیل  باشد، خود  هم تصویر  تحت همان تبدیل  است؟

) بازتاب ) دوران                       ) تجانس                       ) انتقال                      

ج) کدام تبدیل در حالت کلی جهت را حفظ نمی کند؟

) انتقال ) ترکیب دو بازتاب محوري                    ) دوران                       ) بازتاب                      

123142

A′ATAA′T

1234

1234

، ایزومتري است. ، نه موازي و نه متقاطع باشد، ثابت کنید تبدیل بازتاب محوري نسبت به  در حالتی که پاره خط  با محور بازتاب   18ABdd

بازتاب شکل زیر را نسبت به خط  رسم کنید و بررسی کنید آیا با توجه به شکل، تصویر ایجاد شده از بازتاب، جهت شکل را حفظ می کند؟  19

       

d

در حالتی که پاره خط   محور بازتاب  را در نقطه اي مانند  قطع کند ثابت کنید بازتاب محوري ایزومتري است.  20ABdM

ثابت کنید بازتاب محوري در حالت کلی، شیب خط را حفظ نمی کند.  21

ثابت کنید بازتاب محوري یک تبدیل طولپا است. (مسئله را در دو حالت زیر بررسی کنید)  22

A
B

d

dمحور بازتاب است  

B

A

d

dمحور بازتاب است  

انتقال و ویژگی هاي آن
در هر قسمت، پاسخ مناسب را بنویسید.  23

شیب خط .................. ، همواره حفظ می شود. (انتقال، دوران)

O(360دورانی به مرکز  و زاویۀ .................. ، تبدیلی همانی است.  , 180 )∘ ∘

با توجه به شکل زیر نشان دهید در تبدیل انتقال، اندازة هر پاره خط و اندازة تصویر آن با هم برابرند.  24

( و اندازه  از اندازة پاره خط  کوچک تر است.)

    

AB∣∣VVAB

در حالتی که پاره خط  با بردار انتقال  موازي نباشد، ثابت کنید تبدیل انتقال طولپاست.   25ABV

3



دوران و ویژگی هاي آن
، اندازة پاره خط  با تصویر مطابق شکل زیر، نقطۀ  روي پاره خط  است. ثابت کنید؛ تحت دورانی به مرکز  و هر زاویۀ حادة   26

آن با هم برابرند.

 

OABOaAB

 27

،  و  هستند. روش یافتن مرکز دوران را شرح دهید. ،  و  به ترتیب دوران یافتۀ نقاط  نقاط 

   

A′B′C ′ABC

،  و  رأس هاي یک مثلث هستند. نقاط   28

الف) مثلث و تصویرش را تحت تبدیل دوران به مرکز مبدأ مختصات و زاویۀ  رسم کنید.

ب) طول و شیب ضلع  و تصویرش را به دست آورده و با هم مقایسه کنید.

A(2,0)B(5,0)C(5, 2)

+90∘

AC

با رسم شکل، مثالی از تبدیل دوران غیرهمانی ارائه دهید که داراي نقطۀ ثابت باشد.  29

، طولپا است. در حالتی که مرکز دوران روي پاره  خط  قرار داشته باشد، ثابت کنید دوران به مرکز  با زاویۀ   30ABOα

نقطه  دوران یافتۀ نقطۀ  در دوران به مرکز  و زاویۀ  است. ابتدا نشان دهید عمودمنصف  از نقطۀ  می گذرد؛ سپس بررسی  31

کنید اگر  دوران یافتۀ  باشد، چگونه می توان مرکز دوران را مشخص کرد؟

      

A′AOαAA′O

A B C′ ′ ′ABC
Δ

در حالتی که مرکز دوران  بر پاره خط  و امتداد آن واقع نباشد و زاویۀ دوران از زاویۀ  بیشتر باشد، ثابت کنید دوران  32
ایزومتري است.

OABAOB

B
B

A

A2

1

A3AA
C

A

در شکل مقابل، چند دوران از شکل سایه دار وجود دارد؟  33

A

B

C

F
D

E

در شکل روبه رو، مثلث هاي  و  متساوي  الاضلاع هستند. الف) با کدام تبدیل و به چه صورت  34

نقطۀ  بر  و نقطۀ  بر  تصویر می شود؟

. ب) با استفاده از ویژگی هاي تبدیل قسمت (الف)، ثابت کنید که:  و 

ABC
△

DEC
△

ABDE

AD = BE=AFB^ 60∘

4
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A B

CD

M

N

O

، مثلث  بر مثلث  تصویر . ثابت کنید با دوران به مرکز  و زاویۀ  ،  مرکز مربع و  در مربع   35
می شود.

ABCDOAM = DNO90∘ABM
△

ADN
△

B

A

A B
O

α

در شکل مقابل، ثابت کنید دوران طولپا است.  36

تجانس و ویژگی هاي آن

، مساحت بین آن مستطیل و تصویرش برابر  است. محل برخورد قطرهاي مستطیلی را  می نامیم. در تجانسی به مرکز  و نسبت   37

مساحت مستطیل اولیه را محاسبه کنید.

OO 

3
210

در شکل رو به رو اگر خط  را در تجانس به مرکز  و نسبت تجانس  تصویر کنیم و آن را  بنامیم؛ مساحت بین خط  و  و خطوط   38

 و  چقدر است؟

    

LO 

4
7

L′LL′

dd′

( ثابت کنید تجانس، شیب خط را حفظ می کند. (حالتی را در نظر بگیرید که مرکز تجانس روي پاره خط قرار ندارد و   39k > 1

فرض کنید پاره خط  مجانس پاره خط  در تجانس به مرکز  و نسبت تجانس  باشد.  40
با توجه به شکل مقابل ثابت کنید:

الف) 

ضلعی با هم ضلعی  باشد، ثابت کنید این دو  ضلعی  مجانس  ب) اگر 
متشابهند.

A B′ ′ABOk

 =
AB

A B′ ′

k

nA  A  ⋯ A  1
′

2
′

n
′nA  A  ⋯ A  1 2 3n

یک مربع را در تجانس با نسبت تجانس  به مرکز محل تلاقی قطرها تصویر کرده ایم، اگر مساحت بین مربع و تصویرش  باشد، محیط  41

مربع اولیه را بیابید.

 

4
59

در حالتی که مرکز تجانس روي پاره خط  نباشد و نسبت تجانس  مثبت باشد، ثابت کنید تجانس شیب خط را حفظ می کند.  42ABK

5



وسط هاي اضلاع مثلث  را مطابق شکل زیر متوالیاً به هم وصل می کنیم تا مثلث  متجانس با  ایجاد شود، مرکز تجانس  43

و نسبت تجانس و نسبت مساحت  به مساحت  را بیابید.

        

ABCA B C′ ′ ′ABC

A B C′ ′ ′ABC

فرض کنید  محل برخورد میانه هاي مثلث  باشد و  مجانس مثلث  در تجانس به مرکز  با نسبت   44

باشد. جایگاه رأس هاي  و  نسبت به مثلث  و نسبت مساحت  به مساحت  را مشخص کنید.

GABCA B C′ ′ ′ABCGK = −  2
1

A ،B′ ′C ′ABCA B C′ ′ ′A CB
Δ

، اندازة زاویه را حفظ می کند. ، ثابت کنید تجانس به مرکز  با نسبت  در حالتی که   45K > 0OK

یک مربع را در تجانسی با نسبت تجانس  و به مرکز محل تلاقی قطرها تصویر کرده ایم؛ اگر مساحت بین مربع و تصویرش  باشد،  46

محیط مربع اولیه را محاسبه کنید.

 

3
5

16

در شکل مقابل داریم:  47

 

CB
Q

A

NM

P

الف) با کدام تبدیل مثلث  بر مثلث  تصویر می شود؟ چگونه؟

ب) با کدام تبدیل مثلث  بر مثلث  تصویر می شود؟ چگونه؟

 {AM = MP = 2PB

AN = NQ = 2QC

AMN
△

 APQ
△

 APQ
△

ABC
△

دو خط  و  متقاطع اند. با چند تبدیل زیر می توان خط  را بر خط  تصویر نمود؟  48

الف) انتقال  ب) دوران  پ) بازتاب محوري  ت) تجانس

dd′dd′

1(4 3(3 2(2 4(1

مثلث  مجانس مستقیم مثلث   به مرکز تجانس  می باشد. اگر  و نوع تجانس انقباضی باشد، مساحت مثلث  49

 چند برابر مساحت مثلث  است؟

A B C′ ′ ′ABCO =
AA′

OA′
3

ABCA B C′ ′ ′

ترکیب تبدیل ها و ویژگی هاي آن

بازتاب پاره خط  را ابتدا نسبت به خط  رسم کنید تا  ایجاد شود، سپس بازتاب  را نسبت به خط  که موازي  با  50

، ثانیاً با چه تبدیلی  را می توان به صورت مستقیم به فاصلۀ  از  است، رسم کنید تا  به  دست آید. اولاً ثابت کنید 

 تصویر کرد؟

     

ABd  1A B′ ′A B′ ′d  2d  1

md  1A B′′ ′′AA =′′ 2mAB

A B′′ ′′

6
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درس دوم : کاربرد تبدیل ها

، نقطۀ  می نامیم. نقطۀ  را حول نقطۀ  به نقطۀ  به فاصلۀ  از خط  قرار دارد. تصویر نقطۀ  را تحت بازتاب نسبت به خط   51

اندازة  درجه دوران می دهیم تا نقطه  حاصل شود. طول پاره خط  را محاسبه کنید.

A 12dAdA′AA′

120A′′AA′′

A C

D

B

O

6

4
3 5

 

مطابق شکل، با ترکیب کدام تبدیل ها، مثلث  بر مثلث  تصویر می شود؟  52OABOCD

3
3

1
21

 

با ترکیب کدام تبدیل ها، مربع کوچک تر به مربع بزرگ تر تبدیل می شود؟  53

مسائل قرینه یابی و هم محیطی  
در شکل زیر، می خواهیم بدون تغییر طول ضلع ها، مساحت شکل را افزایش دهیم. میزان افزایش مساحت را به دست آورید.   54

 

(B D =Ĉ 150 , BC =∘ 5, CD = 8)

شکل مقابل نقشۀ زمینی را نشان می دهد که قصد حصارکشی دور آن را داریم. اگر بدون آنکه طول حصارهاي دور زمین و همچنین تعداد  55
ضلع ها تغییر کند، مساحت زمین را افزایش دهیم، حداکثر میزان افزایش مساحت زمین را محاسبه کنید.

      

بدون اینکه محیط شکل زیر تغییر کند، مساحت آن را به کمک تبدیل بازتاب افزایش دهید و میزان افزایش مساحت را محاسبه کنید.  56

      

7



در شکل مقابل با استفاده از بازتاب مساحت، مساحت  را با ثابت نگه  داشتن محیط افزایش داده ایم. مساحت جدید چهارضلعی را  57
محاسبه کنید.

      

ABCD

جاهاي خالی را با کلمات یا عبارت هاي مناسب کامل کنید.  58

الف) اگر خط  با خط بازتاب  عمود و موازي نباشد، بازتاب، شیب خط را .................. .
ب) شرط اینکه تجانس طولپا باشد، این است که ..................

ج) تبدیلی که هر نقطۀ صفحه را به خود آن نقطه نظیر می کند، .................. می نامیم.
د) به مسائلی که در آنها بدون اینکه محیط چندضلعی تغییر کند، مساحت را تغییر می دهیم، مسائل .................. می گویند.

nd

مسائل پیدا کردن کوتاه ترین مسیر  

مطابق شکل، نقطۀ  را روي خط  چنان در نظر می گیریم که  کمترین مقدار ممکن شود. زاویۀ اندازة  را به دست  59
آورید.

 

MdAM + MB M̂1

با توجه به شکل، نقطۀ  روي پاره خط  را به گونه اي بیابید که:  60

       

MHK = 8

AMBمسیر  کوتاه ترین مسیر ممکن باشد.

AMکمترین مقدار عددي  را محاسبه کنید. + MB

اگر دو شهر  و  در دو طرف رودخانه باشند و بخواهیم جاده اي از  به  بسازیم به طوري که پل  بر راستاي رودخانه عمود باشد،  61

محل احداث پل را کجا در نظر بگیریم که مسیر  کوتاه ترین مسیر ممکن باشد؟

 

ABABMN

AMNB

8
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در هر قسمت، گزینۀ صحیح را انتخاب کنید:  62

. طول ارتفاع وارد بر وتر  کدام است؟ الف) در مثلث قائم الزاویۀ 

ب) در شکل روبه رو می خواهیم از نقطۀ  به  و سپس به  برویم. طول کوتاه ترین مسیر کدام است؟

 

      

ج) مثلث  در دایرة مثلثاتی محاط شده است. اگر  باشد، زاویۀ  کدام است؟

AC = 6,AB = 8 ،( =A 90 ) ABC∘BC

4٫8 (4 4٫6 (3 4٫4 (2 4٫2 (1

AdB

11 (4 9 (3 12 (2 10 (1

ABCAC = 2B

90 (4 60 (3 45 (2 30 (1∘ ∘ ∘ ∘

، اگر امکان رفتن به طرف دیگر رودخانۀ  نباشد، در مسئلۀ هرون براي یافتن کوتاه ترین مسیر از نقطۀ  به  و سپس رفتن به نقطۀ   63

چگونه نقطۀ  و اندازة  را می توان پیدا کرد؟

       

AdBd

MMH

در شکل زیر با استفاده از تبدیلات، نقطه اي مانند  روي خط  به گونه اي بیابید که  کمترین مقدار باشد. (با ذکر دلیل)  64

    

MdAM +MB

 
رودخانھ

اصطبل
خانھ

A

B

مردي می خواهد براي برداشتن آب، از خانه به ساحل رودخانه اي که لبۀ مستقیمی دارد برود و سپس آب را به اصطبلی که در همان سمت  65
رودخانه است، ببرد. او از کدام نقطۀ ساحل آب بردارد تا مسافتی که طی می کند، کمترین مقدار ممکن باشد؟ توضیح دهید.

حل مسائل ترکیبی یا ویژگی هاي تبدیل ها
در شکل زیر، می خواهیم بدون آنکه محیط تغییر کند، مساحت را افزایش دهیم. میزان افزایش مساحت را حساب کنید.  66

 

9



سه خط دو به دو ناموازي  و  و  در صفحه مفروض اند. پاره خطی به طول  سانتی متر رسم کنید که دو سر آن روي  و  بوده و  67

موازي  باشد.

       

d  1d  2d  34d  1d  2

d  3

در شکل زیر  کوتاه  ترین مسیر از  به  است که  بر دو خط موازي  و  عمود است. با استفاده از تبدیلات، ثابت کنید  68

دو مثلث  و  متشابه هستند.

    

AMNBABMNd  1d  2

AHMBKN

زمینی به شکل زیر داریم، بدون آنکه محیط این زمین تغییر کند، مساحتش را فقط با یک بار بازتاب نسبت به  و  افزایش دهید.  69
میزان افزایش مساحت را حساب کنید.

            

ACCE

H

M
Q

d
C

 

خط  و دایرة  داده شده اند. از نقطۀ  خطی بگذرانید که  را در نقطۀ  و دایره را در نقطۀ  قطع کند و  باشد.  70

(راهنمایی: از  بر  عمود کرده و به اندازة نصف آن از طرف  ادامه دهید)

dCMdNPMN = 2MP

MdM

10
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فرض کنیم  یک تبدیل طولپا باشد، در این صورت با توجه به شکل تحت  داریم:  1

       

  

در نتیجه پاره خط هاي  و  به ترتیب به پاره خط هاي  و  تصویر می شود. چون تبدیل طولپاست داریم:

       

 

الف) بازتاب                         ب) دوران                             پ) همانی  2

 3
با توجه به شکل داریم:

                                                        

12
3

α

α

  4

نیمسازهاي داخلی

همانی

انتقال

  5

درست

نادرست

نادرست

درست

الف) درست؛ فرض کنیم تبدیل  طولپا باشد؛  6

 آنگاه:   

(صفحۀ  کتاب درسی)

TT

T (O) = O , T (A) =′ A , T (B) =′ B′

OB, OAABO B , O A′ ′ ′ ′A B′ ′

OA = OA , OB =′ OB , AB =′ A B′ ′

⇒ A B ≅O
Δ

A B ⇒′O′
Δ

′ =Ô O′^

 +Ô1  =Ô2  +Ô1  →Ô3  =Ô2  Ô3

  →⎩⎨
⎧ OA = OA′

 =  Ô2 Ô3
OB = OB′

ΔOAB ≅ ΔOA B′ ′

→ AB = A B′ ′

A < 90∘

T

 
⇒

(ض ض ض) 
O B ≅ O BA

Δ
′A′

Δ
′ =Ô O′^

34

11



 ب) درست؛ در دوران، وقتی در شکل اولیه از  به  در جهت عقربه هاي ساعت حرکت کنیم، در شکل تبدیل یافته نیز حرکت از  به  در جهت عقربه هاي ساعت خواهد بود.  (صفحۀ

 و  کتاب درسی)

ج) نادرست؛ نقطۀ  مجانس  با نسبت  خواهد بود، چون:

 

  (صفحۀ  و  کتاب درسی)

 د) نادرست؛ زیرا در حالتی که خط  بر محور بازتاب عمود باشد هم شیب حفظ می شود. (صفحۀ  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

الف) درست ( نمره)        ب) درست ( نمره)        ج) نادرست ( نمره)       د) نادرست ( نمره)

الف) اگر دایره اي باشد که از همۀ رئوس یک چندضلعی عبور کند، دایره را محیطی و چندضلعی را محاطی می نامند.   (صفحۀ  کتاب درسی)  7

ب) وضعیت نسبی دو دایرة  و  درحالتی که  باشد، به صورت متداخل است.   (صفحۀ  کتاب درسی)

 

ج) قضیه: یک چهارضلعی محاطی است اگر و فقط اگر دو زاویۀ مقابل آن مکمل باشند.   (صفحۀ  کتاب درسی)

د) تبدیل هایی که طول پاره خط را حفظ می کنند، تبدیلات طولپا (ایزومتري) نامیده می شوند.   (صفحۀ  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

الف) دایرة محیطی ( نمره)          ب) متداخل ( نمره)          ج) مکمل ( نمره)        د) طولپا یا ایزومتري ( نمره)

الف) در هر تبدیل، نقطه اي که تبدیل یافتۀ آن بر خود نقطه منطبق می شود، نقطۀ ثابت نام دارد.  (صفحۀ  کتاب درسی)  8

ضلعی منتظم محیط شود داریم: ب) هرگاه دایره با شعاع  بر 

(صفحۀ  کتاب درسی)

، بنابراین شعاع دایرة محاطی آن  ج) اولاً بنا بر عکس قضیۀ فیثاغورس این مثلث قائم الزاویه است و مساحت آن  و نصف محیط آن 

 است.   (صفحۀ  کتاب درسی)

راهنماي تصحیح:

الف) نقطۀ ثابت یا گزینۀ  ( نمره)               ب) گزینۀ  ( نمره)               ج) گزینۀ  ( نمره)

الف) تبدیلی که فاصلۀ بین نقطه ها (طول پاره خط ها) را حفظ کند، ایزومتري نامیده می شود.  9
ب) دو خط در فضا را که در یک صفحه قرار نمی گیرند، دو خط متنافر می نامیم.

ج) صفحه اي را که در وسط یک پاره خط بر آن عمود باشد، صفحۀ عمودمنصف آن پاره خط می نامیم.

  10

درست

درست

 11
 راه حل اول:

مطابق شکل و طبق ویژگی بازتاب 

در مثلث قائم الزاویه  داریم:

                        

ABA′B′

4041

MM ′
 

K

1

OM =′ K ⋅ OM ⇒ OM =  ⋅
K

1
OM ′

4344

n35

0٫250٫250٫250٫25

24

C(O, R)C (O , R )′ ′ ′d = OO <′ ∣R − R ∣′20

27

34

0٫250٫250٫250٫25

36

rn

AB = 2r sin =
n

180∘

2 × 6 × sin 30 ⇒∘ AB = 6

30

S =  =2
6 × 8

24p =  =2
6 + 8 + 10

120

r =  =
p

S
225

30٫540٫510٫5

AH = A H =′ 8

OAH

10 =2 8 +2 OH →2 OH = 6

12
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 راه حل دوم:

مطابق شکل و طبق ویژگی بازتاب  و می دانیم محور بازتاب عمودمنصف  است؛

پس  و طبق قضیۀ فیثاغورس داریم: 

حال دو مثلث  و  متشابهند زیرا  و 
پس:

 

 12

انتقال

 13

نادرست

بنا بر فرض مسأله و مطابق شکل زیر امتداد پاره خط  محور بازتاب را در نقطه اي مانند  قطع می کند. اگر نقطۀ  بازتاب نقطۀ  نسبت به محور بازتاب  باشد،  14

، خط  را رسم می کنیم. ادعا می کنیم بازتاب نقطۀ  نسبت به  روي خط  است. از  بر خط  عمود می کنیم و امتداد می دهیم تا خط  را در  قطع کند.

خط  شامل نیمساز  و ارتفاع وارد بر ضلع  از مثلث  است. پس  و  در نتیجه 

    

 15

           

 (صفحۀ  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

 رسم شکل ( نمره)

           

هریک از نقاط  و  و  و  را نسبت به  بازتاب می کنیم تا چهارضلعی  ایجاد شود. در شکل اولیه وقتی از  به  می رویم، جهت حرکت موافق حرکت  16

عقربه هاي ساعت است؛ اما در شکل تصویر وقتی از  به  می رویم، جهت حرکت خلاف جهت حرکت عقربه هاي ساعت است. بنابراین بازتاب محوري جهت شکل را حفظ نمی کند.

  
→

⎩
⎨
⎧ S  =  

OAA′
Δ 2

AA × OH′

S  
=

 

OAA′
Δ 2

OA × AH′ ′  =2
16 × 6

 →2
10 × AH ′

AH =′
 =5

48
9٫6

AH = A H =′ 8AA′

OA = OA =′ 10OH = 6

AH A′ ′OHA′=A′ A′=H =H ′ 90∘

 =
OA′

AA′

 →
OH

AH ′

 =10
16

 →6
AH ′

AH =′ 9٫6

∣K∣ > 1

ABMA′Ad

(S  (A) =d A )′MA′BdMA′BdMA′B′

dMBB′M BB
Δ

′MB = MB′MA = MA′AB = MB − MA = MB −′ MA =′ A B′ ′

بنابر فیثاغورس:  OH = 8 , OA = OA =′ 10

S  =OAA′  =
2

OH × AA′
 ⇒

2
AK × OA′

 =2
8 × 12

 ⇒
2

AK × 10
AK =  =10

96 9٫6

45

0٫5

 
بنابر فیثاغورس: OH = 8 , OA = OA =′ 10 (

 
نمره(0٫5

S  =OAA′  =2
8 × 12

 ⇒
2

AK × 10
AK =  =10

96 9٫6 ( نمره(0٫5 

ABCDdA B C D′ ′ ′ ′AB

A′B′

13



  
راهنماي تصحیح:

رسم شکل ( نمره)

.   ( نمره) مشخص کردن جهت حرکت از  به  در شکل اصلی و در شکل تصویر از  به 

بنابراین بازتاب محوري جهت شکل را حفظ نمی کند. ( نمره)

؛ همۀ نقاط روي محور بازتاب، نقاط ثابت بازتاب محوري هستند؛ بنابراین بی شمار نقطۀ ثابت دارد.  (صفحۀ  کتاب درسی) الف) گزینۀ   17

، آنگاه   (صفحۀ  کتاب درسی) ؛ در تبدیل بازتاب اگر  ب) گزینۀ 

؛ تبدیل بازتاب جهت شکل را حفظ نمی کند، اما ترکیب دو بازتاب محوري یا انتقال می شود یا دوران که در هر صورت جهت شکل را حفظ می کند.  (صفحۀ  کتاب درسی) ج) گزینۀ 
راهنماي تصحیح:

الف) گزینۀ   ( نمره)          ب) گزینۀ   ( نمره)          ج) گزینۀ   ( نمره)

18  بازتاب نقاط  و  را نسبت به خط  به ترتیب  و  می نامیم. با توجه به موازي بودن  و  و عمودمنصف بودن  براي این دو پاره خط، امتداد  و  همدیگر

را در  قطع می کنند؛ بنابراین داریم:

                      

 و چون طول پاره خط حفظ می شود، پس ایزومتري است.

(صفحۀ  کتاب درسی)

 
راهنماي تصحیح:

رسم شکل ( نمره)

 روي عمودمنصف  و  است؛ پس:

        

 

از هریک از نقاط  و  و  عمودهایی بر خط  وارد می کنیم و به اندازة خودشان امتداد می دهیم تا به ترتیب تصاویر  و  و  ایجاد شوند مثلث  تصویر مثلث   19

0٫5

ABA′B′0٫5

0٫5

136

4T (A) = A′T (A ) =′ A38

138

10٫540٫510٫5

ABdA′B′AA′BB′dABA B′ ′

M

  ⇒
AB = MB − MA

A B = MB − MA′ ′ ′ ′

MB = MB , MA = MA′ ′ ⎭
⎬
⎫

AB = A B′ ′

37

0٫5

MAA′BB′

MA = MA , MB =′ MB  (  0٫5)′ نمره

AB = MB − MA , A B =′ ′ MB −′ MA ⇒′ AB = A B  (  0٫5)′ ′ نمره

ABCdA′B′C ′A B C′ ′ ′

14
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 تحت بازتاب نسبت به خط  می باشد اماّ چون براي حرکت از  به  باید در جهت عقربه هاي ساعت حرکت کنیم ولی حرکت از  به  خلاف جهت حرکت عقربه هاي ساعت
است؛ بنابراین بازتاب محوري جهت شکل را حفظ نمی کند.  

 

 (صفحۀ  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

رسم شکل ( نمره)

از هر نقطه عمود رسم می کنیم و به اندازة خودش امتداد می دهیم و شکل تصویر ایجاد می شود ( نمره). با توجه به نمودار، بازتاب جهت

شکل را حفظ نمی کند. ( نمره)

20  فرض کنیم  و  به ترتیب بازتاب نقاط  و  نسبت به محور  باشند، کافی  است ثابت کنیم طول  با طول تصویر برابر است:
می دانیم نقطه اي که روي عمودمنصف پاره خط باشد از دو سر پاره  خط به یک فاصله است.

            

 (صفحۀ  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

     
  

  

 21
در دو حالت بررسی می کنیم:

) با آن موازي می باشد: ) با خط  موازي است و درنتیجه، بازتاب خط  (خط  الف) در این حالت، محور بازتاب (

ABCdABA′B′

42

0٫5

0٫5

0٫5

A′B′ABdABA B′ ′

 

AA  M ⇒ MA = MA ( روی عمودمنصف′(0٫25  ′ نمره
BB  M ⇒ MB = MB ( روی عمودمنصف′(0٫25  ′ نمره } ⇒+ MA + MB = MA +′ MB ⇒′ AB = A B (

 
0٫5)′ ′ نمره

39

 

AA  M ⇒ MA = MA (
 
روی عمودمنصف′(0٫25 ′ نمره

BB  M ⇒ MB = MB ( روی عمودمنصف′(0٫25  ′ نمره } ⇒+ MA + MB = MA +′ MB ⇒′ AB = A B (  0٫5)′ ′ نمره

Δddd′

15



HH

d

d

M

Δ

 

 در این حالت، شیب خط حفظ می شود (چون  است).

،  و  در نقطۀ  متقاطع اند. ، خط  می باشد و  ) متقاطع اند. بازتاب خط  نسبت به محور   ب) در این حالت، خط  و محور بازتاب (

dd

A A
M

H
Δ

  

از آنجا که  و  متقاطع هستند، پس موازي نبوده و درنتیجه، شیب خط  و  یکسان نخواهد بود. بنابراین در این حالت، شیب خط حفظ نمی شود.

  22

، خط  را در نقطۀ  قطع می کند. نقطۀ  را نسبت به محور  بازتاب می کنیم تا  به دست آید.  را رسم می کنیم. بازتاب نقطۀ  نسبت به خط  را پیدا  امتداد 

می کنیم و ثابت می کنیم نقطه  می  باشد، به طوري که  روي  قرار می گیرد. مثلث هاي  و  متساوي الساقین هستند، زیرا:

A
B

H
A

B

H
M d1

2

 

، نیمساز زاویۀ  می باشد، پس  و درنتیجه،  روي  قرار دارد.  از طرفی می دانیم که در مثلث متساوي الساقین، عمودمنصف 

) داریم: ) و ( از طرفی از موارد (

 
 بنابراین در این حالت، بازتاب طولپا می باشد.

، نقطۀ  می باشد.  را رسم کرده و امتداد می دهیم و ادعا می  کنیم بازتاب نقطۀ  پاره خط  محور بازتاب  را در نقطۀ  قطع می کند. بازتاب  نسبت به خط 

، یعنی نقطۀ  بر امتداد  واقع است. چون نقطۀ  بازتاب  نسبت به خط  می باشد، داریم: نسبت به خط 

B

B

d
H

A

A

MH
1

2
3
4

  

از طرفی داریم:

 

 پس  در امتداد  قرار دارد و همچنین مثلث  متساوي الساقین خواهد بود. بنابراین:

 

، پاره خط  است و بازتاب طولپا می باشد. بنابراین، بازتاب پاره خط  نسبت به خط 

  23

انتقال

=M =Ĥ =H ′^ 90 , MH =∘ MH ⇒′ d∥Δ∥d′

d∥d′

dΔdΔd′dd′ΔM

 Δمحوربازتاب : =Ĥ 90∘ , AH = A H′

dd′dd′

ABdMBdB′MB′Ad

A′A′MB′MBB′MAA′

 { = 90 , BH = B H ⇒ BB  d ⇒ MB = MB (1)Ĥ ∘ ′ عمودمنصف′ ′

= 90 , AH = A H ⇒ AA  
d ⇒ MA = MA (2)H ′^ ∘ ′ ′ ′ عمودمنصف′ ′

dM =M  1^
 M  2^A′MB′

12

MB = MB , MA =′ MA ⇒′ MB − MA = MB −′ MA ⇒′ AB = A B′ ′

ABdMAdA′MA′B

dB′MA′A′Ad

=Ĥ
′

90 , AH =∘ ′ A H′ ′ ⇒ AA  
d′عمودمنصف ⇒ MA = MA ,  =′ M  1^

 M  2^

 {
 =  =  =  M  1^ M  2^ M  3^ M  4^

BH = B H, = 90′ Ĥ ∘

B′MA′MBB′

  

⎩
⎨
⎧AB = AM + MB

A B = A M + MB′ ′ ′ ′

AM = A M , BM = B M′ ′

⇒ AB = A B′ ′

ABdA B′ ′

16
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 24
 

                   

 

،  و  می نامیم، طبق تعریف انتقال، پاره خط هاي  و  هر دو موازي و هم اندازه با بردار  هستند. بنابر قضیه اي، تصویر نقطۀ  و  را تحت انتقال با بردار   25

. بنابراین انتقال طول را حفظ می کند، پس چهارضلعی که دو ضلع مساوي و موازي داشته باشد، متوازي الاضلاع است؛ بنابراین  متوازي الاضلاع است. در نتیجه 
طولپاست.

    

 (صفحۀ  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

رسم شکل ( نمره)

 
   

اگر  یک دوران به مرکز  و زاویۀ  باشد، با توجه به شکل تحت  داریم:  26

             

محل همرسی عمود منصف هاي پاره خط هاي واصل بین هر نقطه و تصویرش، مرکز دوران است.  27

360∘

  { AB = AA + A B′ ′

A B = BB + A B′ ′ ′ ′
AA =BB′ ′

AB = A B′ ′

ABVA′B′AA′BB′V

AA B B′ ′AB = A B′ ′

39

0٫5

AA′ =
∥

∣ ∣V =
∥

BB ⇒′ AA′ =
∥

BB  (  0٫5) ⇒′ نمره  AA B B متوازی الاضلاع است⇒ ′ ′ AB = A B ⇒′ ′
 ( انتقال طولپاست(0٫5  نمره

TOaT

 T (A) = A , T (B) =′ B ⇒′ OA = OA , OB =′ OB′

⇒ AB = OA + OB = OA +′ OB =′ A B′ ′

17



  

پاسخ: الف) با توجه به شکل در این دوران داریم:  28

                                                                                                                       

ب) 

 

 29

 شکل مقابل مثلث  را نشان می دهد که به مرکز نقطۀ  در جهت حرکت عقربه هاي ساعت به اندازة  دوران یافته است.

، نقطۀ ثابت تبدیل است. در اینجا اگرچه تبدیل همانی نیست اما نقطه 

فرض کنیم  و  تصویر نقاط  و  تحت دوران به مرکز  با زاویۀ  باشند، در این صورت داریم:  30

         

 بنابراین دوران طولپا خواهد بود.

 (صفحۀ  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

رسم شکل ( نمره)

      

، یعنی نقطه  از دو سر پاره خط  به یک فاصله است. عمودمنصف مکان هندسی نقاطی است که از دو سر پاره خط به یک فاصله هستند؛ با توجه به تعریف دوران   31

بنابراین  روي عمودمنصف  قرار می گیرد.

براي یافتن مرکز دوران کافی است محل همرسی عمودمنصف هاي  و  و  را مشخص کنیم؛ چون این نقطه از دو سر پاره خط ها به یک فاصله است، پس مرکز دوران خواهد بود.

  

⎩
⎨
⎧ A (2,0) → A (0, 2)′

B (5,0) → B (0, 5)′

C (5, 2) → C (−2, 5)′

  ⇒
AC =  =  (5 − 2) + (2 − 0)2 2 13

A C =  =  

′ ′ (−2 − 0) + (5 − 2)2 2 13 ⎭
⎬
⎫

AC = A C′ ′

  ⇒
m  =  =  AC 5 − 2

2 − 0
3
2

m =  = −  A C′ ′
−2 − 0
5 − 2

2
3 ⎭
⎬
⎫

m  =AC  m  A C′ ′

A CB
Δ

C(20 )∘

C

A′B′ABOα

  ⇒
AB = OA + OB

A B = OA + OB′ ′ ′ ′

 : OA = OA , OB = OBطبق تعریف دوران ′ ′ ⎭
⎬
⎫

AB = A B′ ′

43

0٫5

 (  0٫5)AB = OA + OB

A B = OA + OB′ ′ ′ ′ } نمره

OA = OA , OB =′ OB ⇒′ AB = A B (
 
0٫5)′ ′ نمره

OA = OA′OAA′

OAA′

AA′BB′CC ′
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(صفحۀ  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

بیان مکان هندسی بودن عمودمنصف براي نقاطی که از دو سر پاره خط  به یک فاصله هستند. ( نمره)

. ( نمره) یافتن محل همرسی عمودمنصف هاي  و  و 

توضیح اینکه این نقطه همرسی از نقاط و تصویر آنها به یک فاصله است. ( نمره)

تصویر نقاط  و  را تحت دوران به مرکز  با زوایۀ  به ترتیب نقاط  و  می نامیم، چون زاویۀ دوران ثابت است؛ بنابراین:  32
                                                                   

                                                                                                                    

، پس دوران ایزومتري خواهد شد. ؛ بنابراین دو مثلث  و  به حالت (ض ز ض) هم نهشت می شوند و  از طرفی  و 

(صفحۀ  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

رسم شکل ( نمره)

          

 33
دوران ها عبارتند از:

- مثلث  دوران یافتۀ  به مرکز  و زاویۀ  (ساعتگرد).

. - مثلث  دوران یافتۀ  به مرکز  و زاویۀ 

- مثلث  دوران یافتۀ  به مرکز  و زاویۀ  (پادساعتگرد) یا  (ساعتگرد).

 34

  

الف) پس می توان گفت که نقطۀ  دوران یافتۀ  به مرکز  و زاویۀ  است. به همین ترتیب:

  

نتیجه می گیریم که نقطۀ  دوران یافتۀ  به مرکز  و زاویۀ  است.

. همچنین می دانیم که زاویۀ ب) با استفاده از قسمت (الف)، نتیجه می گیریم که  تحت دوران به مرکز  و زاویۀ  روي  تصویر می شود. دوران طولپا است، پس 

. بین خط و دوران یافتۀ آن به اندازة دوران است، پس: 

 

ابتدا ثابت می کنیم که دو مثلث  و  هم نهشت هستند:  35

  

44

AA′0٫5

AA′BB′CC ′0٫5

0٫5

ABOαA′B′

 ⇒
 +  = αO  1̂ O  2̂
 +  = αO  3̂ O  2̂

}  =O  1̂  O  3̂

OA =′ OAOB =′ OBO BA
Δ

O BA′
Δ

′A B =′ ′ AB

41

0٫5

 ⇒
 +  = αO  1̂ O  2̂
 +  = αO  3̂ O  2̂

}  =O  1̂  
 (

 
0٫5)O  3̂ نمره

  ⇒
OA = OA′

OB = OB′

 
=

 O  1̂ O  3̂
⎭⎬
⎫

O B ≅A
Δ

O B ⇒A′
Δ

′ AB = A B  (  0٫5)′ ′ نمره

1 AB A  

′
2

△

ABC
△

A−90∘

2 AA A  

′′
3

△

ABC
△

A180∘

3 AA A  

′
1

△

ABC
△

A90∘−270∘

 ABC
△

متساوی الاضلاع ⇒ =ACB^ 60∘ , AC = CB

BAC−60∘

 CDE
△

متساوی الاضلاع ⇒ =DCE^ 60∘ , CD = CE

EDC−60∘

ADC−60∘BEAD = BE

=AFB^ 60∘

 →{
T (A) = B

T (D) = E
T (AD) = BE

AOM
△

DON
△

  

⎩
⎨
⎧OA = OD

AM = DN

= = 45OAM^ ODN^ ∘

⇒  

( ض ز ض( 
≅AOM

△
DON

△
⇒   {

OM = ON

=AOM^ DON^
(1)
(2)

19



) داریم: از رابطۀ (

     

،  بر  تصویر می شود و به همین ترتیب،  بر  تصویر می شود. بنابراین نقطۀ  با دوران به مرکز  و زاویۀ  بر  تصویر می شود. از دوران به مرکز  و زاویۀ 

، بر مثلث  منطبق می شود. به این ترتیب، رأس هاي مثلث  بر رأس هاي مثلث  تصویرمی شوند. پس دوران یافتۀ  به مرکز  و زاویۀ 

36  مطابق شکل، مرکز دوران نقطۀ  روي  است و زاویۀ دوران  می باشد. داریم:

B

A

A B
O

α
α

روش اول: اگر  و  به ترتیب مساحت مستطیل و تصویرش باشد. داریم:  37

          

 

 روش دوم: اگر  و  به ترتیب مساحت مستطیل و تصویرش باشد. داریم:

 روش سوم: اگر  و  به ترتیب مساحت مستطیل و تصویرش باشد. داریم.

 روش چهارم: فرض کنیم  و  به ترتیب مساحت مستطیل و تصویرش باشند و  یکی از زاویه هاي بین دو قطر مستطیل باشد. می دانیم در هر مثلث میانه، مثلث را به دو مثلث هم مساحت
تقسیم می کند. بنابراین:

روش اول:  38
 

                 

 
روش دوم:

2

=AOM^ DON^ ⇒ +AOM^ MOD^ = +DON^ MOD^ ⇒ =AOD^ MON^ , =AOD^ 90∘ ⇒  { = 90MON^ ∘

(1) : OM = ON

MO90∘NO90∘ADBA

ABM
△

ADN
△

ABM
△

O90∘ADN
△

OABα

AB = AO + OB

A B =′ ′ A O +′ OB′

 
AO :طبق خواص دوران= A O, OB =′ OB ⇒′ AB = A B (1)′ ′

SS′

S − S =′ 10 ⇒ S −  S =9
4 10 ⇒ S = 18

SS ′

S − S =′ 10 ⇒ AB × AD − A B ×′ ′ A D =′ ′ AB × AD −  AB ×3
2

 AD =3
2

10 ⇒ S = AB × AD = 18

SS ′

 =
S

S′
k =2 (  ) =

3
2 2

 ⇒
9
4

 =
S

S − S′
 ⇒

9
5

 =
S

10
 ⇒

9
5

S = 18

SS ′α

S − S =′ 10 ⇒ 4S  −OAB 4S  =OA B′ ′ 10

⇒ 4(  OA ×2
1

OB × sinα) − 4(  OA ×2
1 ′ OB ×′ sinα) = 10

⇒ OA × OB × sinα −  OA ×9
4

OB × sinα = 5 ⇒ OA × OB × sinα = 9

⇒ S = 4(  ×
2
1

OA × OB × sinα) = 18

 =
OA

OA′
 →4

7
OA =′

 

4
7

 =
OB

OB′
 →4

7
OA =′

 

2
7

S = S  −ΔOA B′ ′ S  =ΔOAB  (  ×2
1

4
7

 ) −2
7

 (1 ×2
1

2) =  16
33
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مرکز تجانس روي پاره خط  نیست. در این حالت مطابق شکل  و  مجانس هاي  و  هستند:  39

                                                        

 

 40

الف) چون در تجانس شیب خط حفظ می شود، پس: 

در نتیجه به استناد قضیۀ تالس داریم: 

ب) بنا به حالت الف داریم: 

پس تناسب بین اضلاع چندضلعی و اضلاع مجانس آن برقرار است.
از طرفی می دانیم که در تجانس، زاویۀ بین خطوط حفظ می شود. پس هر دو زاویۀ متناظر برابر می باشند.

در نتیجه دو چندضلعی متشابه  اند.

می دانیم اگر شکلی با نسبت  متجانس شود، نسبت مساحت ها  خواهد بود. فرض کنیم ضلع مربع اولیه  باشد؛ بنابراین:  41

 

  (صفحۀ  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

فرض کنیم  و  به ترتیب مجانس هاي  و  به مرکز  با نسبت  باشند. در این  صورت داریم:  42

            

 بنابراین خط و تصویر موازي می شوند و شیب آنها برابر خواهد بود.

 (صفحۀ  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

رسم شکل ( نمره)

 =
S  ABO

S  CDO
k =2

 

16
49

 =
S  ABO

S  − S  CDO ABO
 =16

49 − 16
 16

33

S  =ABO  =
2

1 × 2 1 ⇒ S  =ABDC  

16
33

ABA′B′AB

 →{ OA = k ⋅ OA′

OB = k ⋅ OB′  =
OA

OA′
 =

OB

OB′
k

 

بنا بھ عکس قضیھ تالس 
AB∣∣A B →′ ′ m  =AB m  A B′ ′

AB∣∣A B′ ′

 =
OA

OA′

 =
OB

OB′

 =
AB

A B′ ′

k

 =
A  A  1

′
2
′

A  A  1 2
 =

A  A  2
′

3
′

A  A  2 3 ⋯ =  =
A  A  n−1

′
n
′

A  A  n−1 n
k

kk2a

 
مساحت بین=  

مساحت تصویر−  
مساحت اولیھ=  a −16

25 2 a =2 9 ⇒ a (  ) =2
16
9

9 ⇒ a =2 16 ⇒ a = 4

محیط مربع اولیھ=  4a = 16

51

مساحت بین=   a −
16
25 2 a =2 9 ⇒ a =2 16 ⇒ a = 4 ( نمره(0٫5 

محیط اولیھ=  4a = 16 ( نمره(0٫5 

A′B′ABOK

  ⇒
OA = K × OA′

OB = K × OB′ }  =
OA

OA′

 =
OB

OB′

K  

بنابر عکس قضیۀ تالس 
AB ∥ A B′ ′

46

0٫5
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؛ بنابراین شیب خط و تصویر برابر است. ( نمره)  بنابر عکس قضیۀ تالس 

می دانیم میانه هاي هر مثلث همرس اند و همدیگر را با نسبت  به  قطع می کنند؛ بنابراین محل همرسی میانه ها را به عنوان مرکز تجانس در نظر می گیریم و داریم:  43

، یعنی  خواهد شد.  چون  بین  و  است، نسبت تجانس  بوده و نسبت مساحت ها 

      

(صفحۀ  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

رسم شکل ( نمره)

میانه ها همرس اند و همدیگر را با نسبت  به  قطع می کنند؛ بنابراین  مرکز تجانس است. ( نمره)

نسبت تجانس  و نسبت مساحت ها  است. ( نمره)

می دانیم میانه هاي هر مثلث همدیگر را با نسبت  به  قطع می کنند؛  44

   بنابراین جایگاه  و  وسط اضلاع  و  و  خواهد بود. از طرفی بنابر ویژگی هاي تجانس به نسبت  مساحت را  برابر می کند،

بنابراین نسبت مساحت  به مساحت  برابر می باشد.

 (صفحۀ  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

رسم شکل ( نمره)

      

وسط هاي اضلاع مثلث  هستند. نسبت مساحت  به  برابر  است.

45  را به مرکز  با نسبت  متجانس می کنیم تا  ایجاد شود، بنابر قضیۀ تجانس، شیب را حفظ می کند، بنابراین:

  ⇒
OA = K × OA′

OB = K × OB′ }  =
OA

OA′
 =

OB

OB′
K ( نمره(0٫5 

AB ∥ A B′ ′0٫5

12

 =
GA

GA′
 =

GB

GB′
 =

GC

GC ′
 

2
1

GAA′−  2
1

K2
 4

1

54

0٫5

12G0٫5

 

2
−1

 

4
10٫5

12

A ،B′ ′C ′BCACABKK2

A B C′ ′ ′ABC 4
1

54

0٫5

 A , B , C′ ′ ′ABCA B C′ ′ ′ABC 4
1

ABCOKA B C′ ′ ′
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 بنابر قضیۀ موازي و مورب:

           

  (صفحۀ  کتاب درسی)

راهنماي تصحیح:

رسم شکل ( نمره)         

                     

طبق ویژگی تجانس با نسبت  می دانیم که طول ضلع  برابر می شود و مساحت  برابر خواهد شد.  46
بنابراین:

          

  (صفحۀ  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

فرض کنیم اندازة ضلع مربع اولیه  باشد، بنابر ویژگی تجانس    ( نمره)

 

الف) داریم:  47

 

، مثلث  بر مثلث  تصویر می شود.  بنابراین در تجانس به مرکز  و نسبت 

ب)

 

، مثلث  بر مثلث  تصویر می شود. بنابراین در تجانس به مرکز  و نسبت 

»: دو خط متقاطع شیب هاي نابرابر دارند، بنابراین نمی  توانند انتقال یافتۀ یکدیگر باشند (انتقال، شیب خط را حفظ می کند). به همین ترتیب، چون تجانس هم شیب خط را گزینۀ «  48
حفظ می کند، پس دو خط متقاطع نمی توانند مجانس یکدیگر باشند.

مطابق شکل، مثلث  مجانس مستقیم انقباضی مثلث  به مرکز تجانس  و ضریب  است. داریم:   49

AB∣∣A B′ ′

BC∣∣B C′ ′

 ⇒
 =  B  1̂ B  1

′̂

 =  B  2̂ B  2
′̂ } =ABC A B C′ ′ ′

47

0٫5

تجانس شیب را حفظ می کند⇒    (  0٫5){ AB∣∣A B′ ′

BC∣∣B C′ ′ نمره

 

بنابر قضیۀ موازی  و مورب  
 

⇒ =  B  1̂ B  1
′̂

 =  B  2̂ B  2
′̂ } =ABC  (  0٫5)A B C′ ′ ′ نمره

K∣K∣K2

A B =′ ′
 AB3

5

⇒ S  =A B C D′ ′ ′ ′  S  

9
25

ABCD

مساحت بین مربع ھا=   AB −9
25 2 AB =2

 AB =9
16 2 16

⇒ AB =2 9 ⇒ AB = 3
ضلع مربع اولیھ 

 
محیط مربع اولیھ= 4 × AB = 4 × 3 = 12

49

aS =′
 S , a =9

25 ′
 a3

50٫5

مساحت بین مربع ھا=   a −9
25 2 a =2

 a =9
16 2 16 ⇒ a =2 9 ⇒ a = 3 ( نمره(0٫5

 
محیط مربع اولیھ= 4a = 4 × 3 = 12 (

 
نمره(0٫5

 =
AP

AM
 =

AQ

AN
 

2
1

Ak = 2AMN
△

 APQ
△

  

⎩
⎨
⎧

AM = MP = 2PB ⇒  =  

AB

AP

5
4

AN = NQ = 2QC ⇒  =  

AC

AQ

5
4 ⇒  =

AB

AP
 =

AC

AQ
 5

4

Ak =  

4
5

 APQ
△

ABC
△

2

A B C′ ′ ′ABCOk

k =  =
AA′

OA′

3 ⇒  =
OA + AA′ ′

OA′

 =
OA

OA′

 4
3
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A

C

B

A´

C´

B´

O

 50

 را عمود بر  رسم می کنیم و به اندازة خودش امتداد می دهیم تا  ایجاد شود، سپس  را بر 

 عمود می کنیم و به اندازة خودش امتداد می دهیم تا  به دست آید. به همین ترتیب تصاویر  و 
 نیز ایجاد می شوند.

          

 از طرفی چون چهارضلعی  متوازي الاضلاع است، با تبدیل انتقال با بردار  می توان پاره خط  را مستقیم بر  تصویر کرد.

(صفحۀ  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

رسم شکل  ( نمره)

           

،  را مستقیم به  تصویر می کند. ( نمره)  تبدیل انتقال با بردار 

با توجه به شکل مثلث  متساوي الساقین است؛ بنابرین ارتفاع  نیمساز زاویۀ  هم می باشد.  51
در نتیجه:

            

  (صفحۀ  کتاب درسی)        

راهنماي تصحیح:

رسم شکل ( نمره)

             

، مثلث  را دوران می دهیم تا مثلث  به دست آید. حال مجانس  به مرکز  و نسبت تجانس  را 52  ابتدا به مرکز  و زاویۀ 

به دست می آوریم تا مثلث  به دست آید.

 
=

S( )ABC
Δ

S( )A B C′ ′ ′
Δ

(  ) =
OA

OA′
2

 ⇒16
9

S( ) =ABC
Δ

 S( )9
16

A B C′ ′ ′
Δ

BHd  1B′B K′

d2B′′A′A′′

AA =′′ AH +′ H A +′ ′ A K +′ ′ K A ⇒′ ′′

AA =′′ 2A H +′ ′ 2A K =′ ′ 2m

ABB A′′ ′′AA′′ABA B′′ ′′

42

0٫5

AA =′′ 2A H +′ ′ 2A K =′ ′ 2m ( نمره(0٫5 

AA′′ABA B′′ ′′0٫5

AA A′ ′′A H′A′

 =
AA′

AH
sin 60 ⇒∘ AH =  ×2

 3 2  =12 6

AA =′′ 2AH ⇒ AA =′′ 2 × 6 = 12

43

0٫5

sin 60 =∘
 ⇒

AA′

AH
AH =  ×2

 3 2  =12 6 ( نمره(0٫5 

AA =′′ 2AH = 2 × 6 = 12 (
 
نمره(0٫5

O−90∘OABOA B′ ′OA B′ ′
△

Ok =  =
OB′

OC
 =

OA′

OD
2

OCD
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CA

B

B

A

D

413

3

4

6

O

 

53  از آنجا که مطابق شکل، ابعاد مربع کوچک در تصویر آن،  برابر شده است، پس حتماً تجانس جزو تبدیل ها خواهد بود. ابتدا تجانس به مرکز مبدأ مختصات و با ضریب  و

ها خواهیم داشت. ها و سپس انتقال با برداري به طول  موازي محور  سپس بازتاب نسبت به محور 

2
3

x

y

3 3
31

1
2

3

3

 

روش اول:  54

ابتدا بازتاب نقطۀ  را تحت  به دست می آوریم و آن را  می نامیم.
بنابراین میزان افزایش مساحت برابر است با:

                 

 روش دوم:

. ارتفاع  را رسم می کنیم.  لذا

بنابراین میزان افزایش مساحت برابر است با:

            

با توجه به شکل رسم شده براي تعیین افزایش مساحت داریم:  55

                                    

نقطۀ  را نسبت به  بازتاب می کنیم.   56

3k = 3

x3x

CBDC ′

S  =BC DC′ 2S  =BDC 2(  CB ×2
1

CD sin C) = 5 × 8 ×  =2
1

20

BH =Ĉ1 30∘BH =   BC =2
و1  

2
5

2S  =BDC 2(  BH ×2
1

CD) = 2(  ×2
1

 ×2
5

8) = 20

S = S  +ABCB′ S  =FEDE′ 2S  +
A CB

Δ 2S  =
F DE

Δ

= 2 ×  ×2
1 7 × 4 × sin 150 +∘ 2 ×  ×2

1 3 × 4 = 14 + 2 = 26

BAC

25



           

 (صفحۀ  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

 رسم شکل ( نمره)

           

مثلث متساوي الساقینی که زاویۀ بین دو ساق آن  باشد، متساوي الاضلاع می شود؛ بنابراین مثلث  متساوي الاضلاع به ضلع  است. بنابر مثلث طلائی فیثاغورس با اضلاع   57

، مثلث  قائم الزاویه است؛ بنابراین : و  و 

           

  (صفحۀ  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

رسم شکل ( نمره)

تشخیص متساوي الاضلاع بودن  و قائم الزاویه بودن  ( نمره) 

 

           

الف) اگر خط  با خط  عمود یا موازي نباشد،  و  همدیگر را در نقطه اي مانند  قطع می کنند؛ بنابراین موازي نیستند و شیب حفظ نمی شود.  (صفحۀ  کتاب درسی)  58

 

ب) چون تجانس، طول را  برابر می کند؛ اگر  باشد، تجانس طولپاست.  (صفحۀ  کتاب درسی)

ج) تبدیلی که هر نقطه از صفحه را به خود آن نقطه نظیر می کند، تبدیل همانی می نامیم.  (صفحۀ  کتاب درسی)
د) یکی از کاربردهاي  بازتاب، حل مسائلی است که در آنها بدون اینکه محیط چندضلعی تغییر کند؛ مساحت آن را تغییر می دهیم. به این گونه مسائل، هم پیرامونی یا هم محیطی می گویند.

 (صفحۀ  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

الف) حفظ نمی کند. ( نمره)          ب)  ( نمره)

ج) تبدیل همانی ( نمره)              د) هم پیرامونی یا هم محیطی ( نمره)

 59

 
افزایش مساحت= 2 × S  =ABC 2 ×  AB ×2

1
BC × sin B̂

⇒ افزایش مساحت=  2 ×  ×2
1

 ×3 2 × sin 120∘

 
افزایش مساحت=  ×3 2 × =2

3
3

56

0٫5

افزایش مساحت=  2 ×  ×2
1

 ×3 2 × sin 120 =∘
 ×3 2 ×  =2

 3 3 ( نمره(0٫5 

60∘ABC55

43BCD

S  =ABC D′ S  +ABD S  =BC D′  ×4
 3 5 +2

 2
3 × 4

⇒ S  =ABC D′   +4
25 3 6

56

0٫5

ABDB DC
Δ

0٫5

S  =ABC D′  ×4
 3 5 +2

 =2
3 × 4

  +4
25 3 6 ( نمره(0٫5 

ndnn′M42

∣K∣ ∣K∣ = 144

47

51

0٫25K = ±1  ∣K∣ یا= 10٫25

0٫250٫25
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 60
   

بازتاب نقطه  را نسبت به محور  نقطۀ  می نامیم.

محل تلاقی  با  را  می نامیم. مسیر  پاسخ مسئله است.

 

روش اول:

روش دوم:
 

                   

 

نقطۀ  را تحت برداري مساوي عرض رودخانه و عمود بر راستاي رودخانه در جهت شهر  به نقطۀ  انتقال می دهیم. سپس از  به  وصل می کنیم، تا نقطۀ  به دست آید.  61

 از نقطۀ  بر رودخانه عمود می کنیم تا نقطۀ  به دست آید،

محل احداث پل  به دست می آید.

 کوتاه ترین مسیر است.

؛ الف) گزینۀ   62

 

           

؛ بنابر مسئله هرون کوتاه ترین مسیر  است. ب) گزینۀ 

 =M̂2 40 ⇒∘
 =M̂1 100∘

AHKA′

HKMAMB

AM + MB = A B →′ A B =′
 =8 + 62 2 10

AHM ≈ BH M ⇒′
 =

BH ′
AH

 

MH ′
HM

⇒  =4
2

 
⇒

8 − x

x
x =  ⇒3

8
MH =  , MH =3

8 ′
 3

16

AM =  =2 + (  )2
3
8 2

 , BM =3
10

 3
20

⇒ AM + BM =  +3
10

 =3
20

10

BAB′B′AM

MN

MN

AMB B′

AMB B  
=′ مسیر AM + MB +′ BB  

′ MB =NB
′

AM + NB + MN = AMNB مسیر

4

BC =  =AB + AC2 2
 =36 + 64 10

S  =ABC  =2
6 × 8

 ⇒
2

AH × 10
AH = 4٫8

1A B′

27



           

؛ چون شعاع دایرة مثلثاتی  است؛ پس  قطر بوده و  محاطی  است یا: ج) گزینۀ 
       

          

 

(صفحۀ  و  تا  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

الف) گزینۀ  ( نمره)          ب) گزینۀ  ( نمره)          ج) گزینۀ  ( نمره)

با توجه به روش هرون در یافتن کوتاه ترین مسیر، چون نقطۀ  روي عمودمنصف  است:  63
 

           

 

بنابراین دو مثلث  و  به حالت دو زاویه متشابه می شوند؛ در نتیجه

 

چون طول  و  و  معلوم هستند، اندازة  نیز به دست می آید.

(صفحۀ  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

           

چون  و  و  معلوم هستند؛ پس  نیز معلوم است. ( نمره)

ابتدا نقطه  را نسبت به خط  بازتاب محوري می کنیم تا نقطه  به  دست آید.  64

(A B) =′ 2 8 +2 6 =2 100 ⇒ A B =′ 10

41AC=B 90∘

 =
sin B

b 2R ⇒ sin =B 1 ⇒ =B 90∘

526063

40٫510٫540٫5

MAA′

 ⇒
 =  M  1 M  2
 =  M  2 M  3

}  =M  1  M  3

A MH
Δ

B MH
Δ ′

 =
BH ′

AH
  

MH ′

MH
 

ترکیب در مخرج
 =

AH + BH ′

AH
 ⇒

HH ′

MH
MH =  

AH + BH ′

AH × HH ′

AHBH ′HH ′MH

54

 ⇒
 =  M  1 M  2
 =  M  2 M  3

}  =M  1  ⇒M  3 A H ∼M
Δ

B H  (  0٫5)M
Δ

′ نمره

 =
BH ′

AH
 ⇒

MH ′

MH
 =

AH + BH ′

AH
  (  0٫5)

HH ′

MH
نمره

AHBH ′HH ′MH =  

AH + BH ′

AH × HH ′

0٫5

AdA′
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 را به  وصل می کنیم. محل برخورد  با  را نقطۀ  می نامیم،  روي عمودمنصف  است؛ بنابراین:

           

  (صفحۀ  کتاب درسی)

راهنماي تصحیح:

رسم شکل ( نمره)

 را نسبت به خط  بازتاب می کنیم تا  به  دست آید و محل برخورد  با خط  را نقطه  در نظر می گیریم. (
 نمره)

           

، خط  را در نقطۀ  قطع می کند. ادعا می کنیم که کوتاهترین مسیر  می باشد. براي ). پاره خط  ) را به دست می آوریم ( 65  ابتدا قرینۀ نقطۀ  نسبت به رودخانه (خط 

اثبات این ادعا، نقطۀ دلخواه دیگري مثل  را روي خط  در نظر می گیریم، داریم:

A

B

A

H
d

MM

 

، طبق قضیۀ وجود مثلث،  از مجموع دو ضلع دیگر کوچک تر است، پس:  در مثلث 

 

 این یعنی کوتاهترین مسیر همان  یا  می باشد.

 66
 

             

 

«بازتاب نقطۀ  را نسبت به خط  پیدا می کنیم.»

ابتدا خط  را با بردار انتقال  موازي  و با طول  انتقال می دهیم تا خط  ایجاد شود. محل برخورد  با  را نقطۀ  می نامیم. از  پاره خطی موازي  رسم می کنیم  67

تا  را در  قطع کند.

چون چهارضلعی  متوازي الاضلاع است؛ بنابراین  جواب مسئله است.

A′BA B′dMMAA′

MA = MA′

B  A تا=  کوتاه ترین مسیر′ A B =′ A M +′ MB ⇒

 
AM کمترین مقدار خواھد شد+ MB

52

0٫5

AdA′A B′dM0٫5

کوتاه ترین فاصلھ=  A B =′ A M +′ MB = AM + MB =   ( کمترین مقدار(0٫5  نمره

AdA′A B′dMAMB

M ′d

 {AA  d ⇒ AM = A M′عمودمنصف ′

AA  
d ⇒ AM = A M′عمود منصف ′ ′ ′

 { AM + BM = A M + BM ⇒ AMB = A B′ ′

AM + BM = A M + BM ⇒ AM B = A M + BM′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′

A M B′ ′A B′

A B <′ A M +′ ′ M B ⇒′ A MB <′ A M B′ ′

A B′AMB

S  =ABC  ×
2
1 3 × 4  ×2 sin 135 =∘ 6  ×2  =2

 2 6

S  =ABCB′ 2S  =ABC 12

BAC

d  1ABd  34d  1
′d  1

′d  2MMd  3

d  1N

ABMNMN = 4
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(صفحۀ  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

رسم شکل ( نمره)

انتقال  با بردار  موازي  با طول  ( نمره)

رسم  موازي  و تشخیص متوازي الاضلاع بودن  و  ( نمره)

       

بنابر مسئلۀ هرون براي یافتن نقطۀ  به کمک تبدیلات، ابتدا نقطۀ  را با بردار انتقال  به نقطۀ  انتقال می دهیم، محل برخورد  با خط  همان نقطۀ  خواهد بود؛  68

، بنابراین دو مثلث به حالت دو زاویۀ ، از طرفی  بنابراین چهارضلعی  متوازي الاضلاع است. با توجه به موازي بودن  و  بنابر قضیۀ موازي و مورب 

برابر، متشابه می شوند.

 

(صفحۀ  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

کامل کردن شکل ( نمره)

 را با بردار  انتقال می دهیم تا  ایجاد شود، چهارضلعی  متوازي الاضلاع است ( نمره). بنابر قضیۀ

موازي و مورب  و دو مثلث به حالت دو زاویۀ برابر، متشابه می شوند. ( نمره)

نقطۀ  را نسبت به  بازتاب می کنیم تا  ایجاد شود. به همین ترتیب نقطۀ  را هم نسبت به  بازتاب می کنیم تا  ایجاد شود.  69

         

  (صفحۀ  کتاب درسی)

راهنماي تصحیح:

54

0٫5

d  1ABd  340٫5

MNd  3ABMNMN = 40٫5

MBMNB′AB′d  1M

MNBB′d  1d  2 =M  1^
 N  1̂=K̂ =Ĥ 90∘

53

0٫5

BMNB′MNBB′0٫5

 =N  1̂  M  1^0٫5

BACB′DECD′

 
میزان افزایش مساحت= 2S  +ABC 2S  =EDC

2 × (  ×2
1

3 × 4  ×2 sin 135 ) +∘ 2(  ×2
1

2 × 2 × sin 30 ) ⇒∘

افزایش مساحت=  12  ×2 +2
2 4 ×  =2

1 12 + 2 = 14

54
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کامل کردن شکل ( نمره)

           

) تا دایره را در نقاط  و  قطع ) ادامه می دهیم. سپس از نقطۀ  خطی موازي با  رسم می کنیم ( 70  مطابق شکل، از نقطۀ  بر خط  عمود کرده و به اندازة نصف آن (

کند. PM را امتداد می دهیم تا  را در  قطع کند. داریم:

d

d

H
N

M
Q
1

2

P

P

 

 

       

بنابراین، پاره خط  پاسخ است.

0٫5

افزایش مساحت=  2S  +ABC 2S   (  0٫5)DEC نمره

 = 2 ×  × 3 × 4  ×  + 2 ×  × 2 × 2 × = 14 ( افزایش مساحت(0٫5 
2
1 2

2
 2

2
1

2
1 نمره

MdMQQdd′PP ′

dN

 { =  = 90Ĥ Q̂ ∘

 =  M  1 M  2
⇒  

( زز( 
 ∼MPQ

△
MHN

△

⇒  

MN

MP
=  

MH

MQ
=  

2
1

⇒ MN = 2MP

PN
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درس اول : قضیه سینوس ها
قضیه سینوس ها در مثلث و کاربرد آن

درس دوم : قضیه کسینوس ها
قضیه کسینوس ها در مثلث و کاربرد آن
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قضیه استوارت
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درس اول : قضیه سینوس ها

قضیه سینوس ها در مثلث و کاربرد آن

. اندازة زاویۀ  و طول ضلع  را حساب در مثلث  با شعاع دایرة محیطی  می دانیم؛  و   1
کنید.

A CB
Δ

R=B̂ 135 , BC =∘ 10R = 10ÂAC

، مقدار شعاع دایرة محیطی کدام است؟   ،   ، در مثلث   2

الف)                ب)                      پ)                         ت) 

ABCBC = 10cm=A 30∘

10152025

، ثابت کنید:                      با فرض حاده بودن زوایاي مثلث   3ABC
Δ

 =
sin Â

a
 =

sin B̂

b
 =

sin Ĉ

c
2R

با توجه به شکل مقابل، اندازه گیري مستقیم طول  (به علت وجود رودخانه) امکان پذیر نیست.  4

، فرمول محاسبۀ طول  را به دست آورید. (یعنی: روش یافتن طول  را با فرض معلوم بودن طول  و معلوم بودن اندازة زاویه هاي  و 
با معلومات داده شده نوشته و دستور محاسبۀ آن را بیابید.)

     

AC

ABABACAC

جاهاي  خالی را با کلمات یا عبارت هاي مناسب کامل کنید.  5

، در حالت  .................. می شوند. الف) دو دایره با شعاع هاي متفاوت  و  و طول خط المرکزین 
ب) تعداد دایره هاي محاطی داخلی و خارجی هر مثلث جمعاً برابر .................. است.

ج) در تجانس با نسبت اندازة  زمانی که  باشد، تجانس را .................. می نامیم.
د) در هر مثلث دلخواه نسبت اندازة هر ضلع به سینوس زاویۀ مقابل آن، برابر .................. است.

RR′dd = 0

kk < 0

در شکل زیر مقادیر  را بیابید.  6

       

x, y

درستی یا نادرستی عبارت هاي زیر را مشخص کنید.  7
الف) به کمک بازتاب در مسائل هم محیطی بدون اینکه مساحت تغییر کند، محیط را تغییر می دهیم.

ب) در شکل مقابل براي اینکه  کوتاه ترین مسیر شود، باید  باشد.

      
ج) در هر مثلث قائم الزاویه، ارتفاع وارد بر وتر واسطۀ هندسی بین دو ضلع زاویۀ قائمه است.

د) در مثلث متساوي الاضلاع به ضلع  شعاع دایرة محیطی برابر یک است.

MA + MB =M  3  M  1

 3

1



جاهاي خالی را با کلمات یا عبارات مناسب کامل کنید:  8

الف) در مثلث قائم الزاویه  که  و ارتفاع  وارد بر وتر رسم شده: ......... 

ب) در هر مثلث نسبت اندازة هر ضلع به .................. زاویۀ روبه رو به آن ضلع برابر است با اندازة قطر دایرة محیطی مثلث.

ج) در مثلث قائم الزاویه با اضلاع  و  و  شعاع دایرة محیطی برابر .................. است.
د) در هر مثلث قائم الزاویه مرکز دایرة محیطی همیشه .................. قرار می گیرد.

A CB
Δ

=A 90∘AHAC =2 BC×

345

در هر قسمت، گزینۀ صحیح را انتخاب کنید:  9

. طول ارتفاع وارد بر وتر  کدام است؟ الف) در مثلث قائم الزاویۀ 

ب) در شکل روبه رو می خواهیم از نقطۀ  به  و سپس به  برویم. طول کوتاه ترین مسیر کدام است؟

 

      

ج) مثلث  در دایرة مثلثاتی محاط شده است. اگر  باشد، زاویۀ  کدام است؟

AC = 6, AB = 8 ،( =A 90 ) ABC∘BC

4٫8 (4 4٫6 (3 4٫4 (2 4٫2 (1

AdB

11 (4 9 (3 12 (2 10 (1

ABCAC = 2B

90 (4 60 (3 45 (2 30 (1∘ ∘ ∘ ∘

ثابت کنید در هر مثلث قائم الزاویه نسبت اندازة هر ضلع به سینوس زاویۀ روبه رو به آن ضلع برابر است با اندازة قطر دایرة محیطی مثلث.  10

، اندازة ضلع  را به دست آورید. ، با فرض  در مثلث   11ABCAB = 2
  

Aو6= 15 Bو∘=  45∘AC

از یک بلوار افقی یک خیابان فرعی با زاویۀ  جدا شده است. می خواهیم یک فرعی دیگر به طول  متر، که با زاویۀ  از  12

فرعی اول جدا شده باشد، ایجاد کنیم. این خیابان از چه فاصله اي از رأس  باید شروع شود و با بلوار چه زاویه اي می سازد؟

 

60∘300  645∘

60∘

، امکان اندازه گیري مستقیم طول  وجود ندارد؛ اما با عبور از مسیر کم عمق در شکل روبه رو، به علت عمیق بودن رودخانه در مسیر   13

 امکان اندازه گیري زاویه هاي  و  و طول  وجود دارد. ثابت کنید فاصلۀ  قابل محاسبه است.

      

ABAB

DECBBCAB

ثابت کنید در هر مثلث قائم الزاویۀ  با ارتفاع  داریم:    14( =B 90 ) ABC∘BH = h  b =
h  b
2
1

 +
a2
1

 

c2
1

2
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دو ایستگاه رادار که در فاصلۀ  کیلومتري از هم قرار دارند، هواپیما را با زاویه هاي  و  رصد کرده اند. فاصله هواپیما را از دو  15
ایستگاه به دست آورید.

1030∘45∘

، اندازة زاویۀ  را بیابید. در مثلثی با طول اضلاع  و  و  اگر  و  و   16cbab = 3a = 3
 3=B 30∘C

( در هر مثلث قائم الزاویه، حاصل  برابر با ..................  است. (  17 +
b2
1

 

c2
1

=Â 90∘

، حاصل  برابر با ..................  است. در مثلث   18ABC 

sin + sin + sinÂ B̂ Ĉ

a + b + c

45
̥

O

A

B

M N

60
̥

1710

24  

دو نفر  به طور هم زمان از بالاي دو ساختمان به ارتفاع هاي  و  متر، یک شیء نورانی را مطابق شکل با زاویۀ دید  و   19

) رؤیت کرده اند. اگر فاصلۀ دو ساختمان از یکدیگر  متر باشد، فاصلۀ شیء نورانی از دو نفر را حساب کنید. ( و  (نسبت به پاره خط 

( را حساب کنید.) (

(B, A)171045∘60∘

AB24OAOB

sin 75 ∼∘ 0٫9

الف. در شکل مقابل، ارتفاع  رسم شده است. می دانیم که  ( شعاع دایرة محیطی مثلث) می باشد. با نوشتن  20

. ، ثابت کنید:  رابطۀ  در مثلث 

B

A

C
H

a

bc

ب. به همین ترتیب، ثابت کنید:

 

AHAC = 2R × sin B̂R

sin B̂ABHAB × AC = AH × 2R

ab + ac + bc = 2R(h  +a h  +b h  )c

90 °

2 3

120 °

A

C
B

در شکل مقابل طول ضلع  چقدر است؟  21AB

45 ° 30 °

A

CB

x+1 2x
در شکل مقابل، مقدار  چقدر است؟  22x

در شکل مقابل،  است. مقدار  چقدر است؟  23 
=Â1  Â2x

3



45 °

30 ° 45 °

A

t
yz

B P Cx6

در شکل مقابل، طول  و  و  و  را حساب کنید.  24xyzt

6 3

C

A B
D

120 °

x
90 °

در شکل مقابل، طول وتر  چقدر است؟  25CD

. اندازة زاویۀ  چقدر است؟  ،  و  در مثلث   26ABCb =  
a2=Â 30∘Ĉ

. زوایاي مثلث را محاسبه کنید. ،  و  در مثلث   27ABCa =  b3=Â 2B̂

در مثلث  ثابت کنید:  (نصف محیط مثلث  است)  28ABC =
R

P
sin +Â sin +B̂ sin ĈABC

. اگر  باشد، بیشترین مقدار  چقدر است؟ ،  و  در مثلث   29ABCb =  a3=Â 30∘c = 4b

60 °

21

A

B

C

D

4 3
در شکل مقابل،  و  است. شعاع دایرة محیطی مثلث  چقدر است؟  30CD = 2BC =Â1  Â2ABC

Δ

در مثلث  ثابت کنید:  31ABC

S  =
ABC

Δ 2R sin A sin B sin C2

. زاویۀ  چند درجه است؟ در مثلث  داریم:   32ABC =
sin + sin + cosÂ B̂ Ĉ

a + b + c 2RC

A Ba

α

، کمانی به اندازة زاویۀ  ایجاد کرده است. ثابت کنید:  مطابق شکل در دایره، وتري به طول   33

( شعاع دایره است.)

AB = aαR =  

2 sin  

2
α

a

R

،  و  است. اگر  محل همرسی نیمسازهاي داخلی باشد، شعاع دایرة محیطی مثلث  34  در مثلث 
چقدر است؟

ABC=Â 60∘BC = 10  3IBIC

،  است. ثابت کنید:    در مثلث   35ABC−B̂ =Ĉ 90∘b = 2R cos Ĉ

، ثابت کنید:  ، روي ضلع  در شکل مقابل براي نقطۀ دلخواه   36

( شعاع دایرة محیطی است.)         

PBC =
R  

APC
Δ

R  

APB
Δ

 

AC

AB

R

4

مشاوره کنکور نوتروفیل



درس دوم : قضیه کسینوس ها

قضیه کسینوس ها در مثلث و کاربرد آن

. ، ثابت کنید؛  اگر و تنها اگر  در مثلث  با فرض  و   37A CB
Δ

AB = c, AC = bBC = a>Â 90∘a >2 b +2 c2

،  و  را در نظر بگیرید. مثلثی به طول اضلاع   3861014

با استفاده از قضیۀ کسینوس ها، اندازة زاویۀ مقابل به بزرگ ترین ضلع مثلث را محاسبه کنید.

به کمک دستور هرون، طول ارتفاع وارد بر کوچک ترین ضلع مثلث را به دست آورید.

)، ثابت کنید: در مثلث ABC که (  39

 

<A 90∘

a =2 b +2 c −2 2bc ⋅ cos A

اضلاع مثلثی  ،  و  می باشند؛ اندازة زاویۀ مقابل به بزرگ ترین ضلع این مثلث را به دست آورید.  40357

در شکل زیر با فرض  ثابت کنید:  41

          

<Â 90∘

a =2 b +2 c −2 2bc cos Â

دو قایق از یک نقطۀ دریاچه اي با سرعت هاي  و  با زاویۀ  از هم دور می شوند. یک ساعت بعد دو قایق در چه  42

فاصله اي از یکدیگر قرار دارند؟

30  

h

km50  

h

km120∘

در مثلث  میانۀ  را رسم کرده ایم. به کمک قضیۀ کسینوس ها ثابت کنید:  43

           

ABCBN

2BN +2
 =2

b2
a +2 c2

60
̥60

̥
60

̥

A

P

BN

M

متر
4 3

2متر 3

مطابق شکل، دونده اي از نقطۀ  به سمت نقطۀ  شروع به دویدن می کند. مسافتی را که این دونده روي پل  طی می کند، حساب کنید.  44ABMN

5



درس سوم : قضیه نیمساز هاي زوایاي

داخلی و محاسبه طول نیمساز ها

4 km

A

C D

B

2 km

60
̥

4 km

 

یک پیک موتوري در مسیر رساندن مرسولات به مقصد، ابتدا  کیلومتر به سمت شمال حرکت می کند و سپس مسیرش را  به سمت  45

شرق منحرف نموده و  کیلومتر دیگر حرکت می کند و در انتها  کیلومتر مستقیم به سمت شرق حرکت می کند تا به مقصد می رسد. فاصلۀ مبدأ تا

) چقدر است؟ مقصد (

، زاویۀ  را یافته و طول  را محاسبه کنید) ، طول  را حساب کنید، سپس در مثلث  (راهنمایی: ابتدا در مثلث 

460∘

42

AD

ABCACACDACD^AD

60
̥

30

40
θ

A

B

C

M

x

مطابق شکل در اثر وزش طوفان، تیر چراغ برقی منحرف شده و در وضعیت روبه رو قرار می گیرد. نوك تیر چراغ برق از نقطۀ  به زاویۀ  46

 دیده می  شود و فاصلۀ نقطۀ  از نوك تیر،  متر می باشد. اگر فاصلۀ نقطۀ  تا پاي تیر  متر باشد، طول تیر چراغ برق و سینوس زاویۀ
انحراف آن از راستاي افقی را محاسبه کنید.

A

60∘A30A40

قضیه میانه ها
طول میانۀ وارد بر وتر در یک مثلث قائم الزاویه با اضلاع زاویۀ قائمه  سانتی متر و  سانتی متر کدام است؟  47

                                                                  

12

 (12
5

 (2
2

 5
 (34

5
 (4

4
 5

قضیه استوارت

در مثلث  است. طول نیمساز زاویۀ داخلی  را به دست آورید.  48BC = 10  AC و= 4, AB = 7, A CB
Δ

C

قضیه نیمساز هاي زوایاي داخلی  

در مثلث  داریم؛  و  طول نیمساز زاویۀ داخلی  را محاسبه کنید.  49A CB
Δ

BC = 12, AB = 5AC = 150Â

درستی یا نادرستی عبارت هاي زیر را مشخص کنید.  50
الف) در صفحه، از هر نقطه روي دایره یک و تنها یک خط مماس بر دایره می توان رسم کرد.

ب) یک چهارضلعی محیطی است، اگر و فقط اگر دو زاویۀ مقابل آن مکمل باشند.
ج) تبدیل دوران در حالت کلی جهت شکل را حفظ می کند.

د) در هر مثلث نیمساز هر زاویه، ضلع مقابل را به نسبت دو ضلع مجاور قطع می کند.

6
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درستی یا نادرستی عبارت هاي زیر را بررسی کنید.  51
الف) در تبدیل انتقال یک خط، خط و تصویر آن با هم موازي یا منطبق می شوند.

ب) هر دو شکل متشابه در حالت کلی متجانس یکدیگرند.
ج) در هر مثلث با داشتن طول هاي اضلاع مثلث می توان طول هاي قطعاتی را که هر نیمساز روي ضلع مقابل ایجاد می کند را محاسبه کرد.

،  و  که زاویۀ  روبه رو به ضلع  است، اگر  باشد، آنگاه حتماً زاویۀ  حاده است. abcÂaaد) در مثلثی با طول اضلاع  <2 b +2 c2Â

. ،  وسط ضلع  و  و   نیمسازهاي زوایاي  و  هستند. ثابت کنید  در مثلث   52

       

ABCMABMNMPAMCBMCNP ∥ AB

1

B

A

C

D
M

1

2

2

 

. ثابت کنید:  در شکل مقابل،  و   53 
=A  1̂  A  2̂ 

=C  1̂  C  2̂ =
BC

AB
 

CD

AD

A

B D C12 cm 16 cm  

اگر محیط مثلث مقابل  و  نیم ساز زاویۀ  باشد، طول اضلاع  و  را بدست آورید.  5470cmADÂABAC

محاسبه طول نیمساز داخلی مثلث  

،  و  است. طول نیمساز داخلی زاویۀ  را محاسبه کنید.  ،ABC در مثلث  55AB = 7AC = 4BC = 10C

،  است. طول نیمساز زاویۀ داخلی  را به دست آورید. در مثلث   56ABCBC = 10  AC و= 6  AB و= 9A

در مثلث  ،   و  و  است. طول نیمساز زاویۀ  را بیابید.  57ABCAB = 5AC = 7BC = 9Â

B C
D E

A

7

86

، اضلاع  و  و  هستند. نیمساز  را رسم می کنیم. در مثلث   58ABCAB = 6AC = 8BC = 7AD

BDCDطول  و  را حساب کنید.

ADطول نیمساز  را حساب کنید.

AEDAC^AEاگر  نیمساز زاویۀ  باشد، طول  را حساب کنید.

3 2 5 2

7 2

A

B C

در شکل مقابل، طول نیمساز داخلی زوایۀ  را حساب کنید.  59A

7



درس چهارم : قضیه هرون (محاسبه

ارتفاع ها و مساحت مثلث) قضیه هرون
مساحت مثلث متساوي اضلاع به ضلع  را به کمک دستور هرون بیابید.  60a

با توجه به شکل مقابل، مقدار  را بیابید.  61

      

x

در هر قسمت گزینۀ صحیح را انتخاب کنید.  62

الف) طول مماس  مشترك خارجی دو دایرة مماس خارج با شعاع هاي  و  کدام است؟

                                                                

ب) در دوران به مرکز  با زاویۀ  در صفحه خط  تبدیل یافتۀ  است، زاویۀ بین  و  کدام است؟

                                                                 

ج) مساحت مثلثی به اضلاع  کدام است؟

                                                                

28

(14(26(35(48

O60∘L′LLL′

(130∘(245∘(360∘(490∘

5 , 6 , 7

(16
 6(215(34

 6(45
 6

 ( ( ( (

 ( (    ( (

  (   ( ( (

در هر قسمت گزینۀ صحیح را انتخاب کنید.  63

الف) اگر نقطۀ  دوران یافتۀ  به مرکز  با زاویۀ  و شعاع  باشد، فاصلۀ  تا  کدام است؟
   

ب) اگر دو نقطۀ  و  مجانس یکدیگر با نسبت تجانس  باشند، مرکز تجانس کدام است؟
   

ج) مساحت مثلثی با اضلاع  ،  و  کدام است؟
   

A′AO120∘4OAA′

14233241

M(−1, 4)N(5, −2)−1

1(5, 4)2(−2, −1)3(5, −1)4(2, 1)

596

110  2220  2310415

، به فاصلۀ  و  است، از ضلع بزرگ تر چه فاصله اي در مثلث  با اضلاع  و  و  نقطه اي که از اضلاع به طول هاي  و   64
دارد؟

ABC151821151869

،  و  از رابطۀ ..................  محاسبه می شود. براساس دستور محاسبۀ مساحت هرون، مساحت مثلثی با اضلاع   65abc

A

CB H

L
K5

6

9

O

.طول  چقدر است؟ در شکل مقابل داریم:   66OH =  , OK =
3

2  2
 2OL

8
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قضیه سینوس ها در مساحت
درستی یا نادرستی گزاره هاي زیر را معلوم کنید.  67

مساحت هر متوازي الاضلاع برابر است با حاصل ضرب دو ضلع مجاور در سینوس زاویۀ بین آن دو ضلع.

جاهاي خالی را با عبارات یا کلمات مناسب کامل کنید.  68

الف) در تبدیل انتقال  و  همواره نوع چهارضلعی   ..................  است.

ب) اگر نقطۀ  را به مرکز  چهار بار با زاویۀ  دوران دهیم، نقطۀ آخر دوران یافتۀ  به مرکز  با زاویۀ  .................. است.

، داشته باشیم  آنگاه بزرگ ترین زاویۀ مثلث برابر  .................. درجه است. ج) اگر در مثلثی با طول اضلاع  ،  و 
د) مساحت هر مثلث برابر است با نصف حاصل ضرب اندازه هاي دو ضلع در  .................. زاویۀ بین آنها.

T (M) = M ′T (N) = N ′MNM N′ ′

AO30∘AO

abca =2 b +2 c +2 bc

در شکل زیر مساحت چهارضلعی   را بیابید.  69

      

MNCB

اگر در مثلثی اضلاع  و  و زاویۀ  معلوم باشند، مساحت مثلث از رابطۀ ..................  به دست می آید.  70ABACA

6
2

8 km

4 km
135

̥
km

C

D

B A
M

یک کشتی گشت زنی دریایی، از نقطۀ  (مرکز گشت دریایی)  به سمت غرب حرکت کرده و سپس  به  سمت جنوب حرکت  71

می کند و در ادامه با زاویۀ  منحرف شده و مسیر  را طی کرده و در انتها به مرکز گشت دریایی بازمی گردد. این کشتی گشت زنی چه
مساحتی را پیمایش کرده است؟

(راهنمایی: اضلاع و مساحت مثلث  را محاسبه کرده و با استفاده از رابطۀ سینوسی مساحت، مساحت مثلث  را محاسبه نمایید)

A8km4km

135∘6
 
km2

MBCAMD

مسائل محاسبه طول ارتفاع و میانه در مثلث
طول سه ارتفاع مثلثی با اضلاع  ،  و  را محاسبه کنید.  72131415

ثابت کنید در هر مثلث قائم الزاویه  با ارتفاع  داریم:   73( =B̂ 90) ABCBH = h  b =
h  b
2
1

 +
a2
1

 

c2
1

مسائل ترکیبی فصل 3
، نقطۀ  وسط ضلع  است. محیط مثلث  را به دست آورید. ،  و  در مثلث  که   74ABCAB = 4AC = 6BC = 8MBCAMC

9



، نقطۀ  وسط  است.  و  به ترتیب نیمسازهاي زوایاي  و  هستند. در مثلث   75

. ثابت کنید: 

 

ABCMBCMPMQAMCAMB

PQ∣∣BC

10
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روش اول:  1

 روش دوم: دایرة محیطی را رسم می کنیم. مطابق شکل داریم:

                
 روش سوم:

، اگر  و با فرض اینکه  مساحت مثلث باشد. داریم: در مثلث 

گزینۀ درست:  یا الف  2

 3

 قطر  را رسم می کنیم.

                               

 به طور مشابه (با وصل کردن هر یک از دو رأس دیگر به مرکز دایره و رسم قطرهاي گذرنده از آن نقاط) خواهیم داشت:

 ,  و حکم ثابت است.

 4

            

الف) دو دایره با شعاع هاي متفاوت  و  در حالت  هم مرکز می شوند. (صفحۀ  کتاب درسی)  5

ب) هر مثلث یک دایرة محاطی داخلی و سه دایرة محاطی خارجی دارد که جمعاً برابر چهار تا می شود. (صفحۀ  کتاب درسی)

ج) در تجانس با نسبت  اگر  باشد، تجانس را معکوس می نامیم. (صفحۀ  کتاب درسی)

د) بنابر قضیۀ سینوس ها در هر مثلث دلخواه، نسبت اندازة هر ضلع به سینوس زاویۀ مقابل آن برابر قطر دایرة محیطی مثلث است. (صفحۀ  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

الف) هم مرکز               ب) چهار تا                ج) معکوس              د) قطر دایرة محیطی مثلث

(هر مورد  نمره)

 =
sin A

BC
 =

sin B

AC 2R ⇒  =
sin A

10
 =

sin 135
AC 2 × 10

⇒   

⎩
⎨
⎧ sin A =  ⇒ A = 150 ∨ A = 30  2

1 ∘ ق ق∘

AC = 20 ×  = 10  2
 2 2

OA = OC = OB = CB = 10

 ⇒⇒ C B : O  = B  = 60 (1)O
Δ

1 1 ∘

B  + B  = 1351 2
∘

} B  =2 75∘

A B :O
Δ

A  +1 A  =2 B  =2 75 ⇒∘ O  =2 30 (2)∘

 ⟹
 (1),(2)
A C ⇒Ô 90 ⇒∘ CA =2 10 +2 10 ⇒2 CA = 10  2

A C =Ô 90 ⇒∘ C A :O
Δ

C  =2 A  =1 45 ⇒∘ A  =2 30∘

ABCAB = c, AC = b, BC = a = 10S

S =  ac sin B ⇒2
1

S =  ×2
1

10 × c × sin 135 =∘
 C (1)2

5  2

S =  ab sin C =
2
1

ab(  ) =
2
1

2R

c
 ⇒

4R

abc
R =  ⇒

4S

abc 10 =  ⇒

4 ×  C
2

5  2
10bc

AC = b = 10  2

S =  bc sin =2
1

Â  c ⇒2
5  2

sin A =  ⇒2
1

=Â 150 ∨∘ =Â 30
 

ق ق∘

10

BD

=C =D  →
2

AB
sin =C sin (1)D

ΔABD( =A 90 ) :∘ sin =D   

2R

c (1)
 =

sin C

c 2R

 
=

sin B

b
2R 

=
sin A

a
2R

 =
sin B

AC
 ⇒

sin C

AB
 =

sin B

AC
 

sin(180 − ( + ))∘ A B

AB

⇒  =
sin B

AC
 ⇒

sin( + )A B

AB
AC =  

sin( + )A B

AB × sin B

RR′d = 020

26

kk < 046

62

0٫25

11



 6
بنابر قضیۀ سینوس ها می دانیم:

            

جهت محاسبۀ  داریم:

(صفحۀ  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

         

الف) نادرست؛ یکی از کاربردهاي بازتاب حل مسائل «هم محیطی» است که در آنها بدون اینکه محیط تغییر کند، مساحت را تغییر می دهیم.  7
ب) درست؛ با استفاده از روش هرون و به کمک بازتاب داریم: 

 

           

 
ج) نادرست؛ در هر مثلث قائم الزاویه ارتفاع وارد بر وتر، واسطۀ هندسی بین دو قطعۀ ایجادشده روي وتر است.

د) درست؛ بنابر قضیۀ سینوس ها:

 

  (صفحۀ  و  تا  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

الف) نادرست          ب) درست          ج) نادرست          د) درست

(هر مورد  نمره)

الف) بنابر روابط طولی در مثلث قائم الزاویه، هر ضلع قائمه، واسطۀ هندسی بین وتر و تصویر آن ضلع روي وتر است.  8
ب) بنابر قضیۀ سینوس ها، در هر مثلث نسبت اندازة هر ضلع به سینوس زاویۀ روبه رو به آن ضلع برابر است با قطر دایرة محیطی مثلث.

ج) بنابر قضیۀ سینوس ها وتر مثلث قائم الزاویه همان قطر دایرة محیطی می شود؛ بنابراین شعاع نصف وتر، یعنی  یا  است.

د) مرکز دایره محیطی محل همرسی عمود منصف ها است؛ بنابراین در مثلث قائم الزاویه مرکز دایرة محیطی وسط وتر قرار می گیرد.

(صفحۀ  تا  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

الف)           ب) سینوس          ج)  یا           د) وسط وتر

(هر مورد  نمره)

؛ الف) گزینۀ   9

 =
sin Â

a
 =

sin B̂

b
 

sin Ĉ

c

=Â 180 −∘ (30 +∘ 45 ) =∘ 105∘

 =
sin 105∘

40
=

sin 30∘

x
 

sin 45∘

y

⇒ x =  =
sin 105∘

 × 402
1

, y =
sin 105∘

20
 =

sin 105∘

 × 402
 2

 

sin 105∘

20  2

sin 105∘

  

sin 105 = sin 75∘ ∘ = sin(45 + 30 ) = sin 45 cos 30 + cos 45 sin 30∘ ∘ ∘ ∘ ∘ ∘

=
 
×

 
+

 
×

 
=

 2
 2

2
 3

2
 2

2
1

4
 
+

 6 2

65

 =
sin 105∘

40
 =

sin 30∘

x
 (  0٫5)

sin 45∘

y
نمره

⇒  =
 2

1
x

 =
 2
 2

y
 (  0٫5)

sin 105∘

40 نمره

⇒ x =  , y =
sin 105∘

20
 (  0٫5)

sin 105∘

20  2 نمره

 =M  1  ,  =M  4 M  4  ⇒M  3  =M  1  M  3

 =
sin 60∘

 3 2R ⇒  =
 2
 3

 3 2R ⇒ R = 1

526063

0٫25

 2
5

2٫5

6063

CH2٫5 

2
5

0٫25

4

12
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؛ بنابر مسئله هرون کوتاه ترین مسیر  است. ب) گزینۀ 

           

؛ چون شعاع دایرة مثلثاتی  است؛ پس  قطر بوده و  محاطی  است یا: ج) گزینۀ 
       

          

 

(صفحۀ  و  تا  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

الف) گزینۀ  ( نمره)          ب) گزینۀ  ( نمره)          ج) گزینۀ  ( نمره)

با توجه به اینکه مرکز دایرة محیطی هر مثلث محل همرسی عمودمنصف هاي مثلث است و عمودمنصف هاي مثلث قائم الزاویه وسط وتر همرس می شوند؛ بنابراین وتر مثلث  10
قائم الزاویه قطر دایرة محیطی مثلث است؛ پس طبق تعریف نسبت هاي مثلثاتی داریم: 

            

  (صفحۀ  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

تشخیص اینکه قطر دایرة محیطی همان وتر مثلث قائم الزاویه است. ( نمره)

نوشتن تعاریف نسبت هاي مثلثاتی ( نمره)

          

بنابر قضیۀ سینوس ها داریم:   11

BC =  =AB + AC2 2
 =36 + 64 10

S  =ABC  =2
6 × 8

 ⇒2
AH × 10

AH = 4٫8

1A B′

(A B) =′ 2 8 +2 6 =2 100 ⇒ A B =′ 10

41AC=B 90∘

 =
sin B

b 2R ⇒ sin =B 1 ⇒ =B 90∘

526063

40٫510٫540٫5

sin =B  =
BC

b
 ⇒

2R

b
 =

sin B

b 2R , sin =C  ⇒
2R

c

 =
sin C

c
2R , sin =A sin 90 =∘ 1 =  ⇒2R

2R
 =

sin A

a
 =

sin B

b
 =

sin C

c
2R

61

0٫5

0٫5

sin =B  , sin =2R

b
C  ⇒2R

c

 =
sin A

a
 =

sin B

b
 =

sin C

c 2R ( نمره(0٫5 

13



  

           

  (صفحۀ  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

رسم شکل و محاسبۀ زاویۀ  ( نمره) 

          

. بنابر قضیۀ سینوس ها:  ابتدا با یک شکل مناسب مسئله را مدل سازي می کنیم. چون مجموع زاویه هاي داخلی هر مثلث  است؛ بنابراین   12

            

  (صفحۀ  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

مدل سازي مسئله با شکل مناسب ( نمره) 

           

ابتدا به کمک زاویه یاب زاویه هاي  و  را به دست می آوریم؛ بنابراین:   13
بنابر قضیۀ سینوس ها:

           

  (صفحۀ  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

با توجه به شکل با معلوم بودن  و  می توان زاویۀ  را محاسبه کرد. ( نمره) 

          

  ⇒  =  ⇒ AC =  = 2  = 4
 =  =  

sin A

a

sin B

b

sin C

c

sin = sin(120 ) = sin(60 ) =  C ∘ ∘
2

 3 ⎭
⎬
⎫

 2
 2

AC

 2
 3

2  6
 3

2  12 4

62

=C 1200٫5

قضیھ سینوس ھا:   =
sin 120∘
2  6

  (  0٫5)
sin 45∘

AC نمره

 =
 2
 3

2  6
 ⇒

 2
 2

AC
AC =  =

 3
2  12 4 (

 
نمره(0٫5

180∘=B 75∘

 =
sin C

AB
 =

sin B

AC
 ⇒

sin A

BC
 =

 2
 2

BC
 ⇒

 2
 3

300  6

BC =  =
 3

300  ×  6 2 300  =4 600m

63

0٫5

+B 60 +∘ 45 =∘ 180 ⇒∘ =B 75  (
 
0٫25)∘ نمره

 =
sin 45
BC

 ⇒
sin 60
300  6

 =
 2
 2

BC
 ⇒

 2
 3

300  6
BC = 600m ( نمره(0٫75 

BC=A 180 −∘ ( +B )C

 =
sin A

BC
 ⇒

sin C

AB
 =

sin(180 − ( + ))∘ B C

BC
 ⇒

sin C

AB
AB =  

sin( + )B C

BC × sin C

63

BCA0٫5

 
قضیۀ سینوس ھا:

 =
sin A

BC
 ⇒

sin C

AB
 =

sin(180 − ( + ))∘ B C

BC
  (  0٫5)

sin C

AB نمره

⇒ AB =   (  0٫5)
sin( + )B C

BC × sin C نمره

14
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 14

           

  (صفحۀ  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

رسم شکل مناسب ( نمره) 

           

ابتدا مسئله را با شکل مدل سازي می کنیم. بنابر قضیه سینوس ها داریم:  15

     

  (صفحۀ  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

مدل سازي مسئله با شکل ( نمره)

      

 

بنابر قضیۀ سینوس ها:     16

S  =ABC  =2
h  × bb

 ⇒2
a × c

h  ×b b = a × c ⇒ h  =b  ⇒
b

a × c

 =
h  b
2
1

  

a × c2 2
b2 فیثاغورس 

=
hb
2
1

 =
a × c2 2
a + c2 2

 +
a2
1

 

c2
1

65

0٫25

S =ABC =
2

a × c
 ⇒

2
h  × bb h  =b   (  0٫5)

b

a × c نمره

 =
h  

b
2
1

 
=

a × c2 2
b2

 
=

a × c2 2
a + c2 2

 
+

a × c2 2
a2

 
=

a × c2 2
c2

 +
c2
1

  (  0٫75)
a2
1

نمره

 =
sin 45∘

AB
 =

sin 30∘
AC

 

sin A

BC

sin =A sin(180 −∘ (30 +∘ 45 )) =∘ sin(30 +∘ 45 ) =∘ sin 30 ×∘ cos 45 +∘ sin 45 ×∘ cos 30∘

=  ×2
1

 +2
 2

 ×2
 2

 =2
 3

 4
 +  2 6

⇒ AB =  =
sin A

BC × sin 45∘
 , AC =

 4
 +  2 6

10 ×  2
 2

 =
sin A

BC × sin 30∘
 

 4
 +  2 6

10 ×  2
 3

63

0٫5

sin =Â sin(180 − ( +B )) =C sin(75 ) =∘
  (  0٫25)4

 +  2 6 نمره

بنابر قضیۀ سینوس ھا:  =
sin 45∘

AB
 =

sin 30∘

AC
 ⇒

sin A

BC
   (  0٫75)

⎩

⎨

⎧
AB =  =  

sin 75∘

10 ×  2
 2

 4
 +  2 6

5  2

AC =  =  

sin 75∘

10 ×  2
 3

 4
 +  2 6

5  3
نمره

15



           

 (صفحۀ  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

 17

 (  ارتفاع وارد بر وتر)

      

  

18  (قطر دایرة محیطی مثلث)

  

 19

، عمود  بر ضلع  وارد می کنیم.  از رأس 

45
̥

O

A

B

M N

60
̥

7

10

24

24

10

H

در مثلث  داریم:

       

 با نوشتن قضیۀ سینوس ها در مثلث  داریم:

       

الف. در مثلث  داریم:  20

      

ب. به همین شکل با رسم ارتفاع هاي رأس هاي  و  و با استفاده از نتیجۀ قسمت (الف) داریم:

 

) داریم: ) و ( ) ،(  با جمع کردن روابط (

 

 21

 =
sin A

a
 ⇒

sin B

b

 =
sin A

3  3
 ⇒

sin 30∘
3

sin =A  ⇒2
 3

 ⎩⎨
⎧ = 60 ⇒ = 90A ∘ C ∘

یا 
= 120 ⇒ = 30A ∘ C ∘

62

بنابر قضیۀ سینوس ھا:  =
sin Â

a
 =

sin B̂

b
 ⇒

sin Ĉ

c
 =

sin Â

3  3
  (  0٫5)

sin 30∘
3 نمره

⇒ sin =A  ⇒2
 3

   (  0٫5) ⇒⎩⎨
⎧ = 60A ∘

یا 
= 120A ∘

نمره    (  0٫5)⎩⎨
⎧ = 180 − ( + ) = 90C ∘ A B ∘

یا 
= 180 − 150 = 30C ∘ ∘ ∘

نمره

 

h  a
2
1

h  a

  

⎩
⎨
⎧

 +  =  

b2
1

c2
1

b c2 2
b + c2 2

S  =  =  

ABC
△ 2

a × h  a

2
b × c

⇒ bc = a × h  a ⇒ b c2 2 = a ×2 h  a
2

⇒  +
b2
1

 

c2
1

=  

a × h  

2
a
2

a2
=  

h  a
2
1

2R

 

sin + sin + sinÂ B̂ Ĉ

a + b + c
=  

sin + sin + sinÂ B̂ Ĉ

2R sin + 2R sin + 2R sinÂ B̂ Ĉ
= 2R

AAHBN

ABH

=Ĥ 90∘ ⇒ AB2 = AH +2 BH2 ⇒ AB2 = 24 +2 7 =2 625 ⇒ AB = 25

=AOB^ 180 −∘ (45 +∘ 60 ) =∘ 75∘

AOB

 

sin 60∘

OA
=  

sin 45∘

OB
=  

sin 75∘

AB
⇒  

 2
 3

OA
=  

 2
 2

OB
=  0٫9

25
⇒ OA =  9

125  3
, OB =  9

125  2

ABH

sin =B̂  

AB

AH
, AC = 2R × sin B̂ ⇒ AC = 2R ×  

AB

AH
⇒ AB × AC = AH × 2R ⇒ bc = h  ×a 2R (1)

BC

AB × BC = h  ×b 2R ⇒ ac = h  ×b 2R (2)

AC × BC = h  ×c 2R ⇒ ab = h  ×c 2R (3)

123

ab + ac + bc = 2R(h  +a h  +b h  )c

16
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 22

 :قانون سینوس ها

  

 23

 :قانون سینوس ها

 24

از نقطۀ دلخواه  روي محیط دایره به  و  وصل می کنیم.  25
داریم:

 محاطی

(شعاع دایرة محیطی  و شعاع دایره)    

حال اگر از نقطۀ دلخواه  روي محیط دایره به  و  وصل کنیم، داریم:

 محاطی

 26

 :قانون سینوس ها

  

 
Âمحاطی=  

=
2

120∘

60 ,
 

=∘ Ĉمحاطی  
=

2
90∘

45∘

 =
sin Ĉ

AB
 ⇒

sin Â

BC
 =

sin 45∘
AB

 ⇒
sin 60∘
2  3

 =
 

2
 2

AB
 ⇒

 

2
 3

2  3
AB = 2  2

 =
sin 30∘

x + 1
 ⇒

sin 45∘

2x
 =

 

2
1

x + 1
 ⇒

 

2
 2

2x
 (x +2 1) = 2x

⇒  x +2  =2 2x ⇒ 2x −  x =2  ⇒2 x =  

2 −  2
 2

×  =
2 +  2
2 +  2

 =2
 (2 +  )2 2

 +2 1

  

⎩
⎨
⎧ : AC = 2R  × sin 30 = R  ABC

Δ

ABC
Δ

∘

ABC
Δ

: AC = 2R  × sin 60 =  R  ACD
Δ

ACD
Δ

∘ 3 ACD

⇒ R  =
ABC

Δ  R  ⇒3
ACD

Δ  =
R  

ACD
Δ

R  

ABC
Δ

 3

  ⇒

⎩
⎨

⎧ : BC = 2R  
× sin

 ABC
Δ

ABC
Δ Â1

: CD = 2R  × sin  ACD
Δ

ACD
Δ Â2

 =  ⇒ sin  = sin  Â1 Â2 Â1 Â2

 =
CD

BC
 =

R  

ACD
Δ

R  

ABC
Δ

 3

⇒  =
x

4  3
 ⇒3 x = 4

 :APB
Δ

قانون سینوس ھا در
 =

sin 30∘

 6
 ⇒

sin 45∘
AP

 =
 2

1
 6

 ⇒
 2
 2

AP
AP = t = 2  3

=Ĉ 180 −∘ (45 +∘ 30 +∘ 45 ) =∘ 60∘

 :APC
Δ

قانون سینوس ھا در  =
sin 60∘

AP
 ⇒

sin 45∘

x
 =

 

2
 3

2  3
 ⇒

 

2
 2

x
x = 2  2

∼APC
Δ

⇒ABC
Δ

y =2 x × BC

⇒ y =2 2  (2  +2 2  ) =6 8 + 4  ⇒3 y = 2  2 +  3

:ABC
Δ

 
=

sin 60∘

z
 
⇒

sin 45∘

y
 
=

 2
 3

z
 
⇒

 2
 2

2  2 +  3
z =  12 + 6  3

MAB

A B =M̂  =2
120∘

60 ⇒∘ 2R =  =

sin 60 =  

∘

2
 3

6  3
12

MAB
Δ

⇒ R = 6

NCD

C D =N̂  =
2
90∘

45 ⇒∘ 2R =  

sin 45∘
x

⇒ 12 =  
⇒

 2
 2

x
x = 6  2

b =  a ⇒2 2R × sin =B̂  ×2 2R × sin Â

sin =B̂  ×2 sin 30 =∘
 ×2  =2

1
 ⇒2
 2

sin =B̂  ⇒2
 2

=B̂ 45  135∘ یا ∘ ⇒  { = 180 − (30 + 45 ) = 105Ĉ ∘ ∘ ∘ ∘

= 180 − (30 + 135 ) = 15Ĉ ∘ ∘ ∘ ∘

17



 27

 :قانون سینوس ها

 28

 :قانون سینوس ها

 29

 

 

 

  

بیشترین مقدار  است.
طبق قانون سینوس ها داریم:  30

می دانیم که:  31

32  

قانون سینوس ها: 

 33
مطابق شکل داریم:

A B
a

α

α
2

M

a =  b ⇒3 2R sin =Â  ×3 2R sin B̂

sin =Â  sin , =3 B̂ Â 2 ⇒B̂ sin 2 =B̂  sin3 B̂

2 sin ⋅B̂ cos =B̂  sin ⇒3 B̂ cos =B̂  ⇒2
 3

=B̂ 30∘

sin =Â  ×3 sin 30 =∘
 ⇒2
 3

=Â 60  120∘ یا ∘

⇒  { = 180 − (30 + 60 ) = 90Ĉ ∘ ∘ ∘ ∘

= 180 − (30 + 120 ) = 30Ĉ ∘ ∘ ∘ ∘

 =
sin Â

a
 =

sin B̂

b
 =

sin Ĉ

c
2R ⇒  =

sin + sin + sinÂ B̂ Ĉ

a + b + c
2R

⇒ sin +Â sin +B̂ sin =Ĉ  =2R

2P
 

R

P

b =  a ⇒3 قانون سینوس ھا:  2R sin =B̂  ×3 2R × sin Â

sin =B̂  ×3 sin 30 =∘
 ⇒2
 3

B = 60
 
یا∘120 ∘

⇒  { = 180 − (60 + 30 ) = 90Ĉ ∘ ∘ ∘ ∘

= 180 − (120 + 30 ) = 30Ĉ ∘ ∘ ∘ ∘

c = 2R × sin ⇒Ĉ  {
4 = 2R × sin 90 ⇒ 2R = 4 ⇒ R = 2∘

4 = 2R × sin 30 ⇒ R = 4∘

b = 2R sin ⇒B̂   { b = 4 sin 60 = 2  

∘ 3
b = 8 sin 120 = 4  

∘ 3

b = 4  3

2R  =
ACD

Δ  =

sin 60 =  

∘

2
 3

4  3
8 ⇒ R  =

ACD
Δ 4

  ,  =
⎩
⎨
⎧2R  =  

ABC
Δ

sin  Â1

BC

2R  =  =  

ACD
Δ

sin  Â2

CD

sin  Â2

2BC
Â1  ⇒Â2 sin  =Â1 sin  Â2

⇒ 2R  =
ACD

Δ 2 × 2R  ⇒
ABC

Δ R  =
ACD

Δ 2R  =
ABC

Δ 4 ⇒ R  =
ABC

Δ 2

S  =
ABC

Δ  bc sin2
1

Â

  ⇒{ b = 2R × sin B̂

c = 2R × sin Ĉ
S  =

ABC
Δ  ×

2
1 2R × sin ×B̂ 2R × sin ×Ĉ sin Â

⇒ S  =
ABC

Δ 2R sin sin sin2 Â B̂ Ĉ

 =
sin Â

a
 =

sin B̂

b
 =

sin Ĉ

c 2R

⇒  =
sin + sin + sinÂ B̂ Ĉ

a + b + c 2R ,  =
sin + sin + cosÂ B̂ Ĉ

a + b + c 2R

⇒ sin =Ĉ cos ⇒Ĉ tan =Ĉ 1 ⇒ =Ĉ 45  135∘ یا ∘

18
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( ( شعاع دایرة محیطی 
این شعاع، شعاع دایره نیز می باشد.

در شکل مقابل،  محل همرسی نیمسازهاست. داریم:  34

60 °

A

B C310

I

 35

 36

روش اول:  37

 روش دوم:

فرض کنیم  شعاع دایرة محیطی مثلث باشد. در نتیجه:

 روش سوم:

با توجه به شکل اگر  ابتدا ثابت می کنیم:

       

 دایره اي به قطر  و به مرکز  وسط ضلع  می زنیم. با توجه به شکل و ویژگی هاي زاویۀ خارجی داریم:

 بنابراین: 

  38

. فرض کنیم 

M̂محاطی=   ⇒
2
α

 

 MAB
Δ در

قضیۀ سینوس ھا : 2R =  ⇒
sin  

2
α

a
R =  

2 sin  

2
α

a

RMAB
Δ

I

=Î 90 +∘
 =

2
60∘

120∘

2R  =
BIC

Δ  ⇒
sin 120∘
10  3

2R  =
BIC

Δ  ⇒

 2
 3

10  3
R  =

BIC
Δ 10

−B̂ =Ĉ 90 ⇒∘ =B̂ 90 +∘ ⇒Ĉ sin =B̂ sin(90 +∘ ) =Ĉ cos Ĉ

 
قضیۀ سینوس ھا: b = 2R × sin =B̂ 2R × cos Ĉ

می دانیم:  sinα = sin(180 −∘ α)

طبق قضیۀ سینوس ھا:   =
R  

APC
Δ

R  

APB
Δ

 =
 2 sinα

AC

 

2 sinα
AB

 

AC

AB

a >2 b +2 c ⇔2 b +2 c −2 2bc cos A > b +2 c ⇔2 −2bc cos A > 0
⇔ cos A < 0 ⇔ A > 90∘

R

a >2 b +2 c ⇔2 4R sin A >2 2 4R sin B +2 2 4R sin C2 2

⇔ sin A >2 sin B +2 sin C ⇔2 sin (B +2 C) > sin B +2 sin C2

⇔ sin B cos C +2 2 cos B sin C +2 2 2 sin B cos B sin C cos C > sin B +2 sin C2

⇔ sin B(cos C −2 2 1) + sin C(cos B −2 2 1) + 2 sin B cos B sin C cos C > 0
⇔ sin B(− sin C) +2 2 sin C(− sin B) +2 2 2 sin B cos B sin C cos C > 0
⇔ cos B cos C > sin B  sin C ⇔ cos B cos C − sin B sin C > 0
⇔ cos(B + C) > 0 ⇔ B + C < 90 ⇔∘ A > 90∘

BC = a, AM = m  a

>Â 90 ⟺∘ m  <a  

2
a

BCMBC

2m  <a a
 ⟺

a=2R
m  <a R ⇔  

A) Â< نقطۀ درون دایره باشد)⇔ 90∘

>Â 90 ⇔∘ m  <a  ⇔2
a

m <a
2

 
⇔4

a2
2m  <a

2
 
⇔2

a2
2m  +a

2
 
<2

a2
a ⇔2 b +2 c <2 a2

a = 6, b = 10, c = 14

c =2 a +2 b −2 2ab cos C ⇒ 14 =2 6 +2 10 −2 2(6)(10) cos C ⇒ cos C = −  ⇒2
1

C = 120∘

19



 39

 روش دوم:
 

                 
 

روش اول - (به کمک کسینوس ها) داریم:  40

 

 
 روش دوم - (به کمک دستور هرون) داریم:

 

.  چون  پس  لذا: 

ارتفاع  را رسم می کنیم.  41

                                        

 (صفحۀ  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

رسم شکل ( نمره)

     

فرض کنید دو قایق از نقطۀ  شروع به حرکت کنند. با توجه به سرعت دو قایق و زاویۀ بین آنها بعد از یک ساعت، داریم:  42

P =  =2
6 + 10 + 14

15

S =  =P (P − a)(P − b)(P − c)  =15 × 9 × 5 × 1 15  , S =3  ×2
1 6 × h  =a 15  ⇒3 h  =a 5  3

cos A =  →
c

AH
AH = c cos A

sin A =  →
c

BH
BH = c sin A

CH = b − AH = b − c cos A

ΔHBC : a =2 BH +2 CH =2 (c sin A) +2 (b − c cos A)2

a =2 c sin A +2 2 b +2 c cos A −2 2 2bc cos A

a =2 b +2 c (sin A +2 2 cos A) −2 2bc cos A → a =2 b +2 c −2 2bc cos A

ΔHBC : a =2 BH +2 CH =2 (c −2 AH ) +2 (b − AH)2

→ a =2 c −2 AH +2 b +2 AH −2 2bAH

→ a =2 b +2 c −2 2bAH  

AH=c⋅cos A
a =2 b +2 c −2 2bc cos A

7 =2 5 +2 3 −2 2 × 3 × 5 cos θ → 49 = 25 + 9 − 30 cos θ

cos θ =  →
2

−1
θ = 120∘

2P = 15 → P =  :2
15

S =  =d  ×  ×  ×  

2
15

2
9

2
5

2
1

 

4
15  3

S =  (3)(5) sin θ =2
1

 →2
15 sin θ

 =2
15 sin θ

 →4
15  3

sin θ =  →2
 3

θ = 120∘

3 +2 5 <2 7290 <∘ θ < 180∘θ = 120∘

BH

cos =Â  ⇒
AB

AH
AH = c × cos Â

CH = b − AH = b − c × cos Â

sin =Â  ⇒
AB

BH
BH = c × sin Â

 
بنابر فیثاغورس: BC =2 BH +2 CH ⇒2 a =2 c sin +2 2 Â (b − c × cos )Â 2

⇒ a =2 c (sin +2 2 Â cos ) +2 Â b −2 2bc cos =Â b +2 c −2 2bc cos Â

66

0٫5

AH = c × cos ,  CH =Â b − c cos (
 
0٫5)Â نمره

BH = c × sin ,  BH +Â 2 CH =2 BC (  0٫5)2 نمره

جاگذاری و ساده کردن:  a =2 b +2 c −2 2bc cos (  0٫5)A نمره

A

20
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[سرعت  زمان = جابه جایی قایق]

            

 بنابر قضیۀ کسینوس ها:

 (صفحۀ  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

مدل سازي با شکل ( نمره)
 

 

روش اول) در دو مثلث  و  قضیۀ کسینوس ها را می نویسیم و از رابطۀ  کمک می گیریم:  43

               

روش دوم)  را به اندازة خودش امتداد می دهیم تا به نقطۀ  برسیم. از نقطۀ حاصل به  وصل

می کنیم. به سادگی می توان مشاهده کرد که مثلث هاي  و  (با حالت دو ضلع و زاویۀ بین)

. ضمناً  نیز متوازي الاضلاع بوده و اگر  هم نهشت اند؛ بنابراین 

 آنگاه  با نوشتن قضیۀ کسینوس ها براي مثلث هاي  و  داریم:

   (صفحۀ  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

روش اول)

×

 AB = 30 × 1 = 30km

AC = 50 × 1 = 50km

BC =2 AB +2 AC −2 2AB × AC × cos 120∘

⇒ BC =2 900 + 2500 − 2 × 30 × 50 × (−  ) =
2
1 4900 ⇒ BC = 70km

65

0٫5

  (  0٫5)
AB = 30km

AC = 50km
نمره

قضیۀ کسینوس ھا:   BC =2 30 +2 50 −2 2 × 30 × 50 × cos 120∘

⇒ BC = 70km ( نمره(0٫5 

ABN
Δ

BNC
Δ

cos(180 −∘ α) = − cosα

 c =2 AN +2 BN −2 2AN × BN × cosα

a =2 CN +2 BN −2 2BN × CN ×  

− cos α

 cos(180 − α)∘

⇒ a +2 c =2 2BN +2 2AN  

2
AN=

2
b

a +2 c =2 2BN +2 2 ×  

4
b2

⇒ a +2 c =2 2BN +2
 2

b2

BNB′C

ABNCB N′

AB = B C =′ cAB CB′=ABC β

=BCB′ 180 −∘ βABCBCB′

  { a + c − 2ac cosβ = b2 2 2

a + c − 2ac cos(180 − β) = (2BN)2 2 ∘ 2
cos(180 −β)=− cos β∘

 { a + c − 2ac cosβ = b2 2 2

a + c + 2ac cosβ = 4BN2 2 2

⇒ 2(a +2 c ) =2 b +2 4BN ⇒2 a +2 c =2
 +2

b2 2BN2

67
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 و  و جمع طرفین دو معادله 

  

روش دوم)  را به اندازة خودش امتداد می دهیم تا به نقطۀ  برسیم. از نقطۀ حاصل به  وصل

می کنیم. به سادگی می توان مشاهده کرد که مثلث هاي  و  (با حالت دو ضلع و زاویۀ بین)

هم نهشت اند؛ بنابراین  ضمناً  نیز متوازي الاضلاع بوده و اگر 

. ( نمره) با نوشتن قضیۀ کسینوس ها براي مثلث هاي  و   آنگاه 
 داریم:

44  مطابق شکل در مثلث هاي  و  داریم:

60
̥60

̥
60

̥

A

P

BN

M

4 3
2 3

H K

4 3
2 3

 

        

    

با نوشتن قضیۀ کسینوس ها در مثلث  داریم:

       

در مثلث  داریم:  45

A

C D

B

2 km

60
̥

4 km

4 km 4
3

H

 در این مثلث با نوشتن قضیۀ کسینوس ها، طول  را حساب می کنیم:

   

زاویۀ  زاویۀ خارجی براي مثلث قائم الزاویۀ  است، پس:

با نوشتن قضیۀ کسینوس ها در مثلث  داریم:

 

قضیۀ کسینوس ھا:   { c = AN + BN − 2AN × BN × cosα (
 
0٫5)2 2 2 نمره

a = CN + BN − 2CN × BN × cos(180 − α)2 2 2 ∘

AN = CN ( cos(180نمره(0٫5  −∘ α) = − cosα

 a +2 c =2 2BN +2 2AN =2 2BN +2
 (  0٫5)4

b2 نمره

BNB′C

ABNCB N′

AB = B C =′ cAB CB′=ABC β

=BCB′ 180 −∘ β0٫5ABCBCB′

  { a + c − 2ac cosβ = b2 2 2

a + c − 2ac cos(180 − β) = (2BN)2 2 ∘ 2
cos(180 −β)=− cos β∘

 (  0٫25){ a + c − 2ac cosβ = b2 2 2

a + c + 2ac cosβ = 4BN2 2 2 نمره

⇒ 2(a +2 c ) =2 b +2 4BN ⇒2 a +2 c =2
 +2

b2 2BN (  0٫25)2 نمره

PNKPMH

  ⎩⎨
⎧ : = 60PNK

△
P̂ ∘

: = 60PMH
△

P̂ ∘

sin 60∘ =  

PN

KN
⇒  

2
 3
=  

PN

2  3
⇒ PN = 4

sin 60∘ =  

PM

MH
⇒  

2
 3
=  

PM

4  3
⇒ PM = 8

PMN

MN =2 P M +2 P N2 −2PM × PN × cos 60∘ ⇒ MN2 = 8 +2 42 −2 × 8 × 4 ×  =2
1

48 ⇒ MN = 4  3

ABC

=ABC^ 120∘

AB = BC = 4km ⇒ =BAC^ =BCA^
 =

2
60∘

30∘

AC

AC =2 4 +2 42 −2 × 4 × 4 ×  

−  2
1

 cos 120∘ ⇒ AC = 4  3

A DĈAHC

=ACD^ 90 +∘ 30 =∘ 120∘

ACD

AD =2 AC +2 CD −2 2AC × CD × cos 120∘

22
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با نوشتن قضیۀ کسینوس ها داریم:  46

       

با نوشتن قضیۀ سینوس ها داریم:

     

( گزینۀ  درست است. (یعنی   47

روش اول:  48

 

 و طبق رابطۀ استوارت داریم:

 

 روش دوم:

. در نتیجه:   نیمساز است؛ پس: 

یعنی: 

روش اول:  49

با فرض  داریم: 
در نتیجه:

          

 توجه: براي به دست آوردن  روش هاي زیر قابل قبول است.

 روش دوم:

             

AD =2 (4  )3 2 +2 −2 2 × 4  3 ×2 × (−  )2
1

⇒ AD2 = 52 + 8  3 ⇒ AD =  52 + 8  3 ∼ 8٫1km

:ABC
△

x =2 AB +2 AC2 −2AB × AC × cos 60∘ ⇒ x =2 30 +2 402 −2 × 30 × 40 ×  

 

 2
1
↓

cos 60∘ ⇒ x =2 2500 − 1200 = 1300 ⇒ x = 10  13

 

sin θ
30

=  

sin 60∘

x
=  

 

2
 3

10  13
⇒ sin θ =  

10  13

30 ×  

2
 3
=  

2  13
3  3

2 

2
 5

x =  =4 + 10
4 × 7 2 , y =  =4 + 10

10 × 7 5

4 ×2 5 + 10 ×2 2 = d ×2 7 + 2 × 5 × 7

80 + 200 = 7d +2 70 ⇒ d =2 30 ⇒ d =  30

CD =7 − x

x
 10

4
x = 2

AD = 2, BD = 5

CD =2 AC × BC − AD × BD ⇒ CD = 4 × 10 − 2 × 5 = 30 ⇒ CD =  

2 30

BD = xDC = 12 − x

 =
BD

AB
 ⇒

DC

AC
 =

x

5
 ⇒12 − x

15
x = 3 ⇒ BD = 3, DC = 9

AD =2 AB × AC − BD × DC = 5 × 15 − 3 × 9 = 48 ⇒ AD =  =48 4  3

BD, DC

BD =  =15 + 5
12 × 5

3 ⇒ CD = 9

یا 

 =
AC

AB
 ⇒

DC

BD
 =

AC + AB

AB
 ⇒

DC + BD

BD
 =20

5
 ⇒

12
BD

BD = 3, DC = 9

12 =2 15 +2 5 −2 2 × 15 × 5 × cos A ⇒ cos A =  

75
53

⇒ cos (  ) =2
2
A

 =2
1 + cos A

 
⇒2

1 +  

75
53

cos(  ) =2
A

 

5  3
8

AD = d  =a  =
b + c

2bc cos(  )2
A

 =15 + 5

2 × 5 × 15 ×  

5  3
8

4  (1)3

23



 روش سوم:

                   

 روش چهارم:

                  

 روش پنجم:

، اگر  و با فرض اینکه S مساحت و  محیط مثلث باشد، داریم: در مثلث 

الف) درست؛ چون در هر دایره شعاع در نقطۀ تماس بر خط مماس عمود است و از هر نقطه یک و تنها یک خط عمود بر آن می توان رسم کرد؛ بنابراین خط مماس منحصربه فرد  50

است. (صفحۀ  کتاب درسی)

ب) نادرست؛ چهارضلعی محاطی است اگر و تنها اگر دو زاویۀ مقابل آن مکمل باشند. (صفحۀ  و  کتاب درسی)

ج) درست؛ اگر در شکل اصلی حرکت از   به    در جهت عقربه هاي ساعت  باشد، در شکل تصویر حرکت از   به  نیز در همین جهت است. (صفحۀ  و  کتاب درسی)

د) درست؛ بنابر قضیۀ نیمسازها در هر مثلث نیمساز هر زاویه، ضلع مقابل را به نسبت اندازه هاي دو ضلع مجاور تقسیم می کند. (صفحۀ  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

الف) درست               ب) نادرست               ج) درست               د) درست

(هر مورد  نمره)

الف) درست؛ تبدیل انتقال شیب را حفظ می کند؛ بنابراین خط و تصویر آن تحت انتقال با هم موازي اند.  51
ب) نادرست؛ لزومی ندارد دو شکل متشابه متجانس هم باشند؛ مانند شکل زیر که مرکز تجانس ندارد.

     
ج) درست؛ بنابر قضیۀ نیمسازها چون نیمساز ضلع مقابل را با نسبت دو ضلع مجاور قطع می کند، به کمک ویژگی ترکیب در صورت یا مخرج، قطعات ایجاد شده قابل محاسبه هستند.

د) درست؛ بنابر قضیه کسینوس ها وقتی  باشد، یعنی  مثبت بوده و  حتماً حاده است:

 (صفحۀ   تا  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

الف) درست               ب) نادرست                  ج) درست                     د) درست

12 =2 15 +2 5 −2 2 × 15 × 5 × cos A ⇒ cos A =  

75
53

sin  =2 Â1  =
2

1 − cos Â
 ⇒75

11
sin  =Â1  ⇒15

 33
CH =  33

S  =ABC  =P (P − a)(P − b)(P − c) 8  11

 =
S  ADC

S  ABD
 ⇒15

5
 =

S  ADC

S  ABC
 ⇒15

20
S  =ADC 6  11

S  =ADC 6  =11  AD ×2
1

CH ⇒ AD = 4  3

12 =2 15 +2 5 −2 2 × 15 × 5 × cos A ⇒ cos A =  

75
53

sin  =2 Â1  =
2

1 − cos Â
 ⇒

75
11

sin  =Â1  

15
 33

cos B =  =120
20 + 144 − 225

−  ⇒15
7

sin B =  15
4  11

 =
sin B

AD
 ⇒

sin
 Â1

BD
 =

 15
4  11
AD

 ⇒

 15
 33

3
AD = 4  3

ABCAB = c, AC = b, BC = a2P

AD =2 AB × AC − BD × DC = bc −  ×
b + c

ac
 =

b + c

ab
 

(b + c)2
bc((b + c) − a )2 2

=  =
(b + c)2

bc(2P − 2a)(2P )
 ⇒

(b + c)2
4bcP (P − a)

AD =   

b + c

2
bcP (P − a)

AD =   =
b + c

2
bcP (P − a)   =20

2
16 × 5 × 15 × 4 4  3

11

2425

ABA′B′4340

68

0٫25

a <2 b +2 c2cos ÂÂ

a =2 b +2 c −2 2bc cos Â

4076

24
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(هر مورد  نمره)

بنابر قضیۀ نیمسازها:  52

 

         

 (صفحۀ  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

 

          

 53

   

   

 

 54
طبق قضیۀ نیم سازها داریم:

 

  

روش اول:  55
 

               

 
روش دوم:

 
 روش سوم:

 

0٫25

     =   NP ∥ AB
 MN ⇒  = نیمساز 

AN

CN

AM

CM

 MP ⇒  = نیمساز 
PB

CP

BM

CM ⎭
⎬
⎫

AM=BM

AN

CN

PB

CP عکس قضیھ تالس 

70

 MN نیمساز  قضیۀ نیمسازھا 
 =

AN

CN
 (  0٫5)

AM

CM
نمره

 MP نیمساز⇒  =
PB

CP
 (  0٫5)

BM

CM نمره

 

AM=BM
 =

AN

CN
  

PB

CP عکس قضیھ تالس 
NP ∥ AB ( نمره(0٫5 

:ABD
△

 =A  1̂  A  2̂  

 
قضیۀ نیمسازھا

 

AD

AB
=  

DM

BM

:BCD
△

 =C  1̂  C  2̂  

قضیۀ نیمسازھا 
 

CD

BC
=  

DM

BM

⇒  =
AD

AB
 ⇒

CD

BC
 =

BC

AB
 

CD

AD

 AD نیمساز→  =
AC

AB
 ⇒

DC

BD
 =

AC + AB

AB
 =12 + 16

12
 

7
3

7AB = 3AC + 3AB ⇒ 4AB = 3AC → AB =  AC
4
3

A C  =B
Δ

محیط AB + AC + BC =  AC +4
3

AC + 28 = 70 ⇒  AC =4
7 70 − 28 = 42 ⇒ AC = 24cm ⇒ AB =  ×4

3 24 = 18cm

 =10
4

 
→

7 − x

x
28 − 4x = 10x → x = 2 = AD → BD = 5

DC =2 4 × 10 − 5 × 2 = 30 → DC =  30

AD =  =
4 + 10
4 × 7 2      BD =  =

4 + 10
10 × 7 5

DC =2 4 × 10 − 5 × 2 = 30 ⇒ DC =  30

 =
AC

BC
 ⇒

AD

BD
 =

AC + BC

BC
 ⇒

AD + BD

BD
 =14

10
 ⇒

7
BD

BD = 5 ,  AD = 2

DC =2 4 × 10 − 5 × 2 = 30 ⇒ DC =  30

25



، ضلع  را در  قطع کند، بنابر قضیۀ نیمسازها داریم: فرض کنیم نیمساز زاویۀ   56

          

 (صفحۀ  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

رسم شکل ( نمره)

           

بنابر قضیۀ نیمسازها داریم:  57

           

راهنماي تصحیح:

دو فرمول قضیۀ نیمسازها ( نمره)

          

          

  58

با نوشتن قضیۀ نیمسازها داریم:

   

 

) داریم: ) و (  از روابط (

   

براي محاسبۀ طول نیمساز  داریم:

 

با نوشتن قضیۀ نیمسازها در مثلث  داریم:

ABCD

 

 =  

DC

BD

AC

AB

AD = AB × AC − BD × DC2

 =
y

x
 ⇒

6
9

 =
10
x

 ⇒
15
9

x = 6, y = 4

AD =2 9 × 6 − 4 × 6 = 54 − 24 = 30 ⇒ AD =  30

72

0٫5

 =
y

x
 ⇒6

9
x = 6, y = 4 ( نمره(0٫5 

AD =2 9 × 6 − 6 × 4 = 30 ⇒ AD =  (  0٫5)30 نمره

  =
DC

BD
 =

AC

AB
  7

5 ترکیب در مخرج 

  

⎩
⎨

⎧
 =  ⇒ BD =  =  

 

9

 BD + DC

BD

12
5

12
5 × 9

4
15

 =  ⇒ DC =  =  

DC

BD + DC

7
12

12
9 × 7

4
21

AD =2 AB × AC − BD × DC = 35 −  =16
315

 

16
245

⇒ AD =  4
 245

0٫5

   ⎩⎨
⎧ =  =  ⇒  

DC

BD

AC

AB

7
5

BD =  , DC =  (  0٫5)
4
15

4
21 نمره

AD = AB × AC − BD × DC2

 AD =2 35 −  ⇒16
315

AD =  (  0٫5)4
 245 نمره

 

CD

BD
=  

AC

AB
=  =8

6
 

4
3

⇒ BD =  CD (1)4
3

BC = 7 = BD + CD (2)

12

7 =  CD +4
3

CD ⇒  CD =4
7 7 ⇒ CD = 4 ⇒ BD = 3

AD

AD =2 AB × AC − BD × CD ⇒ AD =2 6 × 8 − 3 × 4 ⇒ AD = 6

ADC

26
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پاسخ: اگر  پاي نیمساز داخلی زاویۀ  باشد، داریم:  59

 60

 61

؛ درحالتی که دو دایره مماس خارج باشند، طول مماس  مشترك خارجی برابر است با: الف) گزینۀ   62

 

 (صفحۀ  کتاب درسی)

؛ چون در دوران زاویه  ثابت است؛ بنابراین در دوران  زاویۀ خط و تصویر هم همان زاویۀ دوران یعنی   است. (صفحۀ  کتاب درسی) ب) گزینۀ 

؛ بنابر قضیۀ هرون اگر  نصف محیط باشد، آنگاه: ج) گزینۀ 

 (صفحۀ  کتاب درسی)                                                    
راهنماي تصحیح:

الف) گزینۀ               ب) گزینۀ               ج) گزینۀ 

(هر کدام  نمره)

. ؛ می دانیم در هر مثلث قائم الزاویه ضلع روبه رو به زاویۀ  نصف وتر است؛ بنابراین مطابق شکل  الف) گزینۀ   63

      

؛ با توجه به تعریف تجانس، وقتی نسبت تجانس  باشد، مرکز تجانس وسط نقطه و تصویر قرار می گیرد؛ بنابراین: ب) گزینۀ 

  ⎩⎨
⎧

 =  =  =  ⇒ DE =  CE
CE

DE

AC

AD

8
6

4
3

4
3

CD = 4 = DE + CE

4 =  CE +
4
3

CE =  CE ⇒
4
7

CE =  

7
16

DE =  ×4
3

 =7
16

 7
12

AE =2 AD × AC − DE × CE = 6 × 8 −  ×7
12

 

7
16

= 48 −  =49
192

 

49
2160

⇒ AE =  7
 2160

DA

 =
DC

BD
 =

5  2
3  2

 ⇒5
3

 =
 

7  2

 BC

BD
 ⇒8

3
BD =   8

21
2

CD = 7  −2   =8
21

2  8
35  2

AD =2 AB ⋅ AC − BD ⋅ CD = 3  ×2 5  −2   ×8
21 2   

8
35 2

⇒ AD =2 30 −  =
32
735

 ⇒
32
225

AD =  =
4  2
15

 

8
15  2

a + a + a = 2P → P =  a2
3

S =  = a(  a − a)(  a − a)(  a − a)2
3

2
3

2
3

2
3

 = a(  a)(  a)(  a)2
3

2
1

2
1

2
1

 a
4

 3 2

2P  =
A CB

Δ 18 ⇒ P  =
A CB

Δ 9

 (5)(2) +2
1

 (6)(3) +2
1

 (7)(x) =2
1

S  ⇒
A CB

Δ 5 + 9 +  (7x) =2
1

 9 × 4 × 3 × 2

14 +  (7x) =2
1 6  ⇒6 28 + 7x = 12  ⇒6 x =  7

12  − 286

4

T T =′ 2  =RR′ 2  =16 8

22

360∘60∘41

1p

S =  =p(p − a)(p − b)(p − c)  =9(4)(3)(2) 6  6

71

431

0٫5

330∘OH = 2

4−1

O = =
2

M + N
(2, 1)

27



؛ نصف محیط برابر  است؛ پس بنابر قضیۀ هرون داریم:  ج) گزینۀ 

   

 (صفحۀ  تا  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

« »                       ج) گزینۀ « »                             ب) گزینۀ « الف) گزینۀ «

(هر مورد  نمره)
 64

 بنابر قضیۀ هرون:

 

  

 (صفحۀ  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

مدل سازي مسئله با شکل ( نمره)
          

 65

،  و  وصل می کنیم، داریم: از  به   66

براي محاسبۀ مساحت مثلث  داریم:

 دستور هرون

 67

درست

الف) چون تبدیل انتقال هم ایزومتري است و هم شیب را حفظ می کند؛ بنابراین  بوده و چهارضلعی اي که دو ضلع مساوي و موازي داشته باشد، متوازي الاضلاع  68
است.

ب) در هر مرحله زاویۀ دوران به صورت ثابت  است؛ بنابراین بعد از چهار مرحله نقطۀ آخر دوران یافتۀ نقطۀ  به مرکز  با زاویۀ  است.

1p = 10

S =  =p(p − a)(p − b)(p − c)  =10(5)(4)(1) 10  2

4076

341

0٫5

نصف محیط=  p =  =2
15 + 21 + 18 27

 S  =
ABC

Δ  =p(p − a)(p − b)(p − c)  =27 × 12 × 9 × 6 54  6

 S  =
ABC

Δ S  +
OAB

Δ S  +
OAC

Δ S  

OBC
Δ

⇒ 54  =6  ×2
1 6 × 15 +  ×2

1 9 × 18 +  x ×2
1 21

⇒  x =2
21 54  −6 45 − 81 ⇒ x =  (54  −21

2
6 126)

74

0٫5

 
نصف محیط= p = 27 ⇒ S  =

ABC
Δ  

=27 × 12 × 9 × 6 54  (  0٫5)6 نمره

S  =
ABC

Δ S  +
OAB

Δ S  +
OAC

Δ S  ⇒
OBC

Δ x =  (54  −21
2

6 126) (
 
نمره(0٫5

S =  , P =P (P − a)(P − b)(P − c)  

2
a + b + c

OABC

S  +
A BO

Δ S  +
A CO

Δ S  =
B CO

Δ S  

A CB
Δ

 ×2
1

OL × 5 +  ×2
1

OK × 6 +  ×2
1

OH × 9 = S  

A CB
Δ

 OL +2
5

 ×2
1

 ×2 6 +  ×2
1

 ×3
2  2

9 = S  

A CB
Δ

 OL +2
5 3  +2 3  =2 S  (1)

A CB
Δ

ABC

: P =  =2
5 + 6 + 9

10 ⇒ S =  
=10 × 5 × 1 × 4 10  2

(1) :  OL +2
5 6  =2 10  ⇒2  OL =2

5 4  ⇒2 OL =  

5
8  2

MN =
∣∣

M N′ ′

30∘AO4 × 30 =∘ 120∘

28
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؛ بنابراین باید  باشد، یعنی  بزرگ ترین زاویه خواهد بود. ج) بنابر قضیۀ کسینوس ها 

د) بنابر قضیه اي مساحت هر مثلث برابر است با نصف حاصل ضرب اندازه هاي هر دو ضلع در سینوس زاویۀ بین آنها.

(صفحۀ  تا  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

الف) متوازي الاضلاع                  ب)                     ج)                   د) سینوس

(هر مورد  نمره)

اولاً مثلث  متساوي الاضلاع است؛ بنابراین:  69

           

 ثانیاً: در مثلث  داریم:

 بنابراین: 

 (صفحۀ  کتاب درسی)
راهنماي تصحیح:

           

 70

71  در مثلث  داریم:

6
2

8 km

4 km
135

̥

km

C

D

B AM

 

   

، از تفاضل مساحت مثلث هاي  و  استفاده می کنیم: براي محاسبۀ مساحت 

 

 مساحت مثلث  را با استفاده از رابطۀ سینوسی محاسبۀ مساحت مثلث به دست می آوریم:

    

a =2 b +2 c −2 2bc cos Âcos =Â  2
−1

=Â 120∘

4076

120∘120∘

0٫25

AMN
Δ

 S  =AMN  ×4
 3

(2) =2
 , =3 Â 60∘

ABC
Δ

S  =ABC  AB ×2
1

AC × sin =Â  ×2
1

8 × 6 ×  =2
 3 12  3

S  =MNCB S  −
ABC

Δ S  =
AMN

Δ 11  3

73

S  =
AMN

Δ  ×4
 3

AM =2
 ×4
 3 2 =2

 (  0٫5)3 نمره

S  =
ABC

Δ  AB ×2
1

AC × sin =Â 12  (  0٫5)3 نمره

S  =MNCB S  −
ABC

Δ S  =
NAM

Δ 11  (  0٫5)3 نمره

S =  AB ×2
1

AC × sin Â

MBC

=B̂ 90∘ , =Ĉ =M̂ 45∘ ⇒ BM = BC = 4 ⇒ CM = 4  2

ABCDAMDBMC

S  =ABCD S  −
AMD

△ S  

BMC
△

AMD

S  

AMD
△ =  ×2

1
AM ×MD × sin 45∘ =  ×2

1
12 ×10  ×2  =2

 2
60

29



   

 72

 اکنون بنابر دستور محاسبۀ مساحت مثلث داریم:

 

   73

          

  

راهنماي تصحیح:

رسم شکل ( نمره)

          

روش اول:  74
 

           

 
روش دوم:

 

           
 

روش سوم:

S  

BMC
Δ =  ×2

1
4 × 4 = 8 ⇒ S  ABCD = 60 − 8 = 52km2

2P = 13 + 14 + 15 = 42 → P = 21

s =  =21 × 6 × 7 × 8 84

h  =a  =
a

2s
 ≃13

2 × 84
12٫9

h  =b  =
b

2s
 =14

2 × 84
12

h  =c  =
c

2s
 =15

2 × 84 11٫2

S  =ABC  =
2

h  × bb
 ⇒

2
a × c

h  =b  ⇒
b

a × c
h  =b
2

  

b2
a c2 2

فیثاغورس 
h  =b
2

 
⇒

a + c2 2
a × c2 2

 =
h  b
2
1

 =
a × c2 2
a + c2 2

 +
c2
1

 

a2
1

0٫5

 S =  
=

2
h  × bb

 ⇒2
a × c

h  =b  (  0٫5)
b

a × c نمره

h  =b
2

 ⇒
a + c2 2

a c2 2
 =

h  b
2
1

 +
c2
1

 (  0٫5)
a2
1 نمره

6 +2 4 =2 2AM +2
 →2

82 36 + 16 = 2AM +2 32

→ AM =2 10 → AM =  10

→ 2P  =AMC 6 + 4 +  =10 10 +  10

β = 180 −∘ α ⇒ cosα = − cosβ

4 =2 4 +2 AM −2 2AM cosβ

6 =2 4 +2 AM −2 2AM cosα

⇒ 6 =2 4 +2 AM +2 2AM cosβ

⇒ 2AM =2 20 ⇒ AM =  ⇒10 2P = 6 + 4 +  =10 10 +  10

30
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روش چهارم:

 

                

H  

 75

.  :   نیمساز 

.  :  نیمساز 

. اما  پس: 

. لذا طبق عکس قضیۀ تالس: 

AB ×2 MC + AC ×2 BM = AM ×2 BC + BM × MC × BC

⇒ 4 ×2 4 + 6 ×2 4 = AM ×2 8 + 4 × 4 × 8

⇒ AM =2 10 ⇒ AM =  ⇒10 2P = 6 + 4 +  =10 10 +  10

S =  =P (P − a)(P − b)(P − c) 3  15

S =  ⇒
2

AH × C
h =  

4
3  15

A H ⇒B 16 = BH +2 h ⇒2 BH =  4
11

MH = MB − BH ⇒ MH = 4 −  =4
11

 

4
5

A H ⇒M AM =2 (  ) +4
5 2 (  ) ⇒4

3  15 2 AM =  10

⇒ 2P = 10 +  10

MPAMC =
MC

AM
 

PC

AP

MQAMB =
MB

AM
 

QB

AQ

MB = MC =
PC

AP
 

QB

AQ

PQ∣∣BC
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