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فصل اول : دایره

وتر و کمان و نظیر آن  درس اول : مفاهیم اولیه و زاویه ها در دایره

A B

DO

C

H

H´

در دایرة  نشان دهید  اگر و تنها اگر  ( و  فاصلۀ  از دو وتر  و  هستند.)  1C(O,R)AB > CDOH < O

H

′

OHO

H

′

OABCD

 

با توجه به شکل روبه رو:الف) اگر طول شعاع  و  ، آنگاه اندازه هاي  و  را به دست آورید.  2

ب) اگر  آنگاه طول پاره خط هاي  را به دست آورید.

10PR = 6APAB

CQ = RQ,RC = 2
√

CD,DQ

؛ فاصلۀ  از وتر  را به  دست آورید. در دایرة  می دانیم  و   3C(O,R)=AB

⌢

60∘

AB = 10OAB

زوایاي مرکزي، محاطی و ظلی

، آنگاه اندازة کمان  را ، آنگاه اندازة زاویۀ  را به دست آورید.ب) اگر  الف) اگر   4
به دست آورید.

= 140°y

⌢

x= 165°
x

^

y

⌢

زوایاي بین وترها و مماس ها  

α

31 ˚91 ˚

در شکل مقابل اندازة زاویۀ  را به  دست آورید.  5α

70 ˚80 ˚

؟

B A

M

C

NP

Q در شکل اضلاع زاویه هاي  و  بر دایره مماس  هستند. اندازة زاویۀ  چند درجه است؟  6B

^

C

^

A

^

روابط طولی در دایرهدرس دوم : رابطه هاي طولی در دایره

60 ˚
4

4 ، مساحت ناحیۀ سایه زده را محاسبه کنید. این ناحیه، یک قطعه دایره نام دارد. در دایرة روبه رو به شعاع   74

1



فصل دوم : تبدیل هاي هندسی

با توجه به شکل هاي زیر اندازة  و  را در شکل (الف) و اندازة  را در شکل (ب) تعیین کنید.  8

B

C

D

E
O

x y A50 °70 °

4
z-2
12
O
z

شکل (ب)شکل (الف)

xyz

x
y

O

2
4

610

در شکل زیر مقدارهاي  و  را به  دست آورید.  9xy

اوضاع نسبی دو دایره

C

BA

D

M O

N

N´

، شعاع هاي در شکل مقابل، دو دایره بر هم مماس و دو قطر  و  از دایرة بزرگ تر بر هم عمودند. اگر  و   10
دو دایره را پیدا کنید.

ABCDAM = 16ND = 10

مماس مشترك دو دایره  

طول شعاع هاي دو دایرة متخارج را به  دست آورید که طول مماس مشترك خارجی آنها مساوي   و طول مماس مشترك داخلی آنها  11

 و طول خط المرکزین آنها مساوي  واحد است.

3 7
√

15
−−

√8

طول خط المرکزین در دو دایرة متقاطع به شعاع هاي  و  سانتی متر برابر  سانتی متر است. طول مماس مشترك خارجی دو دایره را به   12
دست آورید.

436

طول خط المرکزین دو دایرة مماس درونی  سانتی متر و مساحت ناحیۀ محدود بین آنها  سانتی متر مربع است. طول شعاع هاي دو دایره  13
را به  دست آورید.

216π

الف) اندازة مماس مشترك خارجی در دو دایرة  و  را با فرض  تعیین کنید.  14
ب) این دو دایره چند مماس مشترك خارجی دارند؟

C(O, 7)( , 1)C

′

O

′

O = 10
O

′

دایره هاي محاطی داخلی و خارجی مثلثدرس سوم : چند ضلعی هاي محاطی و محیطی

اگر  و  شعاع هاي سه دایرة محاطی خارجی مثلث و  شعاع دایرة محاطی داخلی باشد، نشان دهید:  15

به همین ترتیب اگر  و  اندازه هاي سه ارتفاع باشند، نشان دهید: 

,r
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بازتاب خطی و ویژگی هاي آن  درس اول : تبدیل هاي هندسی

در حالتی که پاره خط  در راستاي عمود بر خط بازتاب قرار دارد، ثابت کنید که اگر  بازتاب  باشد،  و   16
هم اندازه اند.

AB

A

′

B

′

ABAB

A

′

B

′
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انتقال و ویژگی هاي آن

 

، و موازي  سه خط دوبه دو ناموازي  و  و  در صفحه مفروض اند. پاره خطی به طول  سانتی متر رسم کنید که دو سر آن روي  و   17
باشد.

ll

′

l

′′5l

l

′

l

′′

دوران و ویژگی هاي آن

،  و  رأس هاي یک مثلث هستند. نقاط   18

الف) مثلث و تصویرش را تحت تبدیل دوران به مرکز مبدأ مختصات و زاویۀ  رسم کنید.

ب) طول و شیب ضلع  و تصویرش را به دست آورده و با هم مقایسه کنید.

A(2, 0)B(5, 0)C(5, 2)

+90∘

AC

تجانس و ویژگی هاي آن

فرض کنید  محل برخورد میانه هاي مثلث  (مرکز ثقل آن) باشد و مثلث  مجانس مثلث  در تجانس به مرکز  و  19

نسبت  باشد.

الف) جایگاه رأس هاي  و  و  نسبت به مثلث  کجاست؟

ب) مساحت مثلث  چه کسري از مساحت مثلث  است؟

GABC

Δ

A

′

B

′

C

′

Δ

ABC

Δ

G

k = −

1
2

A

′

B

′

C

′

ABC

Δ

A

′

B

′

C

′

Δ

ABC

Δ

در تجانسی با نسبت  و مرکز تجانس  (نقطۀ  را خارج  در نظر بگیرید) نشان دهید:  20
الف) تجانس شیب خط را حفظ می کند.

ب) تجانس زاویۀ بین خطوط را حفظ می کند.

k < 0OOAB

دایره  و نقطۀ  خارج این دایره مفروض است. مجانس این دایره را نسبت به نقطۀ  در هر حالت رسم کنید.  21

الف)   

ب)  

پ) 

C(O,R)MM

k = 2

k = −2

k =

1
2

، نقطۀ  روي نقطۀ  تصویر شده است. نسبت تجانس را یافته و تعیین کنید این تحت تبدیل تجانس به مرکز   22
تجانس، انبساط است یا انقباض؟

(0, 0)A(1, 2)(3, 6)
A

′

اگر نقطۀ  مجانس نقطۀ  باشد که ضریب تجانس آن  باشد، مرکز تجانس کجاست؟  23A

′

∣

∣

∣

2
4

A

∣

∣

∣

−2
1

k = 5

تحت یک تجانس محیط مثلث تصویر  و محیط مثلث اولیه  است. شعاع دایره اي که مجانس دایره اي به مساحت  تحت این تجانس  24
باشد، چقدر است؟

12416π
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ترکیب تبدیل ها و ویژگی هاي آن

A A´ A ´´

B B´

C C´
d d1 2

m

در شکل،  به موازات  و به فاصلۀ  از آن قرار دارد و مثلث  بازتاب مثلث  نسبت به خط  است. بازتاب مثلث  25

 را نسبت به خط  رسم کنید و آن را  بنامید.

الف) نشان دهید:  

ب) اندازة  و  چقدر است؟

پ) با چه تبدیلی می توان مثلث  را تصویر  دانست؟ چه نتیجه اي می گیرید؟

d1d2m

A

′

B

′

C

′

Δ

ABC

Δ

d1

A

′

B

′

C

′

Δ

d2A

′′

B

′′

C

′′

Δ

A = 2mA

′′

BB

′′

CC

′′

A

′′

B

′′

△

C

′′

ABC

Δ

θ

A
A´

C
B B´

C´

d1

d2

O A´´  

در شکل، دو خط  و  با زاویۀ  یکدیگر را قطع کرده اند. مثلث  بازتاب مثلث  نسبت به خط  است. بازتاب مثلث  26

 را نسبت به خط  رسم کنید و آن را  بنامید.

الف) نشان دهید:  

ب) اندازة  و  چقدر است؟

پ) با چه تبدیلی می توان مثلث  را تصویر دانست؟ چه نتیجه اي می گیرید؟

d1d2θ

A

′

B

′

C

′

Δ

ABC

Δ

d1

A

′

B

′

C

′

Δ

d2A

′′

B

′′

C

′′

Δ

A = 2θO

^

A

′′

C

O

^

C

′′

B

O

^

B

′′

A

′′

B

′′

C

′′

Δ

ABC

Δ

مسائل قرینه یابی و هم محیطی  درس دوم : کاربرد تبدیل ها

B

A

C
D

12

12

6

6 3

 

مطابق شکل اگر بخواهیم بدون تغییر محیط، مساحت چهارضلعی را افزایش دهیم، مقدار افزایش مساحت جدید چقدر است؟  27

B

C

DE

F

A

A

E F C B

D

(ب)(الف)

دور زمین هایی مطابق شکل، حصارکشی شده است. چطور می توان بدون کم و زیاد کردن حصارها، مساحت زمین را افزایش داد؟  28

مسائل پیدا کردن کوتاه ترین مسیر  

مطابق شکل  است. نقطۀ  روي  قرار دارد، به طوري که مسیر  کوتاه ترین مسیر است. طول این مسیر کدام است؟  29CD = 5MdAMB
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فصل سوم : روابط طولی در مثلث  

M

A B

می خواهیم کنار رودخانه ها،  اسکله بسازیم. جاي  اسکلۀ  و  مطابق شکل مشخص است. اسکلۀ  را در چه نقطه اي از ساحل  30

رودخانه بسازیم که قایق ها هنگام طی مسیر  کوتاه ترین مسیر را طی کنند؟

32ABM

MABM

قضیه سینوس ها در مثلث و کاربرد آندرس اول : قضیه سینوس ها

ثابت کنید در هر مثلث قائم الزاویۀ  با ارتفاع  داریم:   31( = )

A

^ 90∘

ABC

Δ

AH = h

a

= +

1

h

2
a

1
b

2

1
c

2

30 ˚ 45 ˚
20 Km

؟؟

دو ایستگاه رادار که در فاصلۀ  کیلومتري از هم واقع  هستند، هواپیمایی را با زاویه هاي  و  درجه رصد کرده اند. فاصلۀ هواپیما از  32
دو ایستگاه را به  دست آورید.

203045

45 ° 30 °

A

CB

x+1 2x
در شکل مقابل، مقدار  چقدر است؟  33x

90 °

2 3

120 °

A

C
B

در شکل مقابل طول ضلع  چقدر است؟  34AB

30 °

A

B C

8
شعاع دایرة محیطی مثلث  چقدر است؟  35ABC

60 °
3 3

10

A

CB
P

6

در شکل مقابل، شعاع دایرة محیطی مثلث  چقدر است؟  36APC

قضیه کسینوس ها در مثلث و کاربرد آندرس دوم : قضیه کسینوس ها

60 ˚
20 m

15

A

m

یک درخت کج از نقطۀ  روي زمین، که در فاصلۀ  متري از نوك درخت است به زاویۀ  دیده می شود. اگر فاصلۀ  تا پاي درخت  37

 متر باشد، مطلوب است: 
الف) طول درخت

ب) سینوس زاویه اي که درخت با سطح زمین می سازد.
پ) فاصلۀ نوك درخت از زمین 

A1560∘

A

20

5



α
7

؟5

x

A

B D C

E

، که به فاصلۀ  واحد از رأس  قرار دارد از  و  چه فاصله اي دارد؟ در مثلث متساوي الاضلاع  به ضلع  واحد، نقطۀ   38

، که به فاصلۀ  واحد از  قرار دارد از  به چه فاصله اي است؟ اندازة زاویۀ  چند درجه است؟  نقطۀ 

ABC

Δ

8D7ABC

(CD > BD)E5CDA DE

ˆ

30 ˚ ؟

بندرگاه

یک کشتی از یک نقطه با سرعت  کیلومتر در ساعت در یک جهت در حرکت است و یک ساعت بعد با  انحراف به راست با سرعت  39

 کیلومتر در ساعت به حرکت خود ادامه می دهد و یک ساعت و نیم پس از آغاز حرکتش در یک بندرگاه پهلو می گیرد. فاصلۀ بندرگاه از مبدأ
حرکت کشتی چند کیلومتر است؟

6030∘

40

قضیه استوارت

α 180 ˚ α

A

B
CD

، نقطۀ دلخواه  روي  مفروض است. به کمک قضیۀ کسینوس ها در دو مثلث  و  درستی تساوي زیر را در مثلث   40
ثابت کنید:

(قضیۀ استوارت)  
به کمک قضیۀ استوارت، درستی قضیۀ میانه ها را نتیجه گیري کنید.

ABC

Δ

DBC

ADB

Δ

ADC

Δ

A ⋅DC + A ⋅DB = A ⋅ BC +DB ⋅DC ⋅ BCB

2
C

2
D

2

قضیه نیمساز هاي زوایاي داخلی  درس سوم : قضیه نیمساز هاي زوایاي داخلی و محاسبه طول نیمساز ها

A

B CM

PQ

؛ هستند؛ ثابت کنید:  در مثلث  وسط  و  و  نیمسازهاي زوایاي  و   41
M، ABCBCMPMQAMCAMBPQ ∥ BC

محاسبه طول نیمساز داخلی مثلث  

در مثلث  می دانیم  و  و  است. طول نیمساز داخلی زاویۀ  را به دست آورید.  42ABC

Δ

AB = 7AC = 4BC = 10C

^

قضیه سینوس ها در مساحتدرس چهارم : قضیه هرون (محاسبه ارتفاع ها و مساحت مثلث)
A

D E

C

B

7
5

1
11 در شکل مقابل، اولاً طول  را به  دست آورید. ثانیاً مساحت چهارضلعی  را بیابید.  43BCDECB

6
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A

11 13

7 7120 ˚

B
D

C

در شکل، اولاً اندازة زاویۀ  را به دست آورید. ثانیاً مساحت چهارضلعی  را بیابید.   44

راهنمایی:  را به  وصل کنید. 

AABCD

BD

. ،  و  در مثلث  داریم:   45

الف) طول  را به دست آورید.
ب) مساحت مثلث را تعیین کنید.

پ) مقدار  را پیدا کنید.

ABC

Δ

AB = 10AC = 6=

A

^ 60∘

BC

sin

B

^

7



از  به  و  وصل می کنیم،  1

 

   اگر  داریم:

  

، داریم: حال اگر فرض کنیم 

  

  

A B

DO

C

H

H´

 2
الف) مطابق شکل داریم:

ب) مطابق شکل داریم:

 3

H

A

B
O

  

 متساوي الاضلاع 

الف) با توجه به شکل داریم:  4

ب)

با توجه به نام گذاري هاي روي شکل داریم:   5

OBC

⎧

⎩

⎨

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

OH⊥AB⇒ AH = BH =

AB

2

O ⊥CD⇒ C = D =H

′

H

′

H

′

CD

2

OB = OD = R

AB > CD

> ⇒ BH > D

AB

2
CD

2
H

′

⇒ − O > − O ⇒ OH < O

⎧

⎩

⎨

⎪

⎪

: B = − OOBH

Δ

H

2
R

2
H

2

: D = − OODH

′

Δ

H

′

2
R

2
H

′

2
R

2
H

2
R

2
H

′

2
H

′

OH < OH

′

− O > − O ⇒ B > D ⇒ > ⇒ AB > CDR

2
H

2
R

2
H

′

2
H

2
H

′

2 A

B

2

4
C

D

2

4

: A = 100 − 36 = 64 ⇒ AP = 8APR

Δ

P

2

AP = PB⇒ AB = 2AP = 16

RQ = CQ = x

: + = 2 ⇒ 2 = 2 ⇒ x = 1RCQ

Δ

x

2
x

2
x

2

CQ = QD = 1 ⇒ CD = 2

= ,AB = 10,OA = OB⇒ OA = OB = AB = 10AB

⌢

60∘

⇒ OH = AB = 5
3
−−

√

2
3
−−

√:OAB

Δ

+ y + = ⇒ = − − =84∘ BC

⌢

360∘ BC

⌢

360∘ 84∘ 140∘ 136∘

= = 136x

^

BC

⌢

= ⇒ = 165° ⇒ + + y = ⇒ =x

^ 165∘ BC

⌢

84∘ 165∘ 360∘ y

^ 111∘

8
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 بنابراین، داریم: 

 

α

31 ˚91 ˚
N

x

A

M

B
D

C

y

 6

7  

  

 8
 الف) طبق شکل داریم:

 ب) طبق روابط طولی داریم:

طبق روابط طولی در دایره داریم:   9

x
y

O

2
4

610

 10

 

 

C

BA

D

M O

N

N´

 

   شعاع دایرة کوچکتر

 11

⇒ { ⇒ {

⎧

⎩

⎨

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

=

x + y

2
91∘

=

y − x

2
31∘

x + y = 182°
y − x = 62°

x = 60∘

y = 122∘

α = = =  
x

2
60∘

2
30∘

⎧

⎩

⎨

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

= =B

^

+ + −QM

⌢

MN

⌢

PN

⌢

PQ

⌢

2
80∘

= =C

^

+ + −QM

⌢

PQ

⌢

PN

⌢

MN

⌢

2
70∘

⇒ + = = ⇒ + =B

^

C

^ 150∘
2 + 2QM

⌢

PN

⌢

2
PN

⌢

MQ

⌢

150∘

= = =A

^

+PN

⌢

MQ

⌢

2
150∘

2
75∘

= S( − S  = × π × − × = π − 4S

′ (سایھ زده) 60∘ (قطاع (مثلث)
60∘

360∘
42

3
−−

√

4
42 8

3
3
−−

√

⇒

⎧

⎩

⎨

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

=

x + y

2
70∘

=

x − y

2
50∘

{

x = 120∘

y = 20∘

z(z − 2) = 4 × 12 ⇒ − 2z − 48 = 0 ⇒ z = −6 , z = 8z

2 غ.ق.ق ق.ق

4 × x = 2 × 10 ⇒ x = 5

= y(y + 4 + x) + 9y − 36 = 062
−→−

x=5
y

2

→ (y − 3)(y + 12) = 0 → {

y = 3
y = −12 غ ق ق

AM = 16,DN = 10,OA = R⇒ OM = R − 16

OB = R,ON = R − 10

: = , = ⇒ O = OM × OBMNB

Δ

N

^ 90∘ O^ 90∘ N

2

= (R − 16) × R
(R − 10)2

− 20R + 100 = − 16R⇒ 4R = 100 ⇒ R = 25R

2
R

2

= = = = 17
BM

2
2R − AM

2
2 × 25 − 16

2

⎧

⎩

⎨

⎪

⎪

⎪

⎪

= = مماس مشترک داخلی= 15
−−

√ −d

2
(R + )R

′

2− −−−−−−−−−−−

√ 64 − (R + )R

′

2− −−−−−−−−−−−

√

= 3 = مماس مشترک خارجی= 7
−−

√ −d

2
(R − )R

′

2− −−−−−−−−−−−

√ 64 − (R − )R

′

2− −−−−−−−−−−−

√

9



 12

 13
و طبق فرض داریم:  

    طول خط المرکزین

  مساحت ناحیه بین دو دایره

الف)  14

 

  ب) دو مماس مشترك خارجی

 15

در فرمول هاي مقابل  مساحت و  نصف محیط می باشد.

 

 16

d

B A A´ B´
H

 17

پاسخ: براي این کار، ابتدا خط  را با برداري به طول  و موازي با  انتقال می دهیم تا خط  به  دست آید.

،  را در  قطع می کند.

به همین ترتیب،  را با برداري به طول  موازي با  انتقال می دهیم تا  به دست آید.

 و  در  متقاطع هستند. پاره خط  جواب مسأله است.

پاسخ: الف) با توجه به شکل در این دوران داریم:  18

⇒ { ⇒ {

(R + ) = 7R

′

(R − ) = 1R

′

R = 4
= 3R

′

T = ⇒ T = ⇒ T =T

′

−d

2
(R − )R

′

2− −−−−−−−−−−−

√

T

′ 36 − 1
− −−−−−

√ T

′ 35
−−

√

= 2 = R − (1)R

′

= π − π = 16π⇒ − = 16 ⇒ (R + ) = 16 ⇒ R + = 8 (2)R

2
R

′

2
R

2
R

′

2
(R − )R

′

  

2

R

′

R

′

⇒ (1), (2)R = 5, = 3R

′

⎧

⎩

⎨

⎪

⎪

⎪

⎪

R = 7

= 1 ⇒ T = → T = → T = 8R

′

T

′

−d

2
(R − )R

′

2− −−−−−−−−−−−

√

T

′

−102
(7 − 1)2− −−−−−−−−−−−

√

T

′

d = 10

Sp

= , = , = , r =r

a

s

p − a

r

b

s

p − b

r

c

s

p − c

s

p

+ + = + + = = = =

1
r

a

1
r

b

1
r

c

1
s

p−a

1
s

p−b

1
s

p−c

p − a + p − b + p − c

s

3p − 2p
s

p

s

1
r

= a ⋅ = b ⋅ = c ⋅ ⇒ = , = , =S

ABC

Δ

1
2

h

a

1
2

h

b

1
2

h

c

h

a

2s
a

h

b

2s
b

h

c

2s
c

+ + = + + = = = =

1
h

a

1
h

b

1
h

c

a

2s
b

2s
c

2s
a + b + c

2s
2p
2s

p

s

1
r

AB⊥d , =H

^ 90∘

AH = H ,BH = HA

′

B

′

{ ⇒ AB =

AB = BH − AH

= H − HA

′

B

′

B

′

A

′

A

′

B

′

l5cml

′′

l1

l1l

′

B

l

′5cml

′′

l

′

1

ll

′

1AAB = 5cm
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ب) 

 

می دانیم که محل همرسی میانه ها، هر میانه را به نسبت  به  تقسیم می کند. داریم:  19

                                                                                                A

A´

C´

CB

B´G

مطابق شکل بالا بنابراین،  مجانس هاي  و  و  به مرکز  و نسبت  هستند.

الف) چون  است، پس به شکل زیر می باشد.  20

B

A
O

B´

A´

1 2

 :تناسب دو ضلع و تساوي زاویۀ بین  

ب) اگر زاویۀ بین دو خط متقاطع برابر با  باشد، از آنجا که مجانس خط با آن خط موازي می باشد، پس زاویۀ بین مجانس هاي دو خط همان زاویه بین دو خط

 است.

 21

⎧

⎩

⎨

⎪

⎪

A (2, 0) → (0, 2)A

′

B (5, 0) → (0, 5)B

′

C (5, 2) → (−2, 5)
C

′

⇒ AC =

AC = =

+(5 − 2)2
(2 − 0)2− −−−−−−−−−−−−−−−

√ 13
−−

√

= =A

′

C

′

+(−2 − 0)2
(5 − 2)2− −−−−−−−−−−−−−−−−

√ 13
−−

√

⎫

⎭

⎬

⎪

⎪

⎪

⎪

A

′

C

′

⇒ ≠

= =m

AC

2 − 0
5 − 2

2
3

= = −m

A

′

C

′

5 − 2
−2 − 0

3
2

⎫

⎭

⎬

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

m

AC

m

A

′

C

′

12

= , = , =

GA

′

GA

1
2

GB

′

GB

1
2

GC

′

GC

1
2

, ,C

′

B

′

A

′

ABCGk = −

1
2

= = ⇒ =

S

A

′

B

′

C

′

Δ

S

ABC

Δ

k

2 1
4

S

A

′

B

′

C

′

Δ

1
4
S

ABC

Δ

k < 0

O = k × OA,O = k × OBA

′

B

′

⇒ = , =

OA

OB

OA

′

OB

′

O

^

1 O

^

2

∼ ⇒ = , = ⇒ AB ∥AOB

Δ

OA

′

B

′

Δ

B

′

^

B

^

A

′

^

A

^

A

′

B

′

α

(α)

11



O O´
2 R2 R

C´C

M

           

 (الف

O
O´2 R

C´C

M
R

 (ب

M OO
R2

R

  
 

   (پ

<";style="text-align: start و <";style="text-align: start این قسمت مانند (الف) می باشد فقط مرکز متجانس

 تصویر style="text-align: start;"> می باشد. 

 22

تجانس، انبساط است زیرا  است.
مطابق شکل:  23

 

A´

A
O

2
4

2
1
-

x
y

 

 

دو مثلث متشابه اند و نسبت تشابه مثلث دومی به اولی همان نسبت محیط آنهاست. داریم:  24

  (نسبت تشابه و نسبت تجانس)

پاسخ:  25

xA x A´ y y A´´

KH

m

 به همین ترتیب داریم:   

، نتیجۀ انتقالی با بردار  و راستاي عمود بر محورهاي بازتاب می باشد. می توان نتیجه گرفت که  تصویر 
الف) بازتاب، اندازة زاویه را حفظ می کند. داریم:  26

k = 2 ⇒M = 2OM , = 2RO

′

R

′

k = −2 ⇒M = 2OM , = 2RO

′

R

′

k =

1
2

M

CC

′

A(1, 2) → (3, 6) ⇒ k = = = = 3A

′

OA

′

OA

+32 62
− −−−−−

√

+12 22
− −−−−−

√

3 5
−−

√

5
−−

√

k > 1

k = ⇒ = (2 − x, 4 − y) , = (−2 − x, 1 − y)

OA

′

−→−

OA

−→−

OA

′

−→−

OA

−→−

⇒ = 5 × ⇒OA

′

−→−

OA

−→−

⎧

⎩

⎨

2 − x = 5(−2 − x) = −10 − 5x⇒ x = −3

4 − y = 5(1 − y) = 5 − 5y⇒ y =

1
4

⇒ O

∣

∣

∣

∣

−3
1
4

k = = 3 ⇒ = 3 ⇒ = = 9
12
4

شعاع دایرۀ تصویر

شعاع دایرۀ اولیھ

مساحت دایرۀ تصویر

مساحت دایرۀ اولیھ
32

⇒ = 9 ⇒ = 9 × 16π⇒ π × = 9 × 16π⇒ = 12
S

′

16π
S

′

R

′

2
R

′

AH = H = x, K = K = y, x + y =mA

′

A

′

A

′′

A = 2(x + y) = 2mA

′′

B = C = 2mB

′′

C

′′

A

′′

B

′′

C

′′

Δ

ABC

Δ

2m

12
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O

A

A´

3

21

4

θ

K

H

A´´

ب) به همین ترتیب داریم: 

پ) از آنجا که داریم:

 پس  دوران یافتۀ  به مرکز  و زاویۀ  می باشد. پس  دوران یافتۀ  به مرکز  و زاویۀ  می باشد.

اگر بخواهیم بدون تغییر محیط، مساحت چهارضلعی را افزایش دهیم باید بازتاب  را نسبت به محور  بدست آوریم. بدین ترتیب چهارضلعی جدید محیطش با محیط  27

 برابر است و مساحت آن از مساحت  بیشتر است. به این ترتیب داریم:

B

A

C

D
12

12

6

6 3

6

6 3

D´

H

افزایش مساحت برابر است با:

الف)  28
B

C

D
E

F

A

C´

E´

ب) بنابر مسائل هم محیطی، کافی است که در رأس هایی که زوایا بیشتر از  هستند، بازتاب محوري انجام شود:
A

E
F

C B

D

C´

F´

 29

{ ⇒ A = 2( + ) = 2θ
A ⇒ ′Aبازتاب=

O

^

1 O

^

2

⇒ =

A

′ ′′Aبازتاب

O

^

3 O

^

4

O

^

A

′′

O2
^

O3
^

B = C = 2θO

^

B

′′

O

^

C

′′

OA = O ,A = 2θA

′′

O

^

A

′′

A

′′

AO2θ
A

′′

B

′′

C

′′

△

ABC

△

O2θ

DAC

ABCDABCD

A C : A = + ⇒ AC = 12D

Δ

C

2 62
(6 )3

−−

√

2

= = 18S

A CD

′

Δ

6 × 6 3
−−

√

2
3
−−

√

2 = 2 × 18 = 36
S

A CD

Δ

3
−−

√ 3
−−

√

BD⇒ Cمحور بازتاب Cبازتاب ′

⇒ BC = B , DC = DC

′

C

′

DF ⇒ Eمحور بازتاب ′Eبازتاب

⇒ DE = D , FE = FE

′

E

′

⇒ {

ABCDEF = AB D Fمحیط محیط C

′

E

′

>S

AB D FC

′

E

′

S

ABCDEF

180∘

AE⇒ Fمحور بازتاب بازتاب F ′

⇒ AF = A , EF = EF

′

F

′

BD⇒ Cمحور بازتاب Cبازتاب ′

⇒ BC = B , DC = DC

′

C

′

⇒ {

ABCDEF = AB DEمحیط محیط C

′

F

′

>S

AB DEC

′

F

′

S

ABCDEF

13



 مطابق شکل کوتاه ترین مسیر  است.

،  است. بازتاب  نسبت به 

، هم اندازه با  است. داریم: به این ترتیب مسیر 

 30

، نقطۀ  را طوري بیابیم که مسیر  کوتاه ترین باشد. براي این کار، بازتاب  نسبت به  این مسأله به این معناست که روي خط 

M را یافته و به  وصل می کنیم. طبق مسأله هرون مسیر  کوتاه ترین مسیر می باشد. پس اسکلۀ سوم در  قرار می گیرد.

A B

B´

d

 31
  

 ha
b

HB C

a

A

c

32  با فرض  داریم:

  

 

30 ˚ 45 ˚

60 ˚ 45 ˚
h

2h2h

B CH3 h h

A

 33

 :قانون سینوس ها

  

 34

AMB

AdA

′

AMBB

A

′

= + ⇒ B = ⇒ B = 5
A

′

B

2 52 52
A

′ 50
−−

√ A

′ 2
−−

√

dMAMBB

( ) dB

′

AAMBM

= a ⋅ = b ⋅ cS

ABC

Δ

1
2

h

a

1
2

⇒ bc = a ⋅ h

a

+ = = = =

1

b

2

1
c

2

+b

2
c

2

b

2
c

2

a

2

b

2
c

2

a

2

⋅a

2
h

2
a

1

h

2
a

AH = h

A C : = = ⇒ AC = h , CH = hH

Δ

C

^

HAC

ˆ 45∘ 2
−−

√

A H : = , sin = = = ⇒ AB = 2hB

Δ

B

^ 30∘ 30∘
AH

AB

h

AB

1
2

H B = , sin = ⇒ BH = × 2h = hA

^ 60∘ 60∘
BH

AB

3
−−

√

2
3
−−

√

BC = 20 = h + h = h(1 + ) ⇒ h = × = 10( − 1)3
−−

√ 3
−−

√

20

+ 13
−−

√

− 13
−−

√

− 13
−−

√

3
−−

√

AB = 2h = 20( − 1) , AC = 10 ( − 1)3
−−

√ 2
−−

√ 3
−−

√

= ⇒ = ⇒ (x + 1) = 2x
x + 1
sin 30∘

2x
sin 45∘

x + 1
1
2

2x

2
−−

√

2

2
−−

√

⇒ x + = 2x⇒ 2x − x = ⇒ x =2
−−

√ 2
−−

√ 2
−−

√ 2
−−

√

2
−−

√

2 − 2
−−

√

× = = + 1
2 + 2

−−

√

2 + 2
−−

√

(2 + )2
−−

√ 2
−−

√

2
2
−−

√

= = , = ^Aمحاطی=
120∘

2
60∘ محاطی C^

90∘

2
45∘

14
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طبق قانون سینوس ها داریم:  35

  

 36

 

 :می دانیم که

 37

60 ˚
h

20

x

A H C

B

15

α

                                                                             (الف 

                                                                                  

  (ب 

  (پ

 38

طبق فرض و شکل زیر داریم:  39

30 ˚

A

B
150 ˚

C                                                                 

= ⇒ = ⇒ = ⇒ AB = 2
AB

sinC

^

BC

sinA

^

AB

sin 45∘
2 3

−−

√

sin 60∘
AB

2
−−

√

2

2 3
−−

√

3
−−

√

2

2
−−

√

2R = =

AB

sinC

^

8
1
2

⇒ 2R = 16 ⇒ R = 8

: = 2 ⇒ 2 = = 6 ⇒ = 3ABP

Δ

قانون سینوس ھا در
3 3

−−

√

sin 60∘
R1 R1

3 3
−−

√

3
−−

√

2

R1

= ⇒ = ⇒ = 5
R1

R

APC

Δ

AB

AC

3
R2

6
10

R2

x : = + − 2 × 15 × 20 × :x

2 152 202
cos 60∘
  

1
2

طول درخت

⇒ = 225 + 400 − 300 ⇒ x = = 5x

2 325
−−−

√ 13
−−

√

= ⇒ = ⇒ sinα =

15
sinα

325
−−−

√

sin 60∘
15
sinα

5 13
−−

√

3√

2

3 3
−−

√

2 13
−−

√

h = 15 × sin =60∘
15 3

−−

√

2

A C : = ⇒ A = D + A − 2AC ⋅ DC ⋅ cos

D

Δ

C

^ 60∘ D

2
C

2
C

2 60∘

⇒ 49 = 64 + D − 2 × 8 × CD ×

C

2 1
2

⇒ C − 8CD + 15 = 0 ⇒ (CD − 3)(CD − 5) = 0
D

2

⇒ CD = 3 CD = یا5
⇒ x = 5 3 , CD > BD⇒ CD = 5 , BD = یا3

CD = 5 , CE = 5 , = ⇒ D E ⇒ DE = 5
C

^ 60∘ C

Δ

متساوی الاضلاع

A D = − =E

^ 180∘ 60∘ 120∘

, A C =

AB = 60 × 1 = 60
BC = 40 × 0٫5 = 20

B

ˆ 150∘

قضیۀ کسینوس ھا : A = + − 2 × 20 × 60 ×C

2 202 602
cos 150∘
  

− cos =−30∘
3√

2

⇒ A = 400 + 3600 + 1200C

2 3
−−

√

⇒ A = 4000 + 1200 ⇒ AC =C

2 3
−−

√ 4000 + 1200 3
−−

√

− −−−−−−−−−−−−

√

15
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 44
طبق قضیۀ کسینوس ها داریم:

A D : = + − 2xd ⋅ cosαB

Δ

c

2
d

2
x

2

A C : = + − 2yd ⋅ cos( − α) , cos( − α) = − cosαD

Δ

b

2
d

2
y

2 180∘ 180∘ ⇒ = + + 2yd ⋅ cosαb

2
d

2
y

2
{

× y = y + y − 2xyd ⋅ cosαc

2
d

2
x

2

× x = x + x + 2xyd ⋅ cosαb

2
d

2
y

2

x + y = (x + y) + xy(x + y) = ( + xy)−→

+

b

2
c

2
d

2
d

2
(x + y)

  

a

⇒ x + y = a( + xy)b

2
c

2
d

2

, BM =MC

A B :MQ : =M

Δ

نیمساز
AQ

BQ

AM

BM

A C :MP : =M

Δ

نیمساز
AP

CP

AM

MC

⇒ = PQ ∥ BC

AQ

BQ

AP

CP

− →−−−

عکس تالس

= AC ⋅ BC − AD ⋅ BD (1)x

2

= =

AD

BD

4
10

2
5

قضیۀ نیمسازھا:

⇒ AD = BD

2
5

AD + BD = 7 ⇒ BD + BD = 7
2
5

⇒ BD = 7
7
5

⇒ BD = 5 ⇒ AD = 2 ⇒ (1) : = 4 × 10 − 2 × 5 = 30x

2
⇒ x = 30

−−

√

AB = 8 , AC = 6 , (AD = AE = DE = 1 ⇒ = )A

^ 60∘

B = + − 2 × 6 × 8 × = 36 + 64 − 48 = 52 ⇒ BC = 2
C

2 62 82
cos 60∘
  

1
2

13
−−

√

= − (1)
S

DECB

S

A CB

Δ

S

A ED

Δ

= × 6 × 8 × = 12
S

A CB

Δ

1
2

sin 60∘
  

3√

2

3
−−

√

= =

S

A ED

Δ

3
−−

√

4
(1)2

3
−−

√

4

(1) : = 12 − =

S

DECB

3
−−

√

3
−−

√

4

47 3
−−

√

4
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  (الف

   (ب

  (پ

B D : B = + − 2 × 7 × 7 × = 49 + 49 + 49 ⇒ BD = 7C

Δ

D

2 72 72
cos 120∘
  

−1
2

3
−−

√

A D : = + − 2 × 11 × 13 × cosB

Δ

(7 )3
−−

√

2
112 132

A

^

⇒ 147 = 121 + 169 − 286 cos ⇒ cos = ⇒ A =A

^

A

^

1
2

60∘

= − = × 11 × 13 × − × 7 × 7 ×

S

ABCD

S

A DB

Δ

S

B DC

Δ

1
2

sin 60∘
  

3√

2

1
2

sin 120∘
  

3√

2

⇒ = 35٫75 − 12٫25 = 23٫5S

ABCD

3
−−

√ 3
−−

√ 3
−−

√

B = + − 2 × 6 × 10 × = 36 + 100 − 60 = 76 ⇒ BC = 2C

2 62 102
cos 60∘
  

1
2

19
−−

√

S = × AB × AC × sin = × 6 × 10 × = 15
1
2

60∘
1
2

3
−−

√

2
3
−−

√

S = × AB × BC × sin = × 10 × 2 × sin = 15 ⇒ sin =

1
2

B

^

1
2

19
−−

√ B

^ 3
−−

√ B

^

3 3
−−

√

2 19
−−

√
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