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درس 1: استدلال ریاضی

اثبات مستقیم
مرجع: امتحان نهایی- 1399

. ثابت کنید اگر  و  دو عدد حقیقی نامنفی باشند، داریم:   1ab ≥2
a + b

 ab

مرجع: امتحان نهایی- 1401 هریک از گزاره هاي زیر را اثبات و یا با ارائه مثال نقض کنید.  2
مرجع: امتحان نهایی- 1401 ، عدد  اول است. n2براي هر عدد طبیعی  +n 1
مرجع: امتحان نهایی- 1401 مربع هر عدد فرد، عددي فرد است.
مرجع: امتحان نهایی- 1403 در هر یک از موارد زیر، گزارة درست را اثبات و گزارة نادرست را با ارائۀ مثال نقض، رد کنید.  3
مرجع: امتحان نهایی- 1403 با اضافه کردن یک واحد به حاصل ضرب دو عدد زوج متوالی، حاصل، مربع کامل است.
مرجع: امتحان نهایی- 1403 حاصل ضرب هر عدد گویا در عدد گنگ، همواره عددي گنگ است.
مرجع: امتحان نهایی- 1403 درستی یا نادرستی عبارات زیر را مشخص کنید.  4
مرجع: امتحان نهایی- 1403 میانگین پنج عدد طبیعی همان عدد وسطی است.
مرجع: امتحان نهایی- 1405 درستی یا نادرستی عبارت هاي زیر را تعیین کنید.  5
مرجع: امتحان نهایی- 1405 n4nاگر  حاصل ضرب دو عدد طبیعی متوالی باشد، آنگاه  مربع کامل است. + 1
مرجع: امتحان نهایی- 1405 ,a∣baاگر  آنگاه  (کروشه نمادِ ك.م.م است.) b =[ ] a∣ ∣

مرجع: امتحان نهایی- 1404 درستی یا نادرستی عبارت هاي زیر را مشخص کنید.  6
مرجع: امتحان نهایی- 1404 . ، اگر  باشد، آن گاه  و  abaبراي هر دو عدد حقیقی  و  +2 b =2 0a = 0b = 0

مثال نقض
مرجع: امتحان نهایی- 1399 درست یا نادرست بودن گزاره هاي زیر را تعیین کنید.  7
مرجع: امتحان نهایی- 1399 . xy =xبراي هر دو عدد حقیقی  و  ، داریم:  + y  +x  y

مرجع: امتحان نهایی- 1399 . ababاگر  و  دو عدد حقیقی باشند و  آن گاه  یا  = 0a = 0b = 0
مرجع: امتحان نهایی- 1399 . ,aاگر  داریم:  b ∈ Ra < b ⇔ a <2 b2

مرجع: امتحان نهایی- 1399 حاصل جمع هر دو عدد گنگ، عددي گنگ است.
مرجع: امتحان نهایی- 1402 درست یا نادرست بودن گزاره هاي زیر را مشخص کنید.  8
مرجع: امتحان نهایی- 1402 حاصل ضرب هر عدد گویا، در یک عدد گنگ، عددي گنگ است.
مرجع: امتحان نهایی- 1402 . ، اگر  آنگاه  یا  ،  و  که  abcaبراي اعداد صحیح  = 0a∣b + ca∣ba∣c

مرجع: امتحان نهایی- 1402 ,a)اگر داشته باشیم  آنگاه می گوییم؛  و  نسبت به هم اول اند. b) = 1ab

مرجع: امتحان نهایی- 1404 درستی یا نادرستی گزاره هاي زیر را مشخص کنید.  9
مرجع: امتحان نهایی- 1404

β,α 2βاگر  دو عدد گنگ غیرمساوي باشند، حاصل  عددي گنگ است.
α + β

مرجع: امتحان نهایی- 1404 درستی یا نادرستی گزاره هاي زیر را تعیین کنید:  101



مرجع: امتحان نهایی- 1404 1404711عدد  به کلاس یا دستۀ هم نهشتی  به پیمانۀ  تعلق دارد.

اثبات غیرمستقیم (برهان خلف)
مرجع: امتحان نهایی- 1398 اگر  و  دو عدد گنگ باشند ولی  گویا باشد، ثابت کنید  گنگ است.  11αβα + βα + 2β
مرجع: امتحان نهایی- 1401 12  اعدادي صحیح هستند و  هم همان اعداد ولی به ترتیب دیگري قرار گرفته اند.

ثابت کنید  عددي زوج است.
a  ،a  ،a3 2 1b  ،b  ،b  3 2 1

(a  −1 b  )(a  −1 2 b  )(a  −2 3 b  )3

مرجع: امتحان نهایی- 1401 عبارت مناسب را از داخل پرانتز انتخاب کنید.  13
مرجع: امتحان نهایی- 1401 حاصل ضرب هر عدد گویاي ناصفر در یک عدد گنگ، عددي (گنگ، گویا) است.

مرجع: امتحان نهایی- 1403
گزینۀ صحیح را انتخاب کنید:  14

اگر  کدام یک از ترکیب هاي دو شرطی زیر درست است؟
  (  (
  (  (

a, b ∈ R

1a < b ⇔ a <2 b22a < b ⇔ a <3 b3

3a < b ⇔ (a − b) ≥2 04a < b ⇔ a <2 b3

مرجع: امتحان نهایی- 1403 ثابت کنید میانگین حسابی دو عدد نامنفی از میانگین هندسی آنها کمتر نیست.  15
مرجع: امتحان نهایی- 1402 درست یا نادرست بودن عبارات زیر را مشخص کنید.   16
مرجع: امتحان نهایی- 1402 حاصل ضرب هر عدد گویاي ناصفر در یک عدد گنگ، عددي گنگ است.
مرجع: امتحان نهایی- 1402 ) برابر  می باشد.  3mحاصل ( + 1, 3m + 21
مرجع: امتحان نهایی- 1405 با برهان خلف ثابت کنید اگر  و  دو عدد گنگ و  عددي گویا باشد، آنگاه  عددي گنگ است.  17αββ − 2α3α − β

مرجع: امتحان نهایی- 1400 ثابت کنید اگر  عددي اول باشد، آن گاه به یکی از دو صورت  یا  نوشته می شود.  18p ≥ 5p = 4k + 1p = 4k + 3

اثبات هاي بازگشتی، گزاره هاي هم ارز

مرجع: امتحان نهایی- 1398

گزارة زیر را به روش بازگشتی (گزاره هاي هم ارز) ثابت کنید:  19
( xyx(براي هر دو عدد حقیقی  و  داریم:     +2 y +2 1 ≥ xy + x + y

مرجع: امتحان نهایی- 1399
به روش بازگشتی ثابت کنید، اگر  آن گاه  .  20a > 0a +  ≥

a

1 2

مرجع: امتحان نهایی- 1402

گزاره  زیر را به روش بازگشتی (گزاره هاي هم ارز) ثابت کنید:   21
« xyy«براي هر دو عدد حقیقی  و  داریم:  +2 1 ≥ −2x(y + x + 1)

مرجع: امتحان نهایی- 1402 ،  و  سه عدد حقیقی باشند، ثابت کنید:  اگر   22xyzx +2 y +2 1 ≥ 2xy − z2

مرجع: امتحان نهایی- 1403 ثابت کنید مجموع مربعات هر عدد حقیقی همواره از قرینه حاصل ضرب آنها کمتر نیست.  23
مرجع: امتحان نهایی- 1404 ، گزارة زیر را به روش بازگشتی (گزاره هاي هم ارز) ثابت کنید: براي هر دو عدد حقیقی  و   24ab

5a +2 b ≥2 4ab

مرجع: امتحان نهایی- 1405

به روش بازگشتی ثابت کنید:  25

 xy +  (y +2
1 2 1) ≥ x(1 − x)

مرجع: امتحان نهایی- 1403 با استفاده از اثبات بازگشتی نشان دهید براي هر دو عدد حقیقی  و   داریم:  26ab

a +2 b ≥2 (a − 1)(b + 1)

مرجع: امتحان نهایی- 1400 ثابت کنید حاصل جمع یک عدد گویا و یک عدد گنگ، عددي گنگ است.   27
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درس 2: بخش پذیري در اعداد صحیح

بخش پذیري

مرجع: امتحان نهایی- 1402
باقی مانده تقسیم  بر دو عدد  و  به ترتیب برابر  و  است، باقی ماندة تقسیم  بر  را محاسبه کنید. (با راه حل)  28a4534a20

مرجع: امتحان نهایی- 1402 . اگر  عددي صحیح و دو عدد  و  بر  بخش پذیر باشند، ثابت کنید   29a = 0(5m+ 4)(6m+ 5)aa = ±1
مرجع: امتحان نهایی- 1402 ، در این صورت چند مقدار صحیح و نامنفی براي  وجود دارد؟  اگر  و   30a∣2m+ 3a∣m+ 7a

مرجع: امتحان نهایی- 1403 . ، در این صورت ثابت کنید:  اگر  و   31a∣bb = 0∣a∣ ≤ ∣b∣

مرجع: امتحان نهایی- 1404 جملات زیر را با نوشتن عدد مناسب در جاي خالی تکمیل کنید.  32
مرجع: امتحان نهایی- 1404 ,bاگر  دو عدد طبیعی بزرگ تر از یک باشند و  آنگاه  ..........  است. a9a∣b , b∣27a =

مرجع: امتحان نهایی- 1404 ( اگر  عددي صحیح و  جواب هاي صحیح  را مشخص کنید. (  33a = 02a∣5m− 2 , 2a∣3m− 4am ∈ Z
مرجع: امتحان نهایی- 1404 ، ثابت کنید:  اگر  عددي صحیح باشد به طوري که   34k4∣3k + 116∣9k +2 18k + 5
مرجع: امتحان نهایی- 1405 اگر  عددي اول باشد و  و  آنگاه مقدار  را بیابید.  35a3a∣4k + 23a∣5k + 1a

مرجع: امتحان نهایی- 1399 . ، ثابت کنید  یا  ،  و  اگر   36n ∈ Nn∣9k + 7n∣7k + 6n = 1n = 5
مرجع: امتحان نهایی- 1399 فرض کنیم  و  دو عدد طبیعی باشند به طوري  که  و  . نشان دهید  .  37ana∣3n+ 4a∣2n+ 3a = 1
مرجع: امتحان نهایی- 1403 هرگاه  سه عدد صحیح و  و  و  ثابت کنید:   38a, b, ca = 0a∣ba∣ca∣b± c

مرجع: امتحان نهایی- 1400 ، ثابت کنید  عددي اول است.  اگر  ،  و   39a > 1a∣9k + 4a∣5k + 3a

ب م م و ك م م
مرجع: امتحان نهایی- 1403 جاهاي خالی را با عبارات مناسب پر کنید.  40
مرجع: امتحان نهایی- 1403 k19kاگر  عددي صحیح باشد، باقی ماندة تقسیم  بر  برابر با .................. است. − 30019

مرجع: امتحان نهایی- 1403

، در این صورت حاصل عبارت  برابر .................. است. ،  و  اعدادي طبیعی باشند که  و  ,abca∣bb∣c([aاگر  b], [a, c])

مرجع: امتحان نهایی- 1405 جاهاي خالی را با عبارت مناسب، کامل کنید.  41
مرجع: امتحان نهایی- 1405 (5,0−)حاصل  برابر  ..................  است. (پرانتز نمادِ ب.م.م است.)
مرجع: امتحان نهایی- 1405 438−باقی ماندة تقسیمِ  بر  برابر  ..................  است.
مرجع: امتحان نهایی- 1402 در جاهاي خالی عبارت هاي مناسب بنویسید.   42
مرجع: امتحان نهایی- 1402 m])حاصل برابر با  .................. است.  , m] , m )2 5

مرجع: امتحان نهایی- 1402 ab(aاگر براي دو عدد صحیح و ناصفر  و  داشته باشیم  می گوییم  و   ..................  هستند. , b) = 1ab

مرجع: امتحان نهایی- 1400 اگر  عددي طبیعی باشد، حاصل  را به دست آورید.  43a(5a+ 4, 2a+ 3)
مرجع: امتحان نهایی- 1399 فرض کنید  عددي طبیعی باشد، حاصل  را به دست آورید.  44a[21a , 35a]2

مرجع: امتحان نهایی- 1404 جاهاي خالی را با عبارت هاي مناسب کامل کنید.  45
مرجع: امتحان نهایی- 1404 ,48)]حاصل عبارت  برابر .................. است. 72), 15]
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درس 3: هم نهشتی در اعداد صحیح،
کاربردها

مرجع: امتحان نهایی- 1398 جاهاي خالی را پر کنید.  46
مرجع: امتحان نهایی- 1398  اگر و تنها اگر دو شرط زیر برقرار باشند: 

  
[a, b] = c

2)∀m > 0,⋯⋯⋯⋯1) a∣c , b∣c

مرجع: امتحان نهایی- 1403 درستی و یا نادرستی جملات زیر را مشخص کنید:  47
مرجع: امتحان نهایی- 1403 ,12−]حاصل عبارت  برابر  است. ( نماد ب م م و  نماد ك م م است.) −18], 30( )−6( )[ ]

قضیه تقسیم

مرجع: امتحان نهایی- 1403
( ثابت کنید اگر  عددي اول باشد، آنگاه به یکی از دو صورت  یا  نوشته می شود. (  48p ≥ 3p = 4k + 1p = 4k + 3k ∈ Z

مرجع: امتحان نهایی- 1398 اگر باقی ماندة تقسیم  بر دو عدد  و  به ترتیب  و  باشد؛ باقی ماندة تقسیم  را بر  بیابید.  49a6532a30
مرجع: امتحان نهایی- 1399 اگر باقی مانده تقسیم عدد  بر  برابر  باشد، در این صورت باقی مانده تقسیم عدد  بر  را به دست آورید.  50a432a+ 38

مرجع: امتحان نهایی- 1399
ثابت کنید اگر  عددي اول باشد، آنگاه به یکی از دو صورت  یا  نوشته می شود.  51p > 3p = 6k + 1(k ∈ W), p = 6k + 5

مرجع: امتحان نهایی- 1400

اگر باقی ماندة تقسیم اعداد  و  بر  برابر  و  باشد، در این صورت باقی ماندة تقسیم عدد  بر  را بیابید.  52ab1753(2a− 5b)17

مرجع: امتحان نهایی- 1403 اگر  دو عدد صحیح و  فرد باشد، باقی مانده  بر  را حساب کنید.  53a, baba +2 b −2 58
مرجع: امتحان نهایی- 1403 اگر باقی ماندة تقسیم عدد  بر دو عدد  و  به ترتیب  و  باشد، باقی ماندة تقسیم عدد  را بر  بیابید.  54a4523a20

مرجع: امتحان نهایی- 1404
اگر باقی ماندة تقسیم اعداد صحیح  و  بر  به ترتیب  و  باشد، آن گاه باقی ماندة تقسیم عدد  بر  را به  دست آورید.  55ab23673a− 5b23

مرجع: امتحان نهایی- 1404
اگر باقی ماندة تقسیم دو عدد صحیح  و  بر  به ترتیب  و  باشد، آنگاه باقی ماندة تقسیم عدد  بر  را به دست  56

آورید.
mn1945(3m− 5n)19

رابطۀ هم نهشتی
مرجع: امتحان نهایی- 1399 فرض کنیم  اگر  ثابت کنید:  .  57a, b ∈ Z ,m ∈ Nn ∈ N , a ≡

m
ban ≡

m
bn

مرجع: امتحان نهایی- 1404 . اگر  دو عدد طبیعی و  دو عدد صحیح باشند و  ، نشان دهید   58m,nb, aa b≡
m

a bn≡
m

n

مرجع: امتحان نهایی- 1404 . ، ثابت کنید:  اگر  و   59a ≡
m

bn∣ma ≡
n

b

پیدا کردن باقی مانده
مرجع: امتحان نهایی- 1399 باقی مانده تقسیم  را بر  به دست آورید.  60132217
مرجع: امتحان نهایی- 1400 باقی ماندة تقسیم عدد  را بر  بیابید.  61A = (1000) ×25 9+ 117
مرجع: امتحان نهایی- 1402 اگر  و  عددي صحیح و فرد باشند، در این صورت باقی مانده تقسیم عدد  را بر  بیابید.  62ab(a +2 b +2 5)8
مرجع: امتحان نهایی- 1403 در هر یک از سوالات زیر، گزینۀ مناسب را انتخاب کنید.  63
مرجع: امتحان نهایی- 1403 عدد  به کدام دسته هم نهشتی به پیمانۀ  تعلق دارد؟

                                                                                       
14027

[5] (1[2] (2[0] (3[1] (4
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مرجع: امتحان نهایی- 1403 باقی ماندة تقسیم عدد  بر  کدام است؟ 
) صفر                                                                                               

(9 −100 2 −100 7 )10014
13 (25 (38 (4

مرجع: امتحان نهایی- 1403
کدام یک از معادلات هم نهشتی زیر در مجموعۀ اعداد صحیح جواب ندارد؟ 

                                                                                                6x ≡
9 11 (12x ≡

5 3 (25x ≡
7 10 (33x ≡

7 10 (4
مرجع: امتحان نهایی- 1402 باقی ماندة تقسیم عدد  را بر  به دست آورید.  64A = 63 +14 116
مرجع: امتحان نهایی- 1398 باق ماندة تقسیم  را بر  بیابید.  65(27) +7 1913
مرجع: امتحان نهایی- 1399 باقی ماندة تقسیم  بر  را به دست آورید.  6673015
مرجع: امتحان نهایی- 1400 باقی ماندة تقسیم  را بر  به دست آورید.  67(38 +36 19)4
مرجع: امتحان نهایی- 1403 رقم یکان عدد  را به دست آورید.  68A = 2! + 4! + 6! +⋯+ 100!

تقویم نگاري
مرجع: امتحان نهایی- 1401 اگر در یک سال، اول مهر شنبه باشد، در این صورت  بهمن در همان سال چه روزي است؟  6912
مرجع: امتحان نهایی- 1405 اگر  خردادماه در یک سال یکشنبه باشد،  آذرماه در همان سال چه روزي از هفته است؟  702510

مرجع: امتحان نهایی- 1404
در صورتی که دهم مهر در یک سال دوشنبه باشد،  اسفند در همان سال چند شنبه است؟ (ذکر راه حل الزامی است.)  7129

قواعد بخش پذیري

مرجع: امتحان نهایی- 1399
ثابت کنید می توان دو طرف یک رابطۀ هم نهشتی را در عددي صحیح ضرب کرد، به عبارتی دیگر، براي اعداد صحیح  و عدد طبیعی  72

 ، اگر  آن گاه  .

c, b, a

ma ≡
m

bac ≡
m

bc

مرجع: امتحان نهایی- 1401 . ، برابر است با باقیماندة تقسیمِ مجموع ارقام آن عدد بر  ثابت کنید باقیماندة تقسیم هر عدد بر   7399

معادلۀ هم نهشتی
مرجع: امتحان نهایی- 1404 نشان دهید شرط وجودِ جواب براي معادلۀ  برقرار است، سپس جواب هاي عمومی آن را به دست آورید.  7416x ≡

14 20
مرجع: امتحان نهایی- 1402 معادلۀ هم نهشتی  را حل کنید.  751402x ≡

9 11
مرجع: امتحان نهایی- 1403 معادلۀ  را حل کنید و تعداد جواب هاي دو رقمی طبیعی آن را به دست آورید.  769x− 1 ≡13 2x+ 1

مرجع: امتحان نهایی- 1404

شخصی در یک مسابقۀ پرتاب دارت، در هر پرتاب  یا  امتیاز و در مجموع  امتیاز کسب کرده است. حداکثر تعداد پرتاب هاي   77
امتیازي او چندتاست؟

791839

مرجع: امتحان نهایی- 1405 جواب هاي عمومی معادلۀ هم نهشتی  را به دست آورید.  7835x ≡
11 50− 2x

معادلۀ سیاله
مرجع: امتحان نهایی- 1399 جواب هاي عمومی معادله سیاله خطی  را به دست آورید.  799x+ 13y = 7
مرجع: امتحان نهایی- 1399 معادله سیاله  را حل کنید.  802x+ 5y = 19
مرجع: امتحان نهایی- 1400 معادله سیاله  را حل کرده و جواب عمومی آن را بنویسید.   815x+ 2y = 18

مرجع: امتحان نهایی- 1401

امتیازي پاسخ داده و مجموعا  امتیاز کسب کرده است. امتیازي و  دانش آموزي در یک آزمون علمی شرکت کرده است، او به سوالات   82
(پاسخ به هر سؤال یا امتیاز کامل دارد یا امتیازي ندارد.)

این دانش آموز به چه صورت هایی توانسته این امتیاز را کسب کند؟

5342

5



درس 2: بخش پذیري در اعداد صحیح

مرجع: امتحان نهایی- 1402

، بزرگ ترین عدد  رقمی طبیعی که می توان براي  در نظر گرفت، چه مقداري است؟ (با راه حل)  در معادلۀ سیاله   8315x+ 19y = 72x

مرجع: امتحان نهایی- 1403 جواب هاي عمومی معادلۀ سیاله  را به دست آورید.  845x+ 9y = 22

بخش پذیري
مرجع: امتحان نهایی- 1405 ثابت کنید اگر از مربع هر عدد فرد، یک واحد کم کنیم، حاصل بر  بخش پذیر است.  858

6
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 1

   

نابرابري آخر براي  و   نامنفی همیشه درست است. اثبات بازگشتی و حکم برقرار است.

 2

نادرست، مثال نقض 

درست، اثبات:
 

   3

درست 
 

نادرست
با در نظر گرفتن صفر به عنوان عدد گویا و انتخاب هر عدد گنگی، حاصل ضرب صفر است که گویا می شود.

 4

نادرست

 5

درست

نادرست
     6

درست
  7

 نادرست، براي مثال  و  را در نظر بگیرید:
 

درست

نادرست، براي مثال:
 

نادرست براي مثال:
 

 8

نادرست

نادرست

درست
  9

نادرست

 ≥2
a + b

 ab ⇔ a + b ≥ 2  ab ⇔ a + b − 2  ≥ab 0 ⇔ (  −a  ) ≥b 2 0
ab

n = 3

a = 2k + 1 ⇒ a =2 (2k + 1) =2 2(2k +2 2k) + 1 = 2k +′ 1

2k × (2k + 2) + 1 = 4k +2 4k + 1 = (2k + 1)2

x = 3y = 6
3 =  =6 + 3   +6  3

−2 < −1  4 =⇒ (−2)  (−1) =2< 2 1

 ∈2 Q , −  ∈c 2 Qc ⇒  +2 (−  ) =2 0 ∈ Q

7



  10

درست

اگر  گنگ نباشد (فرض خلف) پس عددي گویا است.  11
از طرفی طبق فرض  نیز عددي گویا است.

می دانیم تفاضل دو عدد گویا، عددي گویاست درنتیجه: 
اما با توجه به فرض مسئله:  گنگ است.

با توجه به تناقض ایجادشده، فرض خلف باطل و حکم ثابت می شود.

اگر  زوج نباشند (فرض خلف)، پس عددي فرد است،  12
پس هر سه عامل  هم باید فرد باشند، 

در نتیجه مجموع آنها باید فرد باشد،
اما با توجه به فرض مسئله: مجموع این سه عبارت برابر صفر است که عددي زوج است،

با توجه به تناقض ایجادشده، فرض خلف باطل و حکم ثابت می شود. 

 13

گنگ

« گزینه «  14
راه اول:  15

 
رابطۀ اخیر همواره برقرار است.

راه دوم:

 
 رابطۀ اخیر همواره برقرار است.

 16

درست 

درست 

فرض کنیم  عددي گویا باشد، داریم:  17

 با توجه به اینکه مجموع دو عدد گویا، عددي گویاست، پس  باید عددي گویا باشد که با فرض مسئله در تناقض است.

 18
باقی ماندة هر عدد بر  به یکی از صورت هاي زیر است:

 
،  عددي زوج است که با اول بودن آن تناقض دارد. بنابراین اعداد اول به فرم  یا  خواهند بود.  در حالت  و 

 19
 

 

  

 20

   

 همواره برقرار است، پس با برگشت روابط حکم برقرار می باشد.
 21

α + 2β
α + β

(α + 2β) − (α + β) = β ∈ Q

β

(a  −1 b  )(a  −1 2 b  )(a  −2 3 b  )3

(a  −3 b  ) و (b  −3 2 a  ) و (a  −2 1 b  )1

2

 ≥2
a + b

 ⇔ab a + b ≥ 2  ⇔ab a +2 b +2 2ab ≥ 4ab ⇔ a +2 b −2 2ab ≥ 0 ⇔ (a − b) ≥2 0

 ≥2
a + b

 ⇔ab a + b ≥ 2  ⇔ab a + b − 2  ≥ab 0 ⇔ (  −a  ) ≥b 2 0

3α − β

(3α − β) + (β − 2α) = α

α

4
p = 4k (1) , p = 4k + 1 (2) , p = 4k + 2 (3) , p = 4k + 3 (4)

(1)(3)p(2)(4)

2x +2 2y +2 2 ≥ 2xy + 2x + 2y ⇔ (x −2 2x + 1) + (y −2 2y + 1) + (x −2 2xy + y ) ≥2 0

⇔ (x − 1) +2 (y − 1) +2 (x − y) ≥2 0

⇔ (x − 1) ≥2 0 , (y − 1) ≥2 0 , (x − y) ≥2 0

a +  ≥
a

1 2 ⇔ a +2 1 ≥ 2a ⇔ a −2 2a + 1 ≥ 0 ⇔ (a − 1) ≥2 0

8
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 22

 23
روش اول:

 
 روش دوم:

 
روش اول:  24

 نامساوي اخیر، همواره برقرار است و روابط بالا برگشت پذیرند.
روش دوم:

 نامساوي اخیر، همواره برقرار است. زیرا:

 روابط بالا برگشت پذیرند.
یا به طور مشابه استدلال زیر قابل قبول است:

 نامساوي اخیر، همواره برقرار است و روابط بالا برگشت پذیرند. 
 25

عبارت حاصل بدیهی است و تمامی روابط برگشت پذیرند.
26  

 این رابطه همواره برقرار است

فرض کنیم  یک عدد گویا و  یک عدد گنگ است. نشان می دهیم که  یک عدد گنگ است.   27
فرض خلف: فرض کنیم  گویا باشد. می دانیم تفاضل دو عدد گویا عددي گویا است. پس  یعنی  و این با فرض گنگ بودن  تناقض دارد. پس فرض خلف

باطل و حکم اثبات می شود. 
 28

            29

 

 30

y +2 1 ≥ −2x(y + x + 1) ⇔ x +2 y +2 2xy + x +2 2x + 1 ≥ 0
⇔ (x + 1) +2 (x + y) ≥2 0 ⇒ این رابطه بازگشتی همواره بدیهی است 

x +2 y +2 1 ≥ 2xy − z ⇔2 x +2 y −2 2xy + z +2 1 ≥ 0 ⇔ (x − y) +2 z +2 1 ≥ 0 همواره بدیهی است 

a +2 b ≥2 −ab ⟺ a +2 b +2 ab ≥ 0 ⟺ 2a +2 2b +2 2ab ≥ 0
⟺ a +2 b +2 (a +2 b +2 2ab) ≥ 0 ⟺ a +2 b +2 (a + b) ≥2 0 همواره برقرار 

a +2 b ≥2 −ab ⟺ a +2
 +4

b2
ab +  ≥4

3b2 0 ⟺ (a +  ) +2
b 2

 ≥4
3b2 0 همواره برقرار 

5a +2 b ≥2 4ab ⇔ 5a +2 b −2 4ab ≥ 0 ⇔ 4a +2 a +2 b −2 4ab ≥ 0 ⇔ (2a − b) +2 a ≥2 0

5a +2 b ≥2 4ab ⇔ 5a −2 4ab + b ≥2 0

 { 5 > 0
Δ = 16b − 20b = −4b ≤ 02 2 2

5a +2 b ≥2 4ab ⇔ b −2 4ab + 5a ≥2 0

 { 1 > 0
Δ = 16b − 20a = −4a ≤ 02 2 2

xy +  (y +2
1 2 1) ≥ x(1 − x) ⇔

×2 2xy + y +2 1 ≥ 2x − 2x ⇔2 x +2 2xy + y +2 x +2 1 − 2x ≥ 0
⇔ (x + y) +2 (x − 1) ≥2 0

a +2 b ≥2 ab + a − b − 1
⇔ 2a +2 2b −2 2ab − 2a + 2b + 2 ≥ 0
⇔ (a − b) +2 (a − 1) +2 (b + 1) ≥2 0

rxr + x

r + xr + x − r ∈ Qx ∈ Qx

  

⎩
⎨
⎧a = 5q  + 4  4a = 20q  + 161

×4
1

a = 4q  + 3  5a = 20q  + 152
×5

2
 a = 20q − 1 → a = 20q + 19− ′ n

 →
a∣6(5m + 4)
a∣5(6m + 5)

a∣5(6m + 5) − 6(5m + 4) → a∣1 →⇒ a = ±1

9



 31

  32

33  

روش اول:  34

 روش دوم:

 روش سوم:

 روش چهارم:

 روش پنجم:

روش اول:  35

 روش دوم:

 روش سوم:

 36

        

 37

   

 38

 39

    40

  {
a∣2m + 3
a∣m + 7

×2
 →{

a∣2m + 3
a∣2m + 14 a∣11 → a = 1 , a = 11

a∣b ⇒ b = aq , q ∈ Z ⇒ ∣b∣ = ∣a∣∣q∣

q ∈ Z , q = 0 ⇒ ∣q∣ ≥ 1 ⇒ ∣a∣∣q∣ ≥ ∣a∣ ⇒ ∣b∣ ≥ ∣a∣

a = 3

  {  

2a∣5m − 2  2a∣15m − 6⟹
×3

2a∣3m − 4  2a∣15m − 20⟹
×5 ⟹

− 2a∣14 → a∣7 ⇒ a = ±1, ±7

 ⇒
4∣3k + 1 ⇒ 4 × 4∣4(3k + 1) ⇒ 16∣12K + 4
4∣3k + 1 ⇒ 4 ∣(3k + 1) ⇒ 16∣9k + 6k + 12 2 2 } 16∣9k +2 18k + 5

3k + 1 = 4q ⇒  ⇒{
12k + 4 = 16q

9k + 6k + 1 = 16q2 2 9k +2 18k + 5 = 16q′

⇒ 16∣9k +2 18k + 5

3k + 1 ≡
4

⇒ 12k + 4 ≡
16 0, 9k +2 6k + 1 ≡

16 0 ⇒ 9k +2 18k + 5 ≡
16 0

16∣9k +2 18k + 5

4∣3k + 1 ⇒ 4∣3k + 5 ⇒ 16∣(3k + 1)(3k + 5) ⇒ 16∣9k +2 18k + 5

3k + 1 ≡
4 0 ⇒ 3k + 5 ≡

4 0 ⇒ (3k + 1)(3k + 5) ≡
16 0 ⇒ 16∣9k +2 18k + 5

 ⇒3a∣4k + 2 ⇒ 3a∣20k + 10
3a∣5k + 1 ⇒ 3a∣20k + 4 } 3a∣(20k + 10) − (20k + 4) ⇒ 3a∣6 ⇒ a∣2 ⇒ a = 2

 ⇒
3a∣4k + 2 ⇒ 4k −2 ⇒ 20k −10≡

3a
≡
3a

3a∣5k + 1 ⇒ 5k −1 ⇒ 20k −4≡
3a

≡
3a

} 6 ≡
3a 0 ⇒ 2 ≡

a 0 ⇒ a = 2

 ⇒
3a∣4k + 2 ⇒ 4k + 2 = 3aq   20k + 10 = 3aq  1 ⟶

×5
3

3a∣5k + 1 ⇒ 5k + 1 = 3aq   20k + 4 = 3aq  2 ⟶
×4

4
} 6 = 3aq  ⇒5 2 = aq  ⇒5 a = 2

  

n∣9k + 7
n∣7k + 6

×(−7)
×9 } ⇒ n∣ − 63k − 49 + 63k + 54 ⇒ n∣5  

n∈N
n = 1 یا5 

 

a∣3n + 4
a∣2n + 3 ⇒ a∣ − 2(3n + 4) + 3(2n + 3) ⇒ a∣1 ⇒ a = ±1  

a∈N
a = 1

  

a∣b  b = aq
∃q∈Z

a∣c  c = aq
∃q ∈Z′

′

±
b ± c = aq ± aq =′ a(q ± q ) →′ a∣b ± c

a∣9(5k + 3) − 5(9k + 4) ⇒ a∣27 − 20
⇒ a∣7  

a>1
a = 7 ∈ P

10
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 41

 42

           
 

نسبت به هم اول
 43

 

 44
 

     45

  46

 

  47

نادرست

کافی است  را بر عدد  تقسیم کنیم. در این صورت طبق قضیۀ تقسیم خواهیم داشت:  48
 

 در حالت هاي  عددي زوج است. لذا با اول بودن آن تناقض دارد. فقط حالت هاي  و  باقی  می ماند و حکم ثابت می شود.
بنابر قضیۀ تقسیم داریم:   49

  

 50
        

هرگاه  را بر  تقسیم کنیم، خواهیم داشت:  51
  

   
،  می تواند عددي اول باشد که حکم اثبات می شود. ،  و  زوج و در  بر  بخش پذیر است که با اول بودن  تناقض دارد. بنابراین فقط در حالات  یا   در حالات 

 52

     

راه اول:  فرد است لذا هر دو عدد  فرد می باشند.  53

4

b

5

5

m2

   

(5a + 4, 2a + 3) = d ⇒  

d∣2a + 3
d∣5a + 4

⇒ d∣7 ⇒ d = 1 یا7  ⎭
⎬
⎫

 ⇒ d∣ − 2(5a + 4) + 5(2a + 3)

A = 21a =2 3 × 7 × a , B =2 35a =2 5 × 7 × a2 ⇒ [A, B] = 105a2

120

∀m > 0 , a∣m , b∣m ⇒ c ≤ m

p4
p = 4k , p = 4k + 1 , p = 4k + 2 , p = 4k + 3

 pp = 4k + 2, p = 4kp = 4k + 1p = 4k + 3

 {
a = 5q + 2
a = 6q + 3′ ⇒  {

6a = 30q + 12
5a = 30q + 15′ ⇒ a = 30q −′′ 3

⇒ a = 30r + 27

a = 4q + 3 ⇒ 2a + 3 = 8q + 9 = 8(  ) +

q′

 q + 1 1 = 8q +′ 1 ⇒ r = 1

p6
p = 6k (1) , p = 6k + 1 (2) , p = 6k + 2 = 2(3k + 1) (3)

p = 6k + 3 = 3(2k + 1) (4) , p = 6k + 4 = 2(3k + 2) (5) , p = 6k + 5 (6)

p(1)(3)(5)(4)3p(2)(6)p

  

a = 17q + 5
b = 17q + 3′ }  ⇒ 2a − 5b  = 17 × 2q + 10 − 17 × 5q −′ 15  = 17(12q − 5q −′ 1) + 12  = 17k + 12  ⇒ r = 12

aba, b11



 راه دوم:  فرد است لذا هر دو عدد  فرد می باشند.

 

روش اول:  54

 
 روش دوم:

 

روش اول:  55

 
 روش دوم:

 

 روش سوم:

 
روش اول:  56

 روش دوم:

 57

    

 58

روش اول:  59

 روش دوم:

 روش سوم:

 روش چهارم: برهان خلف: فرض می کنیم حکم برقرار نباشد، پس  همنهشت  به پیمانۀ  نیست:

 رابطۀ (*) با (**) تناقض دارد، پس حکم برقرار است.
 60

 →a = 2k + 1
b = 2k + 1′

a + b − 5 = 4k + 4k + 1 + 4k + 4k + 1 − 5 = 4k(k + 1) + 4k (k + 1) − 3 = 8q − 3 = 8q − 3 + 8 − 8 = 8t + 5 → r = 52 2 2 ′2 ′ ′ ′ ′′ ′′

aba, b

 →
a = 2k + 1
b = 2k + 1′  →

a 12 ≡
8

b 12 ≡
8 a +2 b2 ≡

8 2 → a +2 b −2 5 ≡
8 −3 ≡

8 5 → r = 5

 ⇒
a = 4q  + 21
a = 5q  + 32

 

5a = 20q  + 101
4a = 20q  + 122

⇒ a = 20(q  −1 q  ) −2 2 a = 20q  +3 18 ⇒ r = 18  r یا= −2 + 20 = 18

 ⇒
a 2 18 ⇒ a = 4k + 18≡

4
≡
4

a 3 18≡
5

≡
5 4k + 18 ≡

5 18 ⇒ k = 5t ⇒ a = 20t + 18 ⇒ r = 18

 ⇒{
a = 23q  + 6 ⇒ 3a = 3 × 23q  + 181 1
b = 23q  + 7 ⇒ −5b = −5 × 23q  − 352 2

3a − 5b = 23(3q  −1 5q  ) −2 17 + 23 − 23

= 23(3q  −1 5q  −2 1) + 6 ⇒ r = 6

 ⇒{
a 6 ⇒ 3a 18≡

23
≡
23

b 7 ⇒ 5b 35≡
23

≡
23 3a − 5b ≡

23
−17 ≡

23 6 ⇒ r = 6

 ⇒{
a = 23q  + 6 ⇒ 23∣a − 61
b = 23q  + 7 ⇒ 23∣b − 72

23∣3(a − 6) − 5(b − 7) − 23

⇒ 23∣3a − 5b − 6 ⇒ 3a − 5b = 23q  +3 6 ⇒ r = 6

 ⇒m = 19q  + 41
n = 19q  + 52

}  ⇒3m = 19q  + 123
5n = 19q  + 254

} 3m − 5n = 19q  +5 6 ⇒ r = 6

m ≡
14 4, n ≡

19 5 ⇒ 3m − 5n ≡
19 12 − 25 ≡

19
−13

⇒ 3m − 5 ≡
19

−13 + 19 ≡
19 6 ⇒ r = 6

a ≡
m

b ⇒ m∣a − b ⇒ m∣(a − b)(a +n−1 a b +n−2 ⋯ + b )n−1 ⇒ m∣a −n bn ⇒ an ≡
m

bn

a b ⇒≡
m

m∣a − b ⇒ m∣(a − b)(a +n−1
ba +n−2 ⋯ + b ) ⇒n−1 m∣a −n b ⇒n a bn≡

m n

a ≡
m

b, n∣m ⇒ m∣a − b, n∣m ⇒ n∣a − b ⇒ a ≡
n

b

a ≡
m

b, n∣m ⇒ a − b = mq = nq ⇒′ a − b = nq q ⇒′ a ≡
n

b

 ⇒a b≡
m

n∣m ⇒ m = nq
} a ≡

nq
b ⇒ nq∣a − b, n∣nq ⇒ n∣a − b ⇒ a ≡

n
b

abn

 {
a − b = nq  ⇒ a − b = nq  + r,0 < r < n (∗) 1 1
a b, n∣m ⇒ a − b = mq  , m = nq  ⇒ a − b = nq  q  ≡

m

2 3 3 2

⇒ nq  +1 r = nq  q  ⇒3 2 n∣r (∗∗)

12
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 61

  

می دانیم مربع هر عدد فرد، به صورت  است.  پس داریم:  62

 

   63

« گزینۀ «

« گزینۀ «

« گزینۀ «
          64

 
 65

   

 66

        
 67

  

 68

. بنابراین . از طرفی  فاصلۀ  مهر تا  بهمن برابر است با:  روز در مهرماه و سه ماه آبان، آذر و دي و  روز تا  بهمن، یعنی   69
طبق جدول زیر  بهمن پنجشنبه است. 

شيدسچپج

 70
يدسچپجش

 آذرماه دوشنبه است.

 
 71

 تعداد روزهاي باقی مانده تا  اسفند
 روز سه شنبه

يشجپچسد

 72

     

رقمی  را بسط می دهیم و در هم نهشتی به پیمانۀ  به جاي هر توان  عدد  را قرار می دهیم، داریم: عدد   73

13 ≡
17

−4 → 132 ≡
17 16 ≡

17
−1 → 1322 ≡

17
−1  

−1 16≡
17

r = 16

1000 ≡
7

−1 ⇒ (1000) ×25 9 + 11 ≡
7

(−1) ×25 9 + 11 ≡
7 2 ⇒ r = 2

8k + 1(k ∈ Z)

 →{
a = 8k + 12

b = 8k + 12 ′ a +2 b +2 5 = 8k + 1 + 8k +′ 1 + 5 → a +2 b +2 5 = 8k +" 7 → r = 7

2

1

1

63 ≡
16

−1 ⇒ 6314 ≡
16 1 ⇒ A ≡

16 2 ⇒ r = 2

27 ≡
13 1 ⇒ (27)7 ≡

13 17 ⇒ (27) +7 19 ≡
13 1 +7 19 = 20 ⇒ (27) +7 19 ≡

13 7

7 =2 49 4≡
15

⇒ 7 16 14≡
15

≡
15

⇒ 7 128≡
15

 

×7 42≡
15

7 430≡
15

38 2 →≡
4 38 4 02≡

4
≡
4

 → 38 0 , 19 336≡
4

≡
4

⇒ 38 +36 19 3≡
4

A = 2! + 4! +  ⇒

5  2 و  مضرب

 6! + ⋯ + 100! A = 2! + 4! + 10k , k ∈ Z

⇒ A ≡
10 2 + 24 + 0 ⇒ A ≡

10 26 ≡
10 6

11229121229 + 3 × 30 + 12 = 131131 ≡
7 5

12

6543210

6543210
10

6 + 3(31) + 2(30) + 10 ≡
7

−1 + 2 + 4 + 3 ≡
7 1

= 20 + 4 × 30 + 29 ≡
7 169 ≡

7 129

0123456

a ≡ b ⇒ m∣a − b ⇒ m∣c(a − b) ⇒ m∣ac − bc ⇒ ac ≡
m

bc

nA = a  a  ⋯ a  n−1 n−2 09101
13



 
روش اول:  74

 روش دوم:

  روش سوم:

     75

 
 76

 

 لذا معادله  جواب دو رقمی دارد.
روش اول:  77

 
روش دوم:

 
 78

مععادله سیاله داراي جواب است زیرا     79

    

در نتیجه با جایگذاري  در معادلۀ سیاله   داریم:
 

معادله سیاله جواب دارد زیرا:  پس داریم:  80

    

 81

             82

 

A = 10 ×n−1 a  +n−1 ⋯ + ⋯ + ⋯ + 10 a  +2 2 10a  +1 1a  ⇒0 A ≡
9 1 × a  +n−1 ⋯ + 1 × a  +1 a  0

⇒ A ≡
9

a  +n−1 ⋯ + a  +1 a  0

(16, 14) = 2∣20 معادله جواب دارد 

16x ≡
14 20 ⇒ 4x ≡

7 5 ⇒ 4x ≡
7 5 + 7 ⇒ x ≡

7 3 ⇒ x = 7k + 3

16x ≡
14 20 ⇒ 16x + 14y = 20 ⇒ 8x + 7y = 10, (8, 7) = 1, 1∣10 معادله جواب دارد 

8x ≡
7 10 ⇒ 4x ≡

7 5 ⇒ 4x ≡
7 5 + 7 ⇒ x ≡

7 3 ⇒ x = 7k + 3

16x ≡
14 20 ⇒ 16x + 14y = 20 ⇒ 8x + 7y = 10, (8, 7) = 1, 1∣10 معادله جواب دارد 

x  =1 3, y  =1 −2 ⇒ x = x +1  k =
d

b 3 + 7k حل با یافتن جواب خصوصی: 

(1 + 4 + 0 + 2)x ≡
9 1 + 1 ⇒ 7x ≡

9 2 ⇒ 7x ≡
9

−7

⇒
(7,9)=1

x ≡
9

−1 ⇒ x = 9k − 1  x یا= 9k + 8

9x − 1 ≡
13 2x + 1 → 7x ≡

13 2 → 7x ≡
13 2 + 2 × 13 = 28  

÷7
x ≡

13 4 → x = 13k + 4 → 10 ≤ 13k + 4 ≤ 99 →  ≤13
6

k ≤  13
95

k = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7
7

7x + 9y = 183 → 7x ≡
9 183 ≡

9 3  ⟹
+18 7x ≡

9 21  ⟹
÷7

x ≡
9 3

⇒ x = 9k + 3 ⇒ 7(9k + 3) + 9y = 183 → y = 18 − 7k

k = 0 ⇒ y = 18  9 امتیازی  حداکثر تعداد پرتاب های

7x + 9y = 183 → 9y ≡
7 183 ≡

7 1  ⟹
+35 9y ≡

7 36  ⟹
÷9

y ≡
7 4

⇒ y = 7k + 4 ⇒ 7x + 9(7k + 4) = 183 → x = 21 − 9k

k = 2 ⇒ y = 18  9 امتیازی  حداکثر تعداد پرتاب های

35x ≡
11 50 − 2x ⇒ 37x ≡

11 50 , (37, 11)∣50 ⇒ 4x ≡
11 6 ⇒ 2x ≡

11 3 ⇒ 2x ≡
11 14 ⇒ x ≡

11 7
⇒ x = 11k + 7 (k ∈ Z)

(9, 13) = 1∣7

13y ≡
9 7, (13 ≡

9 4, 7 ≡
9 16) → 4y ≡

9 16  

(4,9)=1
y ≡

9 4 → y = 9k + 4
y = 9k + 49x + 13y = 7

x = −13k − 5

1 = (2, 5)∣19

2x ≡
5 19 ≡

5 4  

(2,5)=1
x ≡

5 2 ⇒ x = 5k + 2  

2x+5y=19 2(5k + 2) + 5y = 19 ⇒ y = −2k + 3

2y ≡
5 18  

(2,5)=1
y ≡

5 9 ≡
5 4

⇒ y = 5k + 4 ⇒ 5x + 2(5k + 4) = 18
⇒ x = −2k + 2

5x + 3y = 42 ⇒ 5x ≡
3 42 ≡

3 0 ⇒ x ≡
3 0 ⇒ x = 3k ⇒ 5(3k) + 3y = 42 ⇒ y = −5k + 14

⇒  ;  ;  {
x = 0
y = 14 {

x = 3
y = 9 {

x = 6
y = 4

14
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 83

روش اول:  84

 
 روش دوم:

 
روش اول:  85

 روش دوم:
می دانیم هر عدد فرد را می توان به یکی از دو صورت  یا  نوشت، پس داریم:

 

15x ≡
19 7 → 15x ≡

19 45  

(15,19)=1
x ≡

19 3
→ x = 19k + 3  

k=5
x = 98

5x ≡
9 22 ⇒ x ≡

9 8 ⇒ x = 9k + 8
5(9k + 8) + 9y = 22 ⇒ y = −2 − 5k

9y ≡
5 22 ⇒ y ≡

5 3 ⇒ y = 5k + 3
5x + 9(5k + 3) = 22 ⇒ x = −1 − 9k

(2k + 1) −2 1 = 4k +2 4k + 1 − 1 = 4k +2 4k = 4k(k + 1) = 4(2q) = 8q

4k + 14k + 3

  

⎩
⎨
⎧ (4k + 1) − 1 = 16k + 8K + 1 − 1 = 8k(2k + 1) = 8m2 2

(4k + 3) − 1 = 16k + 24k + 9 − 1 = 8(2k + 3k + 1) = 8n2 2 2

15
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درس 1: معرفی گراف
مفاهیم مقدماتی گراف

درجه
انواع گراف

مسیر در گراف
دور در گراف

گراف همبند و ناهمبند
درس 2: مدل سازي با گراف

احاطه گري
(Min) مجموعه هاي احاطه گر مینیمم

مجموعه هاي احاطه گر مینیمال
عدد احاطه گري

1
2
3
4
5
6

7
8
9
12



درس 1: معرفی گراف

مفاهیم مقدماتی گراف

a b

cd

e  

مرجع: امتحان نهایی- 1399 گراف  به صورت مقابل را در نظر بگیرید و به سؤالات زیر پاسخ دهید.  1G

مرجع: امتحان نهایی- 1399 γ(G) را مشخص کنید.

مرجع: امتحان نهایی- 1399 ب) اندازة گراف را تعیین کنید.
مرجع: امتحان نهایی- 1399 bمجموعۀ همسایگی بسته رأس  را بنویسید.

مرجع: امتحان نهایی- 1399 Nاگر  باشد،  کدام رأس است؟  (d) =G {e, x, b}x

مرجع: امتحان نهایی- 1402 در جاهاي خالی عبارت هاي مناسب بنویسید.   2
مرجع: امتحان نهایی- 1402 یک مجموعه احاطه گر را که با حذف هریک از رأس هایش دیگر احاطه گر نباشد، احاطه گر  .................. می نامیم.
مرجع: امتحان نهایی- 1402 ، برابر .................. است. kتعداد یال هاي گراف   7

مرجع: امتحان نهایی- 1402 درست یا نادرست بودن عبارات زیر را مشخص کنید.   3
مرجع: امتحان نهایی- 1402 تعداد رئوس فرد هر گراف، عددي فرد است.
مرجع: امتحان نهایی- 1402 Pعدد احاطه گري  برابر عدد  است.   103

مرجع: امتحان نهایی- 1402

 

4G  گراف  به صورت زیر رسم شده است. با توجه به این گراف به سوالات زیر پاسخ دهید. 

مرجع: امتحان نهایی- 1402 Nمجموعۀ  را بنویسید.   (g)G

مرجع: امتحان نهایی- 1402 5aیک دور به طول  با شروع از رأس  بنویسید. 

مرجع: امتحان نهایی- 1402 ) را مشخص کنید.  CGGدرجۀ رأس  در گراف  (مکمل گراف 

 5

1



مرجع: امتحان نهایی- 1402

 

G گراف  به صورت زیر رسم شده است. با توجه به این گراف به سؤالات زیر پاسخ دهید.

مرجع: امتحان نهایی- 1402 مرتبه و اندازة آن را بنویسید.
مرجع: امتحان نهایی- 1402 مجموع درجات رئوس این گراف را به دست آورید.
مرجع: امتحان نهایی- 1402 Nمجموعۀ  را بنویسید.  [c]G

مرجع: امتحان نهایی- 1402 4دوري به طول  در این گراف بنویسید.
مرجع: امتحان نهایی- 1402 )qحاصل عبارت  را به دست آورید. ) +Ḡ deg  (g)Ḡ

مرجع: امتحان نهایی- 1405 ، مجموع درجات  باشد، تعداد یال هاي گراف مکمل  را به دست آورید. اگر در گراف  از مرتبۀ   6G840G

مرجع: امتحان نهایی- 1403

 

7d   در گراف شکل زیر همسایگی باز رأس  را بنویسید.

درجه
مرجع: امتحان نهایی- 1398 ثابت کنید تعداد رأس هاي فرد هر گراف، عددي زوج است.  8
مرجع: امتحان نهایی- 1399 جاهاي خالی را با عبارت مناسب پر کنید.  9
مرجع: امتحان نهایی- 1399 مجموع درجه هاي رأس هاي هر گراف .................. تعداد یال ها است.
مرجع: امتحان نهایی- 1399 k−در یک گراف  منتظم، ماکزیمم درجۀ رأس برابر با .................. است.

مرجع: امتحان نهایی- 1399 ثابت کنید تعداد رأس هاي فرد هر گراف، عددي زوج است.  10
مرجع: امتحان نهایی- 1401 جاهاي خالی را با عدد یا کلمۀ مناسب پر کنید.  11
مرجع: امتحان نهایی- 1401 اگر درجۀ یک رأس فرد باشد، آن را رأس  .................. می نامیم.
مرجع: امتحان نهایی- 1401 گرافی را که تمام رئوس آن تنها باشد و هیچ یالی نداشته باشد، گراف .................. می نامیم.
مرجع: امتحان نهایی- 1401 ، برابر با  .................. است. Kتعداد یال هاي گراف   4

مرجع: امتحان نهایی- 1401 Gگراف  را  .................. می نامیم، هرگاه بین هر دو رأس آن حداقل یک مسیر وجود داشته باشد.

مرجع: امتحان نهایی- 1402 جاهاي خالی را با عبارات مناسب کامل کنید.  12
مرجع: امتحان نهایی- 1402 گرافی را که بین هر دو رأس آن حداقل یک مسیر وجود داشته باشد، گرافِ .................. می گوییم.
مرجع: امتحان نهایی- 1402 تعداد رئوس فرد هر گراف، عددي .................. است.

2
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مرجع: امتحان نهایی- 1402 pمینیمم درجه در گراف کامل از مرتبۀ  برابر .................. است.

مرجع: امتحان نهایی- 1402 kگرافی را که درجۀ تمام رئوس آن با هم مساوي و برابر با عدد  باشد، گرافِ .................. می گوییم.

مرجع: امتحان نهایی- 1403

 

گراف  روبه رو را در نظر بگیرید:   13G

مرجع: امتحان نهایی- 1403 )qمقدار   را به  دست آورید. )Ḡ

مرجع: امتحان نهایی- 1403 Ḡمجموع درجات رئوس گراف  را مشخص کنید.

مرجع: امتحان نهایی- 1403 Nمجموعه  را بنویسید.  eḠ [ ]

مرجع: امتحان نهایی- 1404 درستی یا نادرستی عبارت هاي زیر را مشخص کنید.  14
مرجع: امتحان نهایی- 1404 تعداد یال هاي هر گراف، نصف مجموع درجات رأس هاي آن گراف است.
مرجع: امتحان نهایی- 1404 گراف  را در نظر بگیرید.  15

    

G

مرجع: امتحان نهایی- 1404 dمقدار  را به دست آورید.  (e)G

مرجع: امتحان نهایی- 1404 )qحاصل  را به دست آورید. )G

مرجع: امتحان نهایی- 1404 6aGدوري به طول  با شروع از رأس  در گراف  بنویسید.

مرجع: امتحان نهایی- 1404 گراف  چند رأس زوج دارد؟

انواع گراف
مرجع: امتحان نهایی- 1399 الف) گراف  منتظم از مرتبۀ  را تعریف کنید.  16

ب) آیا گراف  منتظم از مرتبۀ  وجود دارد؟ (دلیل بیاورید)
−kn

−35

مرجع: امتحان نهایی- 1399 رأسی  منتظم است.  ، گراف   17G6−3
مرجع: امتحان نهایی- 1399 Gاندازة گراف  را بیابید.

مرجع: امتحان نهایی- 1399 Gنمودار گراف  را رسم کنید.

مرجع: امتحان نهایی- 1399 منتظم وجود دارد؟ براي پاسخ خود دلیل ارائه کنید. رأسیِ  آیا گراف   187−3

3



مرجع: امتحان نهایی- 1402 به گراف  رأسی  منتظم چند یال اضافه کنیم تا تبدیل به گراف کامل شود؟ (با راه حل)  198−3
مرجع: امتحان نهایی- 1403 آیا می توان گرافی  منتظم از مرتبه  رسم کرد؟ براي پاسخ خود دلیل بیاورید.  20−39
مرجع: امتحان نهایی- 1403 جاهاي خالی را با کلمات یا عبارت مناسب تکمیل کنید.  21
مرجع: امتحان نهایی- 1403 38−گراف  منتظم،  راسی داراي .................. یال است.
مرجع: امتحان نهایی- 1404 منتظم رسم کنید که: رأسی غیرتهیِ  یک گراف   224−k

مرجع: امتحان نهایی- 1404 k بیشترین مقدار ممکن را داشته باشد.
مرجع: امتحان نهایی- 1404 k کمترین مقدار ممکن را داشته باشد.
مرجع: امتحان نهایی- 1404 منتظم از مرتبۀ  باشد، مقدار  را محاسبه نمایید. اگر  یک گراف   23G−36q( )Ḡ

مرجع: امتحان نهایی- 1403 در گراف کامل  با  یال مقدار  را محاسبه کنید.  24K  p282Δ(K  ) −p 3δ(K  ) +p p

مرجع: امتحان نهایی- 1403
25  دانش آموز  از یک کلاس را در نظر بگیرید. فرض کنید دوستی بین اعضاي این گروه یک رابطه دوطرفه است. یعنی

هر دو نفر از آنها یا هر دو با هم دوست اند یا هیچ یک با دیگري دوست نیست. اطلاعات زیر را داریم:
- شخص  با  دوست می باشد، شخص  با همه به جز  دوست می باشد.

- شخص  با  دوست می باشد، شخص  با  دوست می باشد.
الف) براي رابطۀ دوستی فوق یک گراف ترسیم کنید.

ب) رأس یا رئوس ایزوله این گراف را مشخص کنید و تعبیر آن را در این رابطه دوستی بیان کنید.
پ) رابطۀ دوستی کدام چهار نفر تشکیل یک گراف کامل را می دهد.

7a, b, c, d, e, f , g

ab, g, dbc

efdg

مرجع: امتحان نهایی- 1404

مجموع درجات گراف برابر  است. اگر  یال به یال هاي گراف  اضافه کنیم، گراف حاصل، گراف کامل می شود. مرتبۀ گراف  چقدر  26
است؟

243GG

مرجع: امتحان نهایی- 1399 گراف  به صورت مقابل را در نظر بگیرید و به سؤالات زیر پاسخ دهید.  27
الف) دوري به طول  مشخص کنید.

ب) مکمل گراف  را رسم کنید.

 

a

b

e

d

c

G

5
G

مرجع: امتحان نهایی- 1399
، درجۀ رأس  برابر با  و درجۀ رأس  در گراف  برابر با  است. مرتبۀ گراف  را مشخص کنید. در گراف   28Gv9vG12G

مرجع: امتحان نهایی- 1403 مکمل گراف  که در شکل زیر آمده است را رسم کنید.   29
 

G

مرجع: امتحان نهایی- 1403 درستی و یا نادرستی جملات زیر را مشخص کنید:  30
مرجع: امتحان نهایی- 1403 degاگر  و  یک گراف  راسی باشد، آنگاه   (v) =G 5G10deg  (v) =Ḡ 4

مسیر در گراف

 
مرجع: امتحان نهایی- 1401 ) (شکل مقابل) به سؤالات زیر پاسخ دهید. با توجه به گراف (  31G

4

مشاوره کنکور نوتروفیل



مرجع: امتحان نهایی- 1401 3acیک مسیر به طول  از   به  بنویسید.

مرجع: امتحان نهایی- 1401 4یک دور به طول  مشخص کنید.
مرجع: امتحان نهایی- 1401 aGدرجۀ رأس  را در گراف  تعیین کنید.

مرجع: امتحان نهایی- 1401 Gآیا گراف  همبند است؟ (با ذکر دلیل)

مرجع: امتحان نهایی- 1401 N را بنویسید.  [f ]G

دور در گراف

 

a b

c

de

مرجع: امتحان نهایی- 1400 گراف  به صورت مقابل را در نظر بگیرید.  32G

مرجع: امتحان نهایی- 1400 eGدرجۀ رأس  در گراف مکمل  چند است؟

مرجع: امتحان نهایی- 1400 Gتمام دورهاي موجود در گراف  را بنویسید.

مرجع: امتحان نهایی- 1400 Δ(G) را مشخص کنید.

مرجع: امتحان نهایی- 1401 به سؤالات زیر پاسخ دهید:  33
مرجع: امتحان نهایی- 1401 Cگراف  را رسم کنید.  8

مرجع: امتحان نهایی- 1401 به سؤالات زیر کوتاه پاسخ دهید.  34
مرجع: امتحان نهایی- 1401 Cگراف  را رسم کنید. سپس یک مسیر به طول  بنویسید.  75

 

مرجع: امتحان نهایی- 1401 Nدر گراف شکل زیر،  را با اعضا مشخص کنید.  (c)G

  35

5



مرجع: امتحان نهایی- 1401 G با توجه به گراف  (شکل مقابل) به سوالات زیر پاسخ دهید.

مرجع: امتحان نهایی- 1401 qمقدار  را بیابید. − Δ(G)

مرجع: امتحان نهایی- 1401 4یک دور به طول  مشخص کنید.
مرجع: امتحان نهایی- 1401 Gبا ذکر دلیل مشخص کنید گراف مکمل  چند یال دارد؟

مرجع: امتحان نهایی- 1401 گراف  را در نظر بگیرید.  36C  10

مرجع: امتحان نهایی- 1401 γ−یک  مجموعه از آن را مشخص کنید.

مرجع: امتحان نهایی- 1401 5یک مجموعه احاطه گر مینیمال  عضوي از آن را تعیین کنید.

گراف همبند و ناهمبند

f e d

c

ba

مرجع: امتحان نهایی- 1399 گراف  به صورت مقابل رسم شده است. به سؤالات زیر پاسخ دهید.  37G

مرجع: امتحان نهایی- 1399 Δ(G)δ(G) و  را مشخص کنید.

مرجع: امتحان نهایی- 1399 3سه دور به طول  بنویسید.
مرجع: امتحان نهایی- 1399 Gماکزیمم درجه در مکمل گراف  چند است؟

مرجع: امتحان نهایی- 1399 N را با اعضا بنویسید.  (e)G

مرجع: امتحان نهایی- 1399 Gآیا گراف  همبند است؟

 

مرجع: امتحان نهایی- 1400 گراف  که به صورت مقابل است را در نظر بگیرید.  38G

مرجع: امتحان نهایی- 1400 N را با اعضا مشخص کنید.  (c)G

مرجع: امتحان نهایی- 1400 Gبزرگ ترین درجه در گراف  مربوط به کدام رأس و چند است؟

مرجع: امتحان نهایی- 1400 5aدوري به طول  براي رأس  بنویسید.

مرجع: امتحان نهایی- 1400 Gآیا گراف  همبند است؟
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درس 2: مدل سازي با گراف

احاطه گري
مرجع: امتحان نهایی- 1398 در جاهاي خالی، عبارت ریاضی مناسب قرار دهید.  39
مرجع: امتحان نهایی- 1398 8یک گراف کامل  رأسی، .................. یال دارد.
مرجع: امتحان نهایی- 1398 Gpγ(G)اگر در گراف  از مرتبۀ  داشته باشیم  در این صورت،  برابر .................. است. = 1Δ(G)

مرجع: امتحان نهایی- 1401 به سؤالات زیر پاسخ داده و براي آنها دلیل ارائه کنید.  40
مرجع: امتحان نهایی- 1401 رأسی چند یال دارد؟ 11یک گراف کامل 
مرجع: امتحان نهایی- 1401 ، حداقل چند رأس براي احاطه همه رئوس لازم است؟ 8Δدر یک گراف از مرتبۀ  با  = 3
مرجع: امتحان نهایی- 1403 ، به سوالات زیر پاسخ دهید. با توجه به گراف   41

 

G

مرجع: امتحان نهایی- 1403 Dآیا مجموعه  یک مجموعۀ احاطه گر است؟ چرا؟ = {a, b,m}

مرجع: امتحان نهایی- 1403 Gعدد احاطه گري گراف  را به دست آورید. (با ذکر دلیل)

مرجع: امتحان نهایی- 1403 5یک مجموعه احاطه گر مینیمال  عضوي از آن بنویسید.
مرجع: امتحان نهایی- 1403

 

گراف روبه رو را در نظر بگیرید:   42

مرجع: امتحان نهایی- 1403 ,a,h}آیا  یک مجموعۀ احاطه گر براي این گراف می باشد؟ چرا؟ j, f}

مرجع: امتحان نهایی- 1403 ,a,m}آیا مجموعه  احاطه گر مینیمال است؟ چرا؟ i, f , d}

مرجع: امتحان نهایی- 1403 eیک مجموعه احاطه گر مینیمم شامل راس  بنویسید.

مرجع: امتحان نهایی- 1404
گراف زیر را در نظر بگیرید.  43
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مرجع: امتحان نهایی- 1404 Aبا اضافه کردن کدام رأس، به مجموعۀ  می توان آن را به یک مجموعۀ احاطه گر تبدیل کرد؟ = {a, b, i}

مرجع: امتحان نهایی- 1404 4fسه مجموعۀ احاطه گر  عضوي غیرمینیمالی که شامل رأس  باشند را بنویسید.

مرجع: امتحان نهایی- 1404 یک مجموعۀ احاطه گر مینیمم براي این گراف بنویسید.
مرجع: امتحان نهایی- 1404 عدد احاطه گري این گراف را مشخص کنید.

مرجع: امتحان نهایی- 1398 گراف  را در نظر بگیرید و به سؤالات زیر پاسخ دهید.  44C  7

مرجع: امتحان نهایی- 1398 4 یک مجموعۀ احاطه گر  عضوي بنویسید.
مرجع: امتحان نهایی- 1398 Cعدد احاطه گري  را به  دست آورید.  7

مرجع: امتحان نهایی- 1398 دو مجموعۀ احاطه گر مینیمم متمایز بنویسید.

مرجع: امتحان نهایی- 1401 به سؤالات زیر پاسخ دهید.  45
مرجع: امتحان نهایی- 1401 مجموعه احاطه گر مینیمال را تعریف کنید.

 

مرجع: امتحان نهایی- 1401 4براي گراف شکل روبه رو، یک مجموعه احاطه گر با  عضو انتخاب کنید.

(Min) مجموعه هاي احاطه گر مینیمم

مرجع: امتحان نهایی- 1403
در گراف روبه رو:  46

 
مرجع: امتحان نهایی- 1403 Aمجموعۀ احاطه گر غیرمینیمال  را به یک مجموعۀ احاطه گر مینیمال تبدیل کنید. = {b, e, g, a, f}

مرجع: امتحان نهایی- 1403 eیک مجموعه احاطه گر مینیمم که شامل رأس  باشد را بنویسید.

مرجع: امتحان نهایی- 1403 2با اضافه نمودن چه یالی عدد احاطه گري گراف  می شود؟
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مرجع: امتحان نهایی- 1403 الف) گراف  را رسم کنید.  47
ب) یک  مجموعه از آن را مشخص کنید.

P  12

−γ

مرجع: امتحان نهایی- 1405 گراف  را در نظر بگیرید.  48
 

 

الف) عدد احاطه گري گراف  را با ذکر دلیل به دست آورید.
عضوي شامل رأس  بنویسید. ب) در گراف  یک مجموعۀ احاطه گر مینیمال 

G

G

G4a

مرجع: امتحان نهایی- 1401 ابتدا گراف  را رسم کنید. سپس یک مجموعه احاطه گر مینیمم از آن را مشخص کنید.  49P  9

مرجع: امتحان نهایی- 1401

 

گراف شکل مقابل را درنظر بگیرید.  50

مرجع: امتحان نهایی- 1401 γ−یک  مجموعه مشخص کنید.

مرجع: امتحان نهایی- 1401 4یک مجموعه احاطه گر مینیمال با  عضو بنویسید.
مرجع: امتحان نهایی- 1398 الف) گراف  را رسم کنید.  51

-مجموعه از آن را مشخص کنید. ب) یک 
عضوي از آن را مشخص نمایید. ج) یک مجموعۀ احاطه گر مینیمال 

P  8

γ

4

مجموعه هاي احاطه گر مینیمال
مرجع: امتحان نهایی- 1402

 

52  گراف زیر را در نظر بگیرید. 

مرجع: امتحان نهایی- 1402 4یک مجموعه احاطه گر غیر مینیمال با  عضو بنویسید.
مرجع: امتحان نهایی- 1402 4یک مجموعه احاطه گر مینیمال با  عضو بنویسید. 
مرجع: امتحان نهایی- 1402 2با اضافه کردن چه یالی به گراف، عدد احاطه گري گراف  خواهد شد؟ 
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مرجع: امتحان نهایی- 1402

گراف زیر را در نظر بگیرید:   53
 

مرجع: امتحان نهایی- 1402 عدد احاطه گري گراف را با ذکر دلیل، به دست آورید.
مرجع: امتحان نهایی- 1402 8یک مجموعۀ احاطه گر مینیمال  عضوي بنویسید.
مرجع: امتحان نهایی- 1402 4یک مجموعۀ احاطه گر غیرمینیمال  عضوي بنویسید.

مرجع: امتحان نهایی- 1403 درستی یا نادرستی عبارات زیر را مشخص کنید.  54
مرجع: امتحان نهایی- 1403 هر مجموعه احاطه گر مینیمال، یک مجموعه احاطه گر مینیمم است.

مرجع: امتحان نهایی- 1404
با توجه به شکل زیر، به سؤال ها پاسخ دهید.  55

 
مرجع: امتحان نهایی- 1404 3یک مجموعۀ احاطه گر مینیمال  عضوي از گراف مقابل را بنویسید.
مرجع: امتحان نهایی- 1404 عدد احاطه گري گراف مقابل را با ذکر دلیل تعیین کنید.

مرجع: امتحان نهایی- 1404 گراف  را در نظر بگیرید:  56

      

G

مرجع: امتحان نهایی- 1404 Gعدد احاطه گري گراف  را به دست آورید و ادعاي خود را ثابت کنید.

مرجع: امتحان نهایی- 1404 5یک مجموعۀ احاطه گر مینیمال  عضوي بنویسید.
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مرجع: امتحان نهایی- 1398

 

a b

c

d

e

f h

g

در گراف شکل زیر، یک مجموعۀ احاطه گر غیرمینیمال انتخاب کنید؛ سپس با حذف برخی از رأس ها، آن را به یک مجموعۀ احاطه گر  57
مینیمال تبدیل کنید.

 

1

2

3

4

5

6

7

مرجع: امتحان نهایی- 1400 در گراف  که شکل آن در مقابل داده شده است:  58G

مرجع: امتحان نهایی- 1400 3یک مجموعۀ احاطه گر مینیمال با  عضو بنویسید.
مرجع: امتحان نهایی- 1400 Gعدد احاطه گري  را تعیین کنید.

 

مرجع: امتحان نهایی- 1400 در گراف شکل زیر، یک مجموعۀ احاطه گر مینیمال مشخص کنید که مینیمم نباشد.  59

 h

مرجع: امتحان نهایی- 1400 در گراف شکل زیر، یک مجموعۀ احاطه گر مینیمال مشخص کنید که مینیمم نباشد.  60

 

مرجع: امتحان نهایی- 1401 باتوجه به گراف  به سؤالات پاسخ دهید.  61(G)

مرجع: امتحان نهایی- 1401 عدد احاطه گري را براي گراف بالا مشخص کنید.
مرجع: امتحان نهایی- 1401 یک مجموعۀ احاطه گر مینیمال مشخص کنید که مینیمم نباشد.
مرجع: امتحان نهایی- 1401 درست یا نادرست بودن جملات زیر را مشخص کنید.  62
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مرجع: امتحان نهایی- 1401 هر مجموعه احاطه گر مینیمال، یک مجموعه احاطه گر مینیمم است.
مرجع: امتحان نهایی- 1401 . رأسی با ماکزیمم درجه  باشد، آنگاه  ]< GnΔاگر  یک گراف   

Δ + 1
n

] γ(G)

مرجع: امتحان نهایی- 1401 pدر گراف  عدد احاطه گري برابر با  است.  n [  

Δ + 1
n

]

مرجع: امتحان نهایی- 1401 .[3٫48] = 4
مرجع: امتحان نهایی- 1400 تفاوت بین مجموعۀ احاطه گر مینیمال و مینیمم چیست؟ توضیح دهید.  63

f

d

e

a

b

c

g

h

j

مرجع: امتحان نهایی- 1398

الف) ثابت کنید هر مجموعۀ احاطه گر دلخواه غیرمینیمال را می توان با حذف برخی از رئوسش به یک مجموعۀ احاطه گر مینیمال تبدیل کرد.  64
5ب) در گراف روبه رو یک مجموعۀ احاطه گر مینیمال  عضوي را مشخص کنید.

عدد احاطه گري
مرجع: امتحان نهایی- 1402

 

65  عدد احاطه گري را براي گراف زیر مشخص و ادعاي خود را ثابت کنید.

مرجع: امتحان نهایی- 1402 رأسی بکشید که عدد احاطه گري آن کمترین مقدار ممکن را داشته باشد. یک گراف  منتظم   66−212
مرجع: امتحان نهایی- 1402 جاهاي خالی را با عبارت مناسب پر کنید.  67
مرجع: امتحان نهایی- 1402 ، اگر  باشد، در این صورت حداقل تعداد یال ها برابر .................. است.  pγ(G)در یک گراف از مرتبه  = 1
مرجع: امتحان نهایی- 1402 الف) یک گراف  رأسی (همبند یا ناهمبند) با عدد احاطه گري  رسم کنید که یک مجموعه احاطه گر یکتا با اندازة   68

داشته باشند. 
ب)  یک گراف  رأسی (همبند یا ناهمبند) با عدد احاطه گري  رسم کنید که بیش از یک مجموعه احاطه گر با اندازة  داشته باشد. 

833

833
مرجع: امتحان نهایی- 1402

 

69  عدد احاطه گري گراف مقابل را با ارائه راه حل، تعیین کنید. 

مرجع: امتحان نهایی- 1402 γ−این گراف چند  مجموعه دارد؟ 

مرجع: امتحان نهایی- 1403 جاهاي خالی را با اعداد مناسب تکمیل کنید.  70
مرجع: امتحان نهایی- 1403 Cعدد احاطه گري گراف  برابر است با .................. .  7
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مرجع: امتحان نهایی- 1404 یک گراف همبند  رأسی با عدد احاطه گري  رسم کنید که یک مجموعۀ احاطه گر یکتا با اندازة  داشته باشد.  71722
مرجع 1: تمرین هاي کتاب- 1403 الف) یک گراف  رأسی با عدد احاطه گري  رسم کنید که یک مجموعۀ احاطه گر یکتا با اندازة  داشته باشد.  72

ب) یک گراف   رأسی با عدد احاطه گري  رسم کنید که بیش از یک مجموعۀ احاطه گر با اندازة  داشته باشد.
622

622
مرجع: امتحان نهایی- 1399 رأسی با عدد احاطه گري  رسم کنید، به طوري که: گرافی   7362
مرجع: امتحان نهایی- 1399 2مجموعۀ احاطه گر یکتا با اندازه  داشته باشد.
مرجع: امتحان نهایی- 1399 2بیش از یک مجموعۀ احاطه گر با اندازة  داشته باشد.

aمرجع: امتحان نهایی- 1399

bhg

c
j

fe

d  

عدد احاطه گري گراف زیر را مشخص و ادعاي خود را ثابت کنید.  74

aمرجع: امتحان نهایی- 1399 b

c

e f

d

h g

عدد احاطه گري گراف زیر را مشخص کنید.  75

مرجع: امتحان نهایی- 1400

 

عدد احاطه گري گراف شکل زیر را با ارائۀ راه حل، تعیین کنید.  76

مرجع: امتحان نهایی- 1400

 

عدد احاطه گري گراف شکل مقابل را با ارائۀ راه  حل تعیین کنید.  77

مرجع: امتحان نهایی- 1401

 

عدد احاطه گري گراف شکل مقابل را با ارائه راه حل، تعیین کنید.  78

13



مرجع: امتحان نهایی- 1401

 

79G  عدد احاطه گري گراف  (شکل مقابل) را با ارائه راه حل، تعیین کنید.

مرجع: امتحان نهایی- 1399 اگر  تعداد رئوس گراف و  ماکزیمم درجه گراف باشد:  80

الف) گرافی رسم کنید که براي آن عدد احاطه گر برابر  است.

ب) گرافی رسم کنید که براي آن عدد احاطه گري بزرگ تر از  باشد.

nΔ

 ⌈
Δ + 1

n
⌉

 ⌈
Δ + 1

n
⌉

14
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  1

گراف  فاقد رأسی است که با تمام رأس هاي دیگر مجاور باشد. از طرفی مجموعۀ  قادر به احاطۀ تمام رأس هاي گراف است، پس عدد احاطه گري گراف برابر  است.

تعداد یال هاي گراف همان اندازة گراف است؛ داریم:
 

 

 2

مینیمال

             
 

 3

نادرست 

نادرست 

 4

 یا 

 5

     
 

         
 

         
 

       
 

    
 

G{b, e}2

q = 6

N  [b] =G {b, a, c, d}

 

N  (d) = {b, c, e}
 G

 : N  (d) = {e, x, b}فرض سؤال  G

} ⇒ x = v

21

{f}

abdefaabcdea

4

p = 7 , q = 6

2q = 12

N  [c] =G {a, c, d, e}

acefa

q( ) +Ḡ d  (g) =Ḡ 15 + 6 = 21 15



روش اول:  6

 روش دوم:

  :مجموع درجات گراف کامل

 7

فرض کنیم  یک گراف و  مجموعۀ همۀ رئوس فرد گراف  و  مجموعۀ همۀ رئوس زوج گراف  باشد. در این صورت داریم:  8

 

 از طرفی می دانیم که مجموع درجات رئوس یک گراف  عددي زوج است، یعنی  زوج و  زوج است. بنابراین تفاضل آنها نیز زوج خواهد شد.

بنابراین  زوج و نتیجه می شود که  عددي زوج است.

  9

دوبرابر

فرض کنیم  یک گراف و  مجموعه همه رئوس فرد گراف و  مجموعه همه رئوس زوج گراف  باشد. در این صورت داریم:  10

.

از طرفی  و  زوج اند.

لذا  باید زوج باشد. می دانیم تعدادي زوج عدد فرد، حاصل زوج را تولید می کنند بنابراین تعداداعضاي  باید زوج باشد.

 11

فرد

تهی

همبند

 12

همبند

زوج

      
 

 منتظم

2q = 40 ⇒ q = 20  q(G) و+ q( ) =G  ⇒2
P (P − 1) 20 + q( ) =G 28 ⇒ q( ) =G 8

 deg  (v  )∑
 K  

P
i

 deg  (v  ) +∑
 G i  deg  (v  ) =∑

 

G i  deg  (v  ) ⇒∑
 K  

P
i 40 +  deg  (v  ) =∑

 

G i 56

⇒  deg  (v  ) =∑
 

G
i 16 ⇒ 2q( ) =G 16 ⇒ q( ) =G 8

N  (d) =G {a, c, e}

GAGBG

 deg(v)
v∈V (G)

∑ =  deg(v) +
v∈A

∑  deg(v)
v∈B

∑

G deg(v)
v∈V (G)

∑ deg(v)
v∈B

∑

 deg(v)
v∈A

∑n(A)

k

GABG

 deg(v) =
v∈V (G)

∑  deg(v) +
v∈A

∑  deg(v)
v∈B

∑

 deg(v) =
v∈V (G)

∑ 2q deg(v) =
v∈B

∑ 2k

 deg(v) =
v∈A

∑ 2q − 2kA

6

p − 1

−k

16
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  13

     14

درست
       15

 یا 

 رأس زوج دارد.

الف) گرافی از مرتبۀ  که درجۀ تمام رئوس آن باهم مساوي و برابر با عدد  باشد.  16

ب) وجود ندارد. زیرا تناقض   متناقض است.

  17

  

رسم یکی از گراف هاي زیر کافی است.

وجود ندارد. زیرا:  18

   

 19

. در این سوال  لذا  عددي فرد و  عددي زوج است. و این تناقض . به عبارتی  خیر. در یک گراف  منتظم داریم   20

است.

q(G) = 9 → q(G) + q( ) =Ḡ  →2
n(n − 1)

q( ) =Ḡ 28 − 9 = 19

 deg  (v) =
i=1
∑
8

Ḡ 2q( ) =Ḡ 2 × 19 = 38

N  e =Ḡ [ ] {e, a, b, h}

d  (e) =G 1

q( ) =G  −2
7(7 − 1) 10 = 11

a b c d e f aa f e d c b a

3

n(0 ≤ k < n), k

 degv  =
i=1
∑
5

i 2q ⇒  =
فرد 

 5 × 3  

زوج 

 2q

3 × 6 = 2q ⇒ q = 9

 deg v  =
i=1
∑
7

i 2q ⇒ 3 × 7 = 2q ⇒  21 فرد= 2q زوج 

   →
⎩
⎨

⎧q =  2
kn

q =  2
n(n − 1)

→ q =  = 122
8 × 3

→ q =  = 282
8 × 7 28 − 12 = 16

−r deg(ν  ) =
i=1
∑

p

i 2qrp = 2qp = 9, r = 3rp = 272q

17



  21

  22

 

 
روش اول:  23

 روش دوم:

منتظم است. پس:  منتظم با  رأس، گرافی  می دانیم مکمل هر گراف منتظم، خود نیز گرافی منتظم است. لذا مکمل گراف 
روش سوم:

رسم نمودار 
رسم نمودار 

 24

 25
الف)

 

، دانش آموز  در این رابطه با هیچ کس دوست نیست. ب) 
پ) 

روش اول:  26

12

2q(G) = 3p(G) ⇒ 2q(G) = 18 ⇒ q(G) = 9 ⇒ q( ) =Ḡ  −(6
2) 9 = 6

−36−22q( ) =Ḡ 2p(G) ⇒ q( ) =Ḡ  =2
2 × 6 6

G

Ḡ

 q( ) =Ḡ 6

q(K  ) =p 28 =  →2
p(p − 1)

p = 8
Δ(K  ) =p δ(K  ) =p 7 → 2Δ(K  ) −p 3δ(K  ) +p p = 2 × 7 − 3 × 7 + 8 = 1

cc

{a, b, d, g}

2q = 24 → q = 12 ⇒+3 15 =  ⇒2
n(n − 1)

n(n − 1) = 30 ⇒ n = 6

18
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روش دوم: اگر یالی به گراف اضافه گردد، مجموع درجات گراف جدید  واحد از مجموع درجات گراف قبل بیشتر است؛ بنابراین با اضافه شدن  یال جدید،  واحد به مجموع درجات
رأس هاي گراف  اضافه می شود.

الف)   27
ب) گراف  به صورت مقابل است:

a

b

e

d
c

 

 28
   

 29
 

  30

درست

 31

 

            
 

          

خیر زیرا داراي رأس ایزوله است (هیچ مسیري از  به سایر رئوس وجود ندارد.)

             
  

  32

 

تعداد دورها عبارتند از:

 برابر  است.
  33

رسم گراف 

236
G

2q(G) + 6 = 2q(K  ) =n n(n − 1) ⇒ 30 = n −2 n ⇒ n = 6

acdbea

Ḡ

deg  (v) +G deg  (v) =G p − 1 ⇒ 9 + 12 = p − 1 ⇒ p = 22

abgc

bcdgb

5

f

N  [f ] =G {f}

  

d  (e) + d  (e) = 4G G
 : d  (e) = از طرفی1 G

}  ⇒ d  (e) =G 3

bdcb, abca, abdca

Δ(G)4

C  819



 

 

 34

مسیر: 

 

 35

 یا 

 36
 

  37

a b c d e f

N  (c) =G {b, d}

7 − 4 = 3

a b c d aa d b c a

q(G) + q( ) =G  ⇒2
p(p − 1) 7 + q( ) =G 15 ⇒ q( ) =G 8

D = {1, 4, 7, 10}

D = {1, 3, 5, 7, 9}

Δ(G) = 4 , δ(G) = 0

cabc , caec , cedc

d  (f) +G d  (f) =Ḡ p − 1 ⇒ 0 + d  (f) =Ḡ 6 ⇒ d  (f) =Ḡ 5

N  (e) =G {a, c, d}

20
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خیر- چون از رأس  به سایر رئوس گراف مسیري وجود ندارد.
  38

درجۀ  در گراف  برابر صفر است، پس درجۀ  در گراف  برابر  است و بزرگ ترین درجه در گراف  است.

خیر
  39

 

شکل زیر را در نظر بگیرید:
vp

v

v

v
1

2

3

4

v
 

 رأس  ماکزیمم درجه است، بنابراین:
  40

 

 41

خیر؛ زیرا رأس  احاطه نمی شود یا 

داریم 

و از طرفی مجموعه سه عضوي  احاطه گر مینیمم می باشد؛ پس:

  
  42

خیر - زیرا رأس  توسط هیچ کدام از اعضاي این مجموعه احاطه نمی شود.

خیر - زیرا با حذف رأس  مجموعۀ باقی مانده هنوز یک مجموعۀ احاطه گر می باشد.

     43

f

N  (c) =G {a, e, d}

fGfG5G

a, b, e, c, d, a

 8 رأسی:  تعداد یال های گراف کامل  =2
8 × 7 28

γ(G) = 1

v  1Δ(G) = p − 1

 =2
p(p − 1)

 =2
11(11 − 1) 55

   = 

n

Δ + 1    = 

8
3 + 1 2

dN  [a] ∪G N  [b] ∪G N  [m] =G  V (G)

γ(G) ≥  =⌈ 6
11

⌉ 2

{a, m, d}γ(G) = 3

{f , g, h, i, j}

m

f

{e, j}

21



با اضافه کردن رأس  به مجموعه، می توان آن را تبدیل به یک مجموعۀ احاطه گر کرد.

 یا 

  44

1مجموعۀ  یک مجموعۀ احاطه گر  عضوي است.

v

v
3

v
2

v
4

v
5

v
6

v
7

. ؛ داریم:  1 مجموعه هاي  و  دو مجموعۀ احاطه گر مینیمم یا اصطلاحاً دو 

v

v
3

v
2

v
4

v
5

v
6

v
7

1مجموعه هاي  و  دو مجموعۀ احاطه گر مینیمم متمایز هستند.

v

v
3

v
2

v
4

v
5

v
6

v
7

 45

یک مجموعه احاطه گر را که با حذف هریک از رئوس آن دیگر احاطه گر نباشد را احاطه گر مینیمال می نامیم.

        
 

 46

  

  

e

{f , c, b, h} , {f , c, d, h} , {f , a, d, h}

A = {c, h, d}B = {c, h, b}

γ(G) = 3

{v  , v  , v  , v }1 3 4 54

{v  , v  , v  }1 4 7{v  , v  , v  }1 2 مجموعه اند− 5 γγ(G) = 3

{v  , v  , v  }2 4 6{v  , v  , v  }1 3 5

D = {h, b, i, a}

{b, g, a, f}

{c, e, h}

22
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الف)  47

 
ب) 

الف)  48
روش اول:

 روش دوم:
چون هیچ رأسی در گراف  وجود ندارد که تمام رئوس را احاطه کند، پس عدد احاطه گري نمی تواند یک باشد، از طرفی مجموعۀ دو عضوي  یک مجموعۀ احاطه گر است. لذا 

ب)
   یا 

 49
         

 

 50

      
 

        
 

 51
a الف) d e f g hb c

P
8

-مجموعه برابر است با:  ب) یک 
عضوي برابر است با:  ج) یک مجموعه احاطه گر مینیمال 

 52

 53

             

         (*) 

 از طرفی  یک مجموعۀ احاطه گر است بنا به رابطه (*) پس:                

      

gc  gf  eh  ecیا یا یا

{v  , v  , v  , v  }2 5 8 11

 ⇒
γ(G) ≥  ⇒ γ(G) ≥  ⇒ γ(G) ≥ 2⌈ Δ+1

p ⌉ ⌈4
8⌉

A = {b, h}
} γ(G) = 2

GA = {b, h}

γ(G) = 2

 {a, b, c, d}{a, f , c, h}

D = {2, 5, 8}

D = {h, c, e}

D = {g, c, i, e}

γ{a, d, g}

4{a, d, e, h}

{c, e, h, f}

{c, g, i, e}

fh

γ(G) ≥  ⇒[
Δ + 1

p
] γ(G) ≥ 3

A = {a, e, f}γ(G) = 3

B = {a, d, g, h, i,, j, k, l} 23



هر مجموعۀ احاطه گر هشت عضوي مینیمال دیگر نیز جواب صحیح است.

     
 

هر مجموعۀ احاطه گر چهار عضوي غیر مینیمال دیگر نیز جواب صحیح است.

 54

نادرست
  55

روش اول:

 لذا عدد احاطه گري بزرگ تر یا مساوي  است. از طرفی مجموعۀ  یک مجموعۀ احاطه گر است؛ پس: 
 روش دوم: با توجه به اینکه  یک مجموعۀ احاطه گر است و همچنین هیچ مجموعۀ احاطه گر یک عضوي وجود ندارد (گراف با یک رأس احاطه  نمی شود؛ زیرا گراف مرتبۀ 

است و هیچ رأسی از درجۀ  وجود ندارد.)؛ بنابراین عدد احاطه گري برابر  است.
  56

 روش اول:

. براي احاطه  کردن رأس هاي  حداقل به یک رأس نیاز است و هیچ رأس دیگري به تنهایی نمی تواند سایر رأس ها را احاطه کند، پس

به بیش از دو رأس براي احاطه گري نیاز است. از طرفی چون مجموعۀ  یک مجموعۀ احاطه گر است لذا  پس 
روش دوم:

. از طرفی مجموعۀ  براي احاطه  کردن رئوس  حداقل به یک رأس نیاز است. همچنین براي چهار رأس باقی مانده حداقل به دو رأس دیگر نیاز است. یعنی 
.  یک مجموعۀ احاطه گر است، پس 

، مجموعه هاي احاطه گر  یا  یا  هم قابل قبول است.) (ملاحظات: به جاي مجموعۀ 

یک مجموعۀ احاطه گر غیرمینیمال به صورت  است. اکنون با حذف رأس  از آن، یک مجموعۀ احاطه گر مینیمال به  دست می آید.  57

  58

 یا 

. . از  و  نتیجه می شود که  . از سوي دیگر  یک مجموعه احاطه گر است، لذا   بنابراین: 

رأسی با ماکزیمم درجۀ  باشد، داریم: تذکر: اگر  یک گراف 

 

 59

 60

 61

C = {a, e, f , b}

D = {e, b, h}

γ(G) ≥  ⇒⌈
Δ + 1

n
⌉ γ(G) ≥  =⌈4 + 1

9
⌉ 2

2D = {g , b}γ(G) = 2
D = {g , b}9

82

 γ(G) ≥  =⌈
Δ + 1

p
⌉  ⇒⌈4

8
⌉ γ(G) ≥ 2f , h

A = g, c, a{ }γ(G) ≥ 3γ(G) = 3

f , g, h, eγ(G) ≥ 3
A = g, c, a{ }γ(G) = 3

Ag, c, d{ }g, c, b{ }g, e, a{ }

f , h, e, d, b{ }

{a, h, f , b}a

{1, 6, 4}{1, 5, 7}

 ⌈4 + 1
7

⌉(∗)γ(G) ≥ 2{2, 5}(∗∗)γ(G) ≤ 2(∗)(∗∗)γ(G) = 2

GnΔ

 ≤⌈
Δ + 1

n
⌉ γ(G)

D = {a, c, i, d}

D = {a, e, c, h}

{g, c} ⇒ γ(G) = 2 24
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 62

نادرست

نادرست

درست

درست
مجموعۀ احاطه گر مینیمم، مجموعۀ احاطه گري است که کمترین تعداد عضو را دارد ولی مجموعۀ احاطه گر مینیمال، مجموعۀ احاطه گري است که با حذف هریک از رئوس آن دیگر  63

احاطه گر نیست و می تواند از مجموعۀ احاطه گر مینیمم بیشتر عضو داشته باشد.

الف) اگر  یک مجموعۀ احاطه گر غیرمینیمال باشد در این صورت، یک یا چند عضو وجود دارند که با حذف آنها مجموعۀ احاطه گر مینیمال باقی می ماند.  64
بنابراین عضوي مانند  را در نظر می گیریم، اگر با حذف آن هنوز مجموعۀ احاطه گر باقی بماند آن را حذف می کنیم، در غیر این صورت آن را نگه داشته و همین کار را براي سایر رئوس

انجام می دهیم.
ب) مجموعۀ  یک مجموعۀ احاطه گر مینیمال با  عضو است.

و با توجه به  داریم  و لذا  65  روش اول می دانیم   پس داریم   ؛ بنابراین 

. اما اگر  یعنی گراف یک رأس روش دیگر: این گراف با مجموعه دوعضوي  احاطه می شود. پس عدد احاطه گري این گراف کوچک تر یا مساوي  است؛ یعنی 
. دارد که تمام رئوس را احاطه می کند یعنی رأس از درجه  باید در گراف وجود داشته باشد که چنین رأسی وجود ندارد، لذا  بنابراین  ؛ در نتیجه 

رسم شکل با مشخص کردن نقاط احاطه گري آن   66

یا:

 

 67

الف)               ب)   68

) می باشد؛ پس ؛ در نتیجه  از طرفی مجموعه اي مانند   یک مجموعه  احاطه گر براي گراف ( می دانیم  پس داریم   69

.  بنابراین 

 

 70

 یا 

 71
 

{h, d, b}

{a  , a  , ⋯⋯ , a  }1 2 n

a  1

A = {h, g, f , i, j}5

∣  ∣ ≤
Δ + 1

n
γ(G)[  ] ≤5

6
γ(G)2 ≤ γ(G){a , d}γ(G) ≤ 2γ(G) = 2

{a d}2γ(G) ≤ 2γ(G) = 1
5γ(G) > 11 < γ(G) ≤ 2γ(G) = 2

p − 1

 ≤[  

Δ + 1
n

] γ (G) ≤[  5 + 1
8 ] γ (G)2 ≤ γ (G){e, c}G

γ(G) ≤ 2γ(G) = 2

3

3 ⌈3
7

⌉
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الف) مجموعۀ  یک مجموعۀ احاطه گر یکتا با اندازة  است.  72

ب) مجموعه هاي  و  دو مجموعۀ احاطه گر با اندازة  هستند.

  
  73

گراف شَکل زیر از مرتبۀ  و داراي تنها یک مجموعۀ احاطه گر یکتا  است.
c a b d

f e  

گراف مقابل، داراي سه مجموعۀ احاطه گر با اندازة  است که عبارتند از: 
a b

c

de

f

 

. . از طرفی مجموعۀ  یک مجموعۀ احاطه گر براي گراف است. لذا  براي گراف مورد سؤال داریم:   74

. بنابراین 

با توجه به رابطه   داریم  . لذا حداقل عدد احاطه گري  است. از طرفی  یک مجموعۀ احاطه گر است. پس  در نتیجه   75
(عدد احاطه گري).

. . بنابراین:  . از طرفی مجموعۀ  یک مجموعۀ احاطه گر است. لذا  طبق قضیه داریم    76

. ، بنابراین  ، از طرفی مجموعۀ  یک مجموعۀ احاطه گر است. لذا  طبق قضیه داریم:   77

. ،  حداقل دو تا از آنها باید در مجموعه احاطه گر باشند، زیرا   ،  ،  ، براي احاطه کردن رئوس   78

. از . بنابراین حداقل سه رأس باید در هر مجموعه احاطه گري از گراف باشد، یعنی  ،  حداقل یکی از آنها باید انتخاب شوند، زیرا،   ، براي احاطه کردن رئوس 

. . بنابراین  طرفی مجموعۀ  یک مجموعه احاطه گر است. لذا 

. . بنابراین  طبق قضیه داریم  از طرفی مجموعه  یک مجموعه احاطه گر است. لذا   79

. . در این گراف ها:  ، رسم  یا  الف) براي مثال، اگر   80

{v , v  }2 32

{v  , v  }3 6{v  , v  }2 52

6{a, b}

2{a, d}, {f , c}, {e, b}

 ≤⌈
Δ + 1

n
⌉ γ(G) ⇒  =⌈3 + 1

10
⌉ 3 ≤ γ(G){g, h, d}γ(G) ≤ 3

γ(G) = 3

⌈  ⌉ =3 + 1
8 2γ(G) ≥ 22{e, c}γ(G) ≤ 2γ(G) = 2

⌈  ⌉ =4 + 1
10 2 ≤ γ(G)D = {e, j}γ(G) ≤ 2γ(G) = 2

 =[  4 + 1
7 ] 2 ≤ γ(G)D = {b, e}γ(G) ≤ 2γ(G) = 2

abcdg =[  3 + 1
5 ] 2

efh =[  3 + 1
3 ] 1γ(G) ≥ 3

D = {a, c, e}γ(G) ≤ 3γ(G) = 3

 =[  3 + 1
10

] 3 ≤ γ(G)D = {b, e, g}γ(G) ≤ 3γ(G) = 3

n = 10C  10P  10γ(G) =  =⌈
Δ + 1

n
⌉ 4

26

مشاوره کنکور نوتروفیل



. ⌉= ب) در گرافی مشابه  ،  ولی  
Δ + 1

n
⌉ 2γ(G) = 3
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درس 1: مباحثی در ترکیبیات

جایگشت

مرجع: امتحان نهایی- 1398
145  کتاب فیزیک متفاوت و  کتاب ریاضی متفاوت را می توانیم به چند طریق در قفسه اي و در یک ردیف بچینیم به طوري که:

مرجع: امتحان نهایی- 1398 همواره کتاب هاي فیزیک کنار هم باشند.
مرجع: امتحان نهایی- 1398 هیچ یک از دو کتاب ریاضی کنارهم نباشند.
مرجع: امتحان نهایی- 1398 یک کتاب ریاضی خاص و دو کتاب فیزیک خاص، همواره کنار هم باشند.
مرجع: امتحان نهایی- 1399 243  دانش آموز پایۀ دهم و  دانش آموز پایۀ یازدهم، به چند طریق می توانند در یک ردیف قرار گیرند، به طوري که:
مرجع: امتحان نهایی- 1399 هیچ  کدام از دو دانش آموز هم پایه کنار هم نباشند.
مرجع: امتحان نهایی- 1399 همواره دانش آموزان پایۀ دهم کنار هم باشند.

مرجع: امتحان نهایی- 1400

کوتاه پاسخ دهید.  3
،  کاراکتر تشکیل دهیم. مطلوب است:  ،  ،  ،  ، می خواهیم با حروف «ب» و «ج» و ارقام 

الف) تعداد رمزهایی که هریک از آنها با یک حرف آغاز و یا حرف دیگر خاتمه یابد.
ب) تعداد رمزهایی که در آنها، حروف کنار هم باشند.

865421

مرجع: امتحان نهایی- 1401
براي کنار هم قرار گرفتن  دانش آموز پایۀ دوازدهم و  دانش آموز پایۀ یازدهم مسئله اي طرح کنید که پاسخ آن  باشد.  4467! × 4!

مرجع: امتحان نهایی- 1401 565  کتاب متفاوت تاریخ و  کتاب متفاوت ادبیات را به چند طریق می توان در یک ردیف کنار هم چید به طوري که:
مرجع: امتحان نهایی- 1401 کتاب هاي تاریخ همواره کنار هم باشند.
مرجع: امتحان نهایی- 1401 به صورت یک درمیان قرار بگیرند.

مرجع: امتحان نهایی- 1401
می خواهیم با حروف «ش»، «الف» و «ث» و  عدد  یک رمز شامل  کاراکتر تشکیل دهیم، مطلوب است، تعداد کل رمزهایی که  6

در هر یک از آنها حروف کنار هم باشند.
59, 7, 5, 3, 18

مرجع: امتحان نهایی- 1402
می خواهیم  نفر را که دوبه دو برادر یکدیگرند در دو طرف طول یک میز مستطیل شکل بنشانیم. اگر بخواهیم هر نفر روبه روي برادرش  7

بنشیند، این کار را به چند روش می توان انجام داد؟ 
8

مرجع: امتحان نهایی- 1402

چهار برادر و سه خواهر می خواهند در یک ردیف کنار هم بایستند و عکس یادگاري بگیرند. اگر همواره خواهرها کنار هم و برادرها کنار  8
هم قرار بگیرند، آنگاه این عمل به چند طریق امکان پذیر است؟

مرجع: امتحان نهایی- 1398 ،  چند عدد  رقمی می توان نوشت؟  ،  ،  ،  ،  ،  ،  ، با ارقام   95442322119

مرجع: امتحان نهایی- 1401

به چند طریق می توان  دانش آموز را در چهار کلاس  نفره،  نفره،  نفره و  نفره در یک مدرسه قرار داد؟  10458101215

مرجع: امتحان نهایی- 1401 رقمی می توان نوشت؟ ،  چند عدد   ،  ،  ،  ،  ،  ،  ، با ارقام   119765331119
مرجع: امتحان نهایی- 1401 حرفی می توان نوشت؟ با حروف کلمه جیرجیرك چند کلمه   127
مرجع: امتحان نهایی- 1402 ،  و  چند کد  رقمی می توان نوشت؟  ،  ،  ،  ،  ، با ارقام   13231221118
مرجع: امتحان نهایی- 1403 ،  چند عدد  رقمی می توان نوشت؟   ،  ،  ،  ،  ، با ارقام   1466514447

1



مرجع: امتحان نهایی- 1403 با حروف کلمه «بادبادك باز» چند کلمۀ  حرفی می توان نوشت؟  1510
مرجع: امتحان نهایی- 1405 محاسبه کنید  نفر به چند طریق می توانند در یک اتاق  نفره و دو اتاق  نفره در یک هتل اسکان یابند؟  16842

ترکیب

مرجع: امتحان نهایی- 1402
اگر داشته باشیم  و  در این صورت چند کد با شش کاراکتر متمایز می توان نوشت که هر یک  17

شامل دو رقم از  و چهار حرف از  باشد؟ 
A = {7, 8, 9}B = {a, b, c, d, e, f}

AB

مرجع: امتحان نهایی- 1403

می خواهیم  نفر را که دوبه دو برادر یکدیگرند در دو طرف طول یک میز مستطیل شکل بنشانیم. اگر بخواهیم هر نفر روبه روي برادرش  18
بنشیند، به چند طریق می توان این کار را انجام داد؟

10

معادلۀ سیاله با ضرایب واحد

مرجع: امتحان نهایی- 1399
معادلۀ  چند جواب صحیح و نامنفی دارد، به شرط آنکه  باشند.  19x  +1 x  +2 x  +3 x  +4 x =5 14x  >3 3 , x  >1 2

مرجع: امتحان نهایی- 1399

به چند طریق می توان از بین  نوع گل،  شاخه گل انتخاب کرد، اگر بخواهیم، از گل نوع دوم حداقل  شاخه و از گل نوع پنجم بیش از  20
 شاخه انتخاب کنیم؟

5112
3

مرجع: امتحان نهایی- 1400
معادله  چند جواب صحیح نامنفی دارد، به شرط آنکه  و  باشد؟  21x  +1 x  +2 x  +3 x  +4 x  =5 15x  >1 2x  ≥4 4

مرجع: امتحان نهایی- 1403
نشان دهید تعداد جواب هاي صحیح و مثبت معادله  برابر با  است.  22x  +1 x  +2 ⋯ + x  =k n (

k − 1
n − 1

)

مرجع: امتحان نهایی- 1403
تعداد جواب هاي صحیح و نامنفی معادلۀ  را با شرط هاي  ،  ،  به دست آورید.  23x  +1 2x  +2 x  +3 x  =4 20x  ≥3 4x  =2 3x  >1 2

مرجع: امتحان نهایی- 1404 معادلۀ  چند جواب صحیح نامنفی دارد؟  24x  +1 2  +x  2 x  +3 x  =4 5
مرجع: امتحان نهایی- 1404 تعداد جواب هاي صحیح و نامنفی معادلۀ  را به دست آورید.  25x  +1 x  +2 4x  +3 x  =4 7

مرجع: امتحان نهایی- 1405

از بین  نوع گل مختلف به چند طریق می توان یک دسته گل شامل  شاخه گل انتخاب کرد به طوري  که از گل نوع اول حداقل  شاخه گل  26
و از گل نوع پنجم فقط یک شاخه گل انتخاب شود؟

582

مرجع: امتحان نهایی- 1402 معادلۀ  چند جواب صحیح و نامنفی دارد؟   27x  +1 x  +2 x  +3 2x  =4
3 10

مرجع: امتحان نهایی- 1402 معادله  چند جواب صحیح و نامنفی دارد به شرط آنکه  و  باشد؟  28x  +1 x  +2 x  +3 x  =4 12x  =2 4x  ≥4 3

مربع لاتین
مرجع: امتحان نهایی- 1398 در جاهاي خالی، عبارت ریاضی مناسب قرار دهید.  29
مرجع: امتحان نهایی- 1398 55مجموع درایه هاي سطر اول یک مربع لاتین  در  برابر با .................. است.
مرجع: امتحان نهایی- 1399 یک مربع لاتین چرخشی  بنویسید.  304 × 4
مرجع: امتحان نهایی- 1400 مربع لاتین  را در نظر بگیرید.  31

 

A

  A =    

2
3
1

1
2
3

3
1
2

مرجع: امتحان نهایی- 1400 ، مربع لاتین  را تولید کنید. ABبا اعِمال یک جایگشت روي درایه هاي مربع لاتین 

مرجع: امتحان نهایی- 1400 ABمتعامد بودن دو مربع لاتین  و  را بررسی کنید.

مرجع: امتحان نهایی- 1401 مربع لاتین  را درنظر بگیرید.  32A
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A =     

3
2
1
4

4
1
2
3

1
4
3
2

2
3
4
1

مرجع: امتحان نهایی- 1401

 با اعِمال جایگشت  مربع لاتین  را به دست آورید.

1 → 3
2 → 2
3 → 4
4 → 1

B

مرجع: امتحان نهایی- 1401 ABآیا دو مربع لاتین  و  متعامدند؟ دلیل بیاورید.

مرجع: امتحان نهایی- 1402 جاهاي خالی را با عبارت مناسب پر کنید.  33
مرجع: امتحان نهایی- 1402 4در یک مربع لاتین چرخشی  مجموع درایه  هاي روي قطر اصلی برابر .................. است.  × 4
مرجع: امتحان نهایی- 1402 35تعداد توابع یک به یک از یک مجموعه  عضوي به یک مجموعۀ  عضوي برابر .................. است. 
مرجع: امتحان نهایی- 1403 جاهاي خالی را با عبارات مناسب پر کنید.  34
مرجع: امتحان نهایی- 1403 2دو مربع لاتین  وجود  .................. و .................. مربع لاتین  وجود دارد. × 21 × 1
مرجع: امتحان نهایی- 1403 4تعداد توابع یک به یک از مجموعۀ دوعضوي به مجموعۀ  عضوي برابر .................. می باشد.
مرجع: امتحان نهایی- 1404 جملات زیر را با نوشتن عدد مناسب در جاي خالی تکمیل کنید.  35
مرجع: امتحان نهایی- 1404 4مجموع درایه هاي ستون دوم یک مربع لاتین مرتبۀ  برابر با  .................. است.

مرجع: امتحان نهایی- 1399

متعامد بودن دو مربع لاتین زیر را بررسی کنید.    36

 

1 2 3
3 1 2
2 3 1

1 2 3
2 3 1
3 1 2

مرجع: امتحان نهایی- 1402 ابتدا شرط متعامد بودن دو مربع لاتین را نوشته و سپس دو مربع لاتین متعامد از مرتبه  بنویسید.  373

مرجع: امتحان نهایی- 1403 درستی و یا نادرستی جملات زیر را مشخص کنید:  38
مرجع: امتحان نهایی- 1403 nبراي  دو مربع لاتین متعامد از مرتبۀ  وجود ندارد. = 1, 2, 6n

مرجع: امتحان نهایی- 1404 الف) یک مربع لاتین چرخشی مرتبۀ  بنویسید و آن را  بنامید.  39

ب) مربع لاتین حاصل از جایگشت  را روي مربع لاتین  بسازید و آن را  بنامید.

ج) آیا  متعامدند؟ چرا؟

4A

   

1 → 4
2 → 3
3 → 2
4 → 1

AB

B , A

مرجع: امتحان نهایی- 1404 درستی یا نادرستی عبارت هاي زیر را مشخص کنید.  40
مرجع: امتحان نهایی- 1404 3دو مربع لاتین متعامد از مرتبه  وجود ندارد.
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مرجع: امتحان نهایی- 1404 مربع لاتین  را در نظر بگیرید:  41
الف) با تعویض جاي سطر اول و سطر سوم یک مربع لاتین دیگر به دست آورید و آن را  بنامید.

 ب) آیا دو مربع لاتین  و  متعامد هستند؟ چرا؟

      

A

B

AB

مرجع: امتحان نهایی- 1402 درستی یا نادرستی گزاره هاي زیر را مشخص کنید:   42
مرجع: امتحان نهایی- 1402 6دو مربع لاتین متعامد از مرتبه  وجود ندارد. 

مرجع: امتحان نهایی- 1398

اگر سه دوست هم سایز، سه کت و سه پیراهن داشته باشند و بخواهند در سه روز اول هفته از این لباس ها به گونه اي استفاده کنند که هر  43
فرد، هریک از کت ها و هریک از پیراهن ها را دقیقاً یک بار استفاده کرده باشد و هر کت با هر پیراهن نیز دقیقاً یک بار مورد استفاده قرار بگیرد،

چگونه می توانند این کار را انجام دهند؟

مرجع: امتحان نهایی- 1398
قرار است، چهار مدرس  در چهار جلسۀ متوالی در چهار کلاس   به گونه اي تدریس کنند که هر مدرس  44

در هر کلاس دقیقا یک جلسه تدریس کند، براي این منظور برنامه ریزي نمایید.
T  , T , T  , T  1 2 3 4C  , C  , C  , C  1 2 3 4

مرجع: امتحان نهایی- 1399

،  و  در سه روز متوالی با سه ماشین نخ ریسی و با  نوع الیاف کار کنند. به گونه اي که هر کارگر با هر نوع قرار است سه کارگر   45
ماشین و هر نوع ماشین و هر نوع الیاف دقیقاً یک بار کار کرده باشد و نیز هر الیاف در هر ماشین دقیقاً یک بار به  کار رفته باشد. براي این منظور

برنامه ریزي کنید.

W  1W  2W  33

مرجع: امتحان نهایی- 1402
قرار است سه مدرس  در سه جلسه متوالی در سه کلاس  به گونه اي تدریس کنند که  هر مدرس در هر  46

کلاس دقیقاً یک جلسه تدریس کند. براي این منظور، با استفاده از مربع لاتین، برنامه ریزي کنید.
T  , T  , T  3 2 1C  , C  , C  3 2 1

مرجع: امتحان نهایی- 1402

قرار است  راننده با  نوع ماشین در  مسیر متفاوت در  روز اول هفته رانندگی کنند. به گونه اي که هر راننده با هر نوع ماشین، هر  47
مسیري را دقیقاً یک بار طی کرده باشد و نیز هر ماشین، هر یک از مسیرها را دقیقاً یک بار طی کند. براي این مسئله برنامه ریزي کنید. 

3333

مرجع: امتحان نهایی- 1403

قرار است سه کارگر با سه نوع ماشین نخ ریسی و سه نوع الیاف در سه روز اول هفته کار کنند. به گونه اي که هر کارگر با هر نوع ماشین و  48
هر نوع الیاف دقیقاً یک بار کار کرده باشد و نیز هر الیاف در هر ماشین دقیقاً یک بار به کار گرفته شود. براي این مسئله برنامه ریزي کنید.

مرجع: امتحان نهایی- 1403

الف) سه مدرس  قصد دارند در یک روز در سه جلسه  در سه کلاس (الف) و (ب) و (ج) تدریس  49
کنند. هر کلاس سه جلسه درسی خواهد داشت و هر مدرس در هر یک از کلاس ها دقیقا یک بار باید تدریس کند. به کمک مربع لاتین چرخشی براي

آنها یک برنامه ریزي انجام دهید.
ب) در برنامه قبلی، مدرس  تصمیم دارد با مدرس  برنامه خود را جابجا کند، مربع لاتین جدید را تشکیل دهید و متعامد بودن این دو مربع لاتین

را بررسی کنید:

C, B, A12 − 14, 10 − 12, 8 − 10

AB

مرجع: امتحان نهایی- 1405 در مربع لاتینِ مقابل، مقادیر  و  را به دست آورید.  50z،y،xt

yx3
z2t

t32
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درس 2: روش هایی براي شمارش

اصل شمول و عدم شمول
مرجع: امتحان نهایی- 1399 ، چند عدد وجود دارد که بر  یا  بخش پذیر است؟ در بین اعداد طبیعی مانند  به طوري  که   51n1 ≤ n ≤ 100610

مرجع: امتحان نهایی- 1400

مجموعۀ  را در نظر بگیرید. چند عدد در  وجود دارند، به طوري که نه بر  و نه بر  بخش پذیر باشند؟  52S = {1, 2,⋯ , 400}S57

مرجع 1: تمرین هاي کتاب- 1403

) چند عدد وجود دارد که بر  بخش پذیر باشند ولی بر  بخش پذیر نباشند؟ در بین اعداد طبیعی  تا  (  5312001 ≤ n ≤ 20047

مرجع: امتحان نهایی- 1401
از بین اعداد طبیعی  تا  و  چند عدد وجود دارد که بر  بخش پذیر است ولی بر  بخش پذیر نیست؟  541300(1 ≤ n ≤ 300)45

مرجع: امتحان نهایی- 1402 چند عضو از مجموعه  نه بر  و نه بر  بخشپذیرند؟  55S = {n ∈ N ∣1 ≤ n ≤ 630}35
مرجع: امتحان نهایی- 1402 چند رمز  رقمی با ارقام  تا  می توان نوشت به طوري که هر رمز، حداقل یک رقم  و یک رقم  را شامل باشد؟   5641532
مرجع: امتحان نهایی- 1402 در بین اعداد طبیعی  تا  چند عدد وجود دارد که بر هیچ یک از اعداد  و  بخش پذیر  57

نباشند؟
1(1 ≤ n ≤ 500) 50045

مرجع: امتحان نهایی- 1404 در بین اعداد مجموعۀ  چند عدد وجود دارد که بر هیچ یک از اعداد  و  بخش پذیر  58
نباشند؟

{n ∈ N∣1 ≤ n ≤ 400}64

مرجع: امتحان نهایی- 1405
، به طوري  که  وجود دارد که بر هیچ یک از اعداد  و  به کمک اصل شمول و عدم شمول تعیین کنید چند عدد طبیعی مانند   59

بخش پذیر نباشند؟
nn ≤ 60037

مرجع: امتحان نهایی- 1400

در یک کلاس  نفري،  نفر فوتبال،  نفر والیبال و  نفر بسکتبال بازي می کنند. اگر بدانیم  نفر هم فوتبال، هم والیبال و هم  60
بسکتبال بازي می کنند و  نفر فوتبال و والیبال،  نفر والیبال و بسکتبال و  نفر فوتبال و بسکتبال بازي می کنند. مشخص کنید چند نفر فقط در یک

رشته بازي می کنند؟

34151193
563

مرجع: امتحان نهایی- 1404 ، وجود دارد که بر هیچ یک از اعداد  و  بخش پذیر نباشند؟ ، به طوري  که  چند عدد طبیعی مانند   61
(بر  بخش پذیر نباشند و بر  نیز بخش پذیر نباشند).

n1 ≤ n ≤ 20068
68

مرجع: امتحان نهایی- 1403 به چند طریق می توان با استفاده از اصل شمول و عدم شمول،  خودکار متفاوت را بین  نفر توزیع کرد به شرط  62
آن که به هر نفر حداقل یک خودکار داده باشیم.

43

مرجع: امتحان نهایی- 1400

الف) به چند طریق می توان  کلاه متفاوت را بین  نفر توزیع کرد به شرط آنکه به هر نفر حداقل یک کلاه داده شود؟  63
ب) به چند طریق می توان  کلاه متفاوت را بین  نفر توزیع کرد به شرط آنکه به هر نفر حداکثر یک کلاه داده شود؟

43
48

مرجع: امتحان نهایی- 1401 به چند طریق می توان  سیب را بین  نفر توزیع کرد، به طوري که هر نفر حداقل یک سیب داشته باشد؟  6453
مرجع: امتحان نهایی- 1404 درستی یا نادرستی گزاره هاي زیر را تعیین کنید:  65
مرجع: امتحان نهایی- 1404 A2fاگر  یک مجموعۀ  عضوي باشد، آنگاه فقط دو تابع پوشا مانند  وجود دارد. : A → A

مرجع: امتحان نهایی- 1404
به چند طریق می توان  مهره به رنگ هاي سبز، قرمز، آبی و سفید را در  ظرف قرار دهیم، به شرطی که هیچ ظرفی خالی نماند؟ (ذکر  66

راه حل الزامی است.)
43

مرجع: امتحان نهایی- 1405 عضوي را محاسبه کنید. عضوي به یک مجموعۀ  تعداد توابع پوشا از یک مجموعۀ   6753

5



مرجع: امتحان نهایی- 1399 تعداد تابع هاي یک به یک از یک مجموعۀ  عضوي به یک مجموعۀ  عضوي چند تا است؟ (با ذکر دلیل)  6836
مرجع: امتحان نهایی- 1403 جاهاي خالی را با اعداد مناسب تکمیل کنید.  69

مرجع: امتحان نهایی- 1403
35تعداد راه هاي توزیع  خودکار متفاوت بین  نفر به طوري که به هر نفر حداکثر یک خودکار برسد، برابر .................. است.

مرجع: امتحان نهایی- 1404 جاهاي خالی را با عدد یا عبارت مناسب کامل کنید:  70
مرجع: امتحان نهایی- 1404 ،  .................. و .................. وجود ندارد. 1دو مربع لاتین متعامد از مرتبه هاي 
مرجع: امتحان نهایی- 1404 24تعداد توابع یک به یک ازمجموعه اي  عضوي به مجموعه اي  عضوي برابر با  .................. است.

اصل لانه کبوتري
مرجع: امتحان نهایی- 1401 ثابت کنید در بین هر سه عدد طبیعی، حداقل دو عدد طبیعی وجود دارد که مجموعشان عددي زوج است؟   71

مرجع: امتحان نهایی- 1402

هفت نقطه درون مستطیلی به ابعاد  و  انتخاب می کنیم، ثابت کنید حداقل دو نقطه وجود دارد که فاصله آنها کمتر از  است.  7246 8

مرجع: امتحان نهایی- 1403 یک مثلث متساوي الاضلاع را به طول ضلع  واحد تقسیم بندي کرده ایم.  73
نشان دهید اگر  نقطه دلخواه از داخل این مثلث اختیار کنیم حداقل دو نقطه بین این نقاط وجود خواهد داشت به

قسمی که فاصلۀ آنها از یکدیگر کمتر از یک باشد.

3
10

مرجع: امتحان نهایی- 1403 ثابت کنید در بین هر سه عدد طبیعی حداقل دو عدد طبیعی وجود دارد که مجموعشان عددي زوج است.  74

مرجع: امتحان نهایی- 1398
حداقل چند نفر در یک سالن ورزشی مشغول تماشاي مسابقۀ کشتی باشند تا مطمئن باشیم لااقل style=""> نفر از آنها، روز تولدشان  75

یکسان است؟ (سال را غیرکبیسه در نظر بگیرید.)
20

مرجع: امتحان نهایی- 1399
در یک اردوي دانش آموزي حداقل چند دانش آموز حضور داشته باشند، تا اطمینان داشته باشیم که لااقل  نفر از آنها ماه تولد یکسانی  76

دارند؟
7

مرجع: امتحان نهایی- 1400

حداقل چند نفر در یک سالن همایش حضور داشته باشند تا مطمئن باشیم، دست کم  نفر وجود دارند که دو حرف اول و دوم نام خانوادگی  77
آنها مانند هم و غیرتکراري است؟

3

مرجع 1: تمرین هاي کتاب- 1403

ثابت کنید اگر در یک دبیرستان حداقل  دانش آموز مشغول تحصیل باشند، لااقل  نفر از آنها روزِ هفته و ماه تولدشان یکسان است.  785057

مرجع: امتحان نهایی- 1402

یک نجار در هفته  مدل مختلف صندلی در  رنگ متفاوت می سازد. او در یک هفته حداقل چند صندلی بسازد تا مطمئن باشیم، لااقل   79
صندلی هم رنگ و هم مدل ساخته است؟ 

433

مرجع: امتحان نهایی- 1403

حداقل چند دانش آموز در حیاط یک دبیرستان حضور داشته باشند تا مطمئن باشیم لااقل  نفر از آنها متعلق به یک پایه تحصیلی (دهم ،  80
یازدهم ، دوازدهم) و یک رشته تحصیلی (ریاضی ، تجربی ، انسانی) هستند؟

21

مرجع: امتحان نهایی- 1403 جاهاي خالی را با کلمات یا عبارت مناسب تکمیل کنید.  81
مرجع: امتحان نهایی- 1403 390در بین  دانش آموز، حداقل .................. نفر روز تولد یکسانی دارند.
مرجع: امتحان نهایی- 1403 fتعداد توابع یک به یک مانند  اگر بدانیم  و  برابر .................. است. : A → B∣B∣ = 4∣A∣ = 5

مرجع: امتحان نهایی- 1404
با استفاده از اصل لانه کبوتري، تعیین کنید که در یک دبیرستان حداقل چند دانش آموز مشغول تحصیل باشند تا مطمئن باشیم لااقل  نفر  82

از آنها، روزِ هفته و فصلِ تولدشان، یکسان است؟
21
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مرجع: امتحان نهایی- 1405

در یک دبیرستان، حداقل چند دانش آموز وجود داشته باشند تا مطمئن باشیم حداقل  دانش آموز ماهِ تولدشان یکسان است؟  8321

مرجع: امتحان نهایی- 1401
، انتخاب کنیم تا مطمئن باشیم حداقل دو نقطه از آنها فاصله شان کمتر از  حداقل چند نقطه از داخل مثلثی متساوي الاضلاع به طول ضلع   84

است؟
21

مرجع: امتحان نهایی- 1404

85  نقطه درون یک مستطیل  قرار دارند. نشان دهید، حداقل  نقطه از این  نقطه وجود دارد که فاصلۀ آنها از هم، کمتر از 
است.

133 × 4213 2

7



  1

 کتاب فیزیک را یک شیء در نظر می گیریم که با  کتاب مفروض ریاضی روي هم  شیء بوده و  جایگشت داشته و در هر یک از حالت ها  کتاب فیزیک هم  جایگشت
دارند، لذا طبق اصل ضرب داریم: 

کتاب ریاضی: 
کتاب فیزیک:  

 

کتاب ریاضی را با  و کتاب فیزیک را با  نشان می دهیم؛ مطابق شکل زیر براي اینکه هیچ دو کتاب ریاضی کنار هم نباشند، باید کتاب هاي ریاضی و فیزیک را یک درمیان قرار
دهیم:

 

 

یک کتاب ریاضی خاص و دو کتاب فیزیک خاص را یک شیء در نظر می گیریم که با  کتاب مفروض باقی مانده روي هم،  شیء بوده و  جایگشت داشته و در هریک از
حالت ها، یک کتاب ریاضی خاص و دو کتاب فیزیک هم  جایگشت دارند؛ لذا طبق اصل ضرب داریم:

 
  2

 دانش آموز دهم و  دانش آموز یازدهم
مطابق شکل کافی است دانش آموزان دهم و یازدهم، یک درمیان قرار بگیرند.

 
 حالات مطلوب برابر است با:

 

 دانش آموز پایۀ دهم را یک بسته در نظر می گیریم که با  دانش آموز یازدهم داراي  جایگشت هستند. با توجه به جابه جایی  دانش آموز پایۀ دهم درون بسته، تعداد
حالت ها برابر است با:

: ارقام) : حروف و  الف) شکل زیر را در نظر بگیرید (  3
 

  :جایگشت مطلوب
ب) شکل زیر را در نظر بگیرید، همۀ حروف را در یک بسته قرار می دهیم؛ داریم:

 
  :جایگشت مطلوب

4  دانش آموز پایه دوازدهم و  دانش آموز پایه یازدهم را به چند طریق می توان در یک ردیف (کنار هم) قرار داد، به طوري که همواره دانش آموزان پایه دوازدهم در کنار هم
باشند.

 5

       
 

        
 

 6

4566!44!

6! × 4!

□

△

△ △ △ △ △
کتاب فیزیک!4=4 

 □ □ □ □ → حالات مطلوب:  6! × 4!

□△

□ △ □ △ □ △ □ △ □

 

 : جایگشت کتاب های ریاضی!5
 : جایگشت کتاب های فیزیک!4 }  

طبق اصل ضرب 5! × 4!

677!

3!

7! × 3!

□△

□ △ □ △ □ △ □

4! × 3!

434!4

4! × 4!

△◯

△ ◯ ◯ ◯ ◯ ◯ ◯△

6! × 2!

 ◯△△ ◯ ◯ ◯ ◯ ◯

2! × 7!

46

6! × 6!

6! × 5!
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                7
 

         8
 

طبق قضیۀ جایگشت با تکرار داریم:  9

10  در صورتی که جواب را به فرم  هم نوشتند، نمره داده شود.

        11

 
 12

                 13

 
 14

 15

روش اول:  16

 روش دوم:

   یا  یا 

 17

روش اول:  18
 

 روش دوم:
 

 19

  

 20
فرض کنید تعداد شاخه  گل هاي انتخاب شده از  نوع گل را با متغیرهاي  تا  نمایش دهیم. در این صورت داریم:

  

       تعداد جواب ها   

6! × 3!

4! × 2 =4 384

3! × 4! × 2! = 288

تعداد حالات مطلوب=   3! × 2! × 2!
9!

   ×⎩
⎧ 45

8 ⎭
⎫

   ×⎩
⎧ 37

10 ⎭
⎫

   ×⎩
⎧ 27

12 ⎭
⎫

  ⎩
⎧ 15

15 ⎭
⎫

 8! × 10! × 12! × 15!
45!

 3! × 2!
9!

 2! × 2! × 2!
7!

 4! × 3! × 1!
8!

 2! × 3!
7!

 3! × 3! × 2!
10!

 =4! × 2! × 2!
8! 420

   =(2
8

)(4
6

)(2
2

) 420   =(2
8

)(2
6

)(4
4

) 420   =(4
8

)(2
4

)(2
2

) 420

 ×( 3
2 )  ×( 6

4 ) 6!

5 × 4 × 3 × 2 × 1 × (2!) =5 3840

(10 × 1) × (8 × 1) × (6 × 1) × (4 × 1) × (2 × 1) = 3840

x  >1 2⇒ x  ≥1 3⇒  ≥
y  1

 x  − 31 0

x  >3 3⇒ x  ≥3 4⇒  ≥
y  3

 x  − 43 0

y  +1 3 + x  +2 y  +3 4 + x  +4 x  =5 14 ⇒ y  +1 x  +2 y  +3 x  +4 x  =5 7 ⇒ تعداد جواب های صحیح نامنفی:   =( n + k − 1
k − 1 )  =( 5 − 1

7 + 5 − 1
)  ( 11

4 )

5x  1x  5

x  +1 … + x  =5 11 , x  ≥2 2 , x  ≥5 4

 ≥
y  2

 x  − 22 0 ,  ≥
y  5

 x  − 45 0x  +1 y  +2 2 + x  +3 x  +4 y  +5 4 = 11 ⇒ x  +1 y  +2 x  +3 x  +4 y  =5 5 ⇒ =  =(
5 + 5 − 1
5 − 1 )  (

9
4)

9
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  تعداد جواب هاي صحیح و نامنفی

به هر کدام از   عدد  را اضافه می کنیم.  22
معادله جدید 

لذا تعداد حالات جواب از رابطه  به دست می آید.

روش اول:  23

 
 روش دوم:

 

 24

 25

 26

 27

       28

 

  29

   

 30

y  =1 x  −1 3, y  ≥1 0 , y  =4 x  −4 4 , y  ≥4 0
y  +1 3 + x  +2 x  +3 y  +4 4 + x  =5 15 ⇒ y  +1 x  +2 x  +3 y  +4 x  =5 8

=  =( 5 − 1
8 + 5 − 1

)  ( 4
12

)

x  , ⋯ , x  , x  k 2 1−1
(x −1 1)(x  −2 1) + ⋯ + (x  −k 1) = n − k

 =(
k − 1

n − k + k − 1
)  (

k − 1
n − 1

)

x  +1 2(3) + x  +3 x  =4 20 ⇒ x  +1 x  +3 x  =4 14 x  −1 3 ≥ 0 ⇒ x  =1 y  +1 3, x  −3 4 ≥ 0 ⇒ x  =3 y  +3 4

y  +1 3 + y  +3 4 + x  =4 14 ⇒ y  +1 y  +3 x  =4 7 ⇒  =( 3 − 1
7 + 3 − 1

)  =(2
9

) 36

x  +1 x  +3 x  =4 14

 =( 3 − 1
14 − 3 − 4 + 3 − 1

)  =(2
9

) 36

x  =2 0 → x  +1 x  +3 x  =4 5 →  =(
5 + 3 − 1
3 − 1 ) 21

x  =2 1 → x  +1 x  +3 x  =4 3 →  =(
3 + 3 − 1
3 − 1 ) 10

x  =2 4 → x  +1 x  +3 x  =4 1 →  =(
1 + 3 − 1
3 − 1 ) 3

21 + 10 + 3 = 34

  ⇒
x  = 0 ⇒ x  + x  + x  = 7 ⇒  =  = 363 1 2 4 (

n + k − 1
k − 1 ) (

9
2)

x  = 1 ⇒ x  + x  + x  = 3 ⇒  = 103 1 2 4 (
5
2) ⎭

⎬

⎫

36 + 10 = 46

x  +1 x  +2 x  +3 x  +4 x  =5 8 , x  =5 1 , x  ≥1 2 ⇒  ≥
t  1

 x  − 21 0

t  +1 x  +2 x  +3 x  =4 8 − 2 − 1 = 5 ⇒  =(
k − 1

n + k − 1
)  =(3

8
) 56

  →
⎩
⎨

⎧
x  = 0 → x  + x  + x  = 10 →  4 1 2 3 ( 12

2 )

x  = 1 → x  + x  + x  = 8 →  4 1 2 3 (
10
2 )

 +(
12
2 )  =(

10
2 ) 66 + 45 = 111

x  +1 x  +3 x  =4 8

x  −4 3 = y  ⇒4 x  +1 x  +3 y  =4 5 ⇒  =(2
7

) 21

مجموع درایه های سطر اول:  1 + 2 + 3 + ⋯ + 5 =  

 2
5 ×  63

= 15

10
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  31

  

متعامد نیستند. زیرا در مربع آخر، عدد دورقمی تکراري داریم.

 32

           

 

      

 

 متعامد نیستند. زیرا در مربع بالا عدد دورقمی تکراري داریم.

 33

    34

دارد ـ یک

  35

رقمی تکراري نداریم. پس دو مربع لاتین، متعامدند. در مربع لاتین مقابل، اعداد   36

        37

4321
3214
2143
1432

   
1 → 3
2 → 1
3 → 2

B =     

1
2
3

3
1
2

2
3
1

B =     

21
32
13

13
21
32

32
13
21

B =      

4
2
3
1

1
3
2
4

3
1
4
2

2
4
1
3

     

34
22
13
41

41
13
22
34

13
41
34
22

22
34
41
13

4

 =2!
5! 60

12

10

2
332211
211332
123123

11



 

  38

نادرست
 39

ج) خیر؛ زیرا مربع لاتین ادغام شده، داراي درایه هاي تکراري است.

     40

نادرست
 41

الف)

ب) روش اول: بله، زیرا در مربع زیر عدد دو رقمی تکراري وجود ندارد.

روش دوم: بله، زیرا هر دو جایگاه در مربع  که اعداد یکسانی دارند، جایگاه هاي نظیر آنها از مربع  اعداد متمایزي دارند.

 42

درست
 43

کافی است دو مربع لاتین متعامد یکی براي کت ها و دیگري براي پیراهن ها بنویسیم.

                               پیراهن ها                                                        کت ها                           
شنبه یکشنبه شنبه

 

دوشنبه یکشنبه شنبه

 

دوشنبه یکشنبه شنبه

براي برنامه ریزي مسئله مربع لاتین، شکل زیر را در نظر بگیرید که سطرهاي آن متناظر با کلاس ها و ستون هاي آن متناظر با جلسات است.  44

AB

3 2 1 A

2 1 3 B

1 3 2 C

و 
3 1 2 A

2 3 1 B

1 2 3 C

⇒
33 21 12 A

22 13 31 B

11 32 23 C

12
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T
1

T
2

T
3

T
4

T
1

T
1

T
1

T
2

T
2

T
2

T
3

T
3

T
3

T
4

T
4

T
4

C
1

C
2

C
3

C
4

1 2 3 4

براي برنامه ریزي باید دو مربع لاتین متعامد در نظر بگیریم. مربع  مربوط به ماشین ها و مربع  مشخص کنندة الیاف است.  45

 

WWW

A

روزاول
روزدوم
روزسوم

1 2 3

1 3 2

1

2

3

3

2

1

=

   
B �

روزاول
روزدوم
روزسوم

WWW
1 2 3

2 1 3

3

2 1

3 21

=

     

روزاول
روزدوم
روزسوم

WWW
1 2 3

12 31 23

112233

21 13 32

   
عدد سمت چپ هر درایه نشان دهندة ماشین و عدد سمت راست آن مشخص کننده نوع الیاف است.

،  و  در مربع لاتین نمایانگر مدرس هاي حاضر در کلاس باشند. طبق مربع لاتین  زیر هر مدرس در هر جلسه در یک فرض کنیم هر سطر نشان دهنده هر کلاس و اعداد   46
کلاس حاضر می شود و در هر کلاس دقیقاً یک جلسه تدریس دارد.

 47

   48

 
 چون اعداد دورقمی تکراري در مربع ساخته شده وجود ندارد پس متعامدند.

الف)   49

 ب) 

AB

1233× 3

321

213

132

A = 1,B = 2,C = 3

1→ 2, 2→ 1, 3→ 3

13



 دو مربع لاتین متعامد نیستند زیرا در ماتریس ادغام شده درایه تکراري وجود دارد.
 50

 51

  

  

              

داریم:  52

 

  

 

 در نتیجه:
 

          53

 

 

 
 54

            55

 
 56

t = 1 , x = 1 , z = 3 , y = 2

A = {n ∈ N∣1 ≤ n ≤ 100, n = 6k} ⇒ ∣A∣ =  =[ 6
100

] 16

B = {n ∈ N∣1 ≤ n ≤ 100, n = 10k} ⇒ ∣B∣ =  =[ 10
100

] 10

A ∩ B = {n ∈ N∣1 ≤ n ≤ 100, n = 30k} ⇒ ∣A ∩ B∣ =  =[ 30
100

] 3 ⇒ ∣A ∪ B∣ = 16 + 10 − 3 = 23

A = {n ∈ S∣n = 5k , k ∈ Z} ⇒ n(A) =  =[ 5
400

] 80

A = {n ∈ S∣n = 7k , k ∈ Z} ⇒ n(B) =  =[ 7
400

] 57

A ∩ B = {n ∈ S∣n = 35k , k ∈ Z}  ⇒ n(A ∩ B) =  =[ 35
400

] 11

∣ ∣ =A ∪ B ∣S∣ − ∣A ∪ B∣  = 400 − (80 + 57 − 11) = 274

A = {1 ≤ n ≤ 200∣n = 4k} ⇒ ∣A∣ =   =[  4
200 ] 50 , B = {1 ≤ n ≤ 200∣n = 7k}

A ∩ B = {1 ≤ n ≤ 200∣n = 28k} ⇒ ∣A ∩ B∣ =   =[  28
200 ] 7

∣A ∩ B ∣ =′ ∣A∣ − ∣A ∩ B∣ = 50 − 7 = 43

A = {1 ≤ n ≤ 300∣n = 4k(k ∈ N)} ⇒ ∣A∣ =  =[  4
300 ] 75

B = {1 ≤ n ≤ 300∣n = 5k(k ∈ N)}

A ∩ B = {1 ≤ n ≤ 300∣n = 20k(k ∈ N)} ⇒ ∣A ∩ B∣ =  =[  20
300 ] 15

∣A ∩ B ∣ =
′

∣A∣ − ∣A ∩ B∣ = 75 − 15 = 60

∣ ∣ =A ∪ B ∣S∣ − ∣A ∪ B∣ = ∣s∣ − ∣A∣ − ∣B∣ + ∣A ∩ B∣

∣s∣ = 630 , ∣A∣ = 210 , ∣B∣ = 126 , ∣A ∩ B∣ = 42
⇒ ∣ ∣ =A ∪ B 336

14
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           57

 
 58

: تعداد اعداد طبیعی کوچک تر یا مساوي   59
: تعداد اعداد طبیعی کوچک تر یا مساوي  که بر  بخش پذیرند.
: تعداد اعداد طبیعی کوچک تر یا مساوي  که بر  بخش پذیرند.

: تعداد اعداد طبیعی کوچک تر یا مساوي  که بر  بخش پذیرند.

 60

 61

 62

الف) حاصل برابر تعداد توابع پوشا، از یک مجموعۀ  عضوي به یک مجموعۀ  عضوي است.  63
 

ب) حاصل برابر تعداد توابع یک به یک، از یک مجموعۀ  عضوي به یک مجموعۀ  عضوي است.

    یا    

 تعداد کل رمزها:  ∣S∣ = 54

3  ∣A∣  تعداد رمزهای فاقد= 44

2 تعداد رمزهای فاقد=  ∣B∣ = 44

3  2 و=   تعداد رمزهای فاقد ∣A ∩ B∣ = 34

∣ ∩A ∣ =B ∣S∣ − ∣A ∪ B∣ ⇒ ∣S∣ − ∣A ∪ B∣ = 5 −4 (4 +4 4 −4 3 )4

∣A∣ =  =[ 5
500

] 100 , ∣B∣ =  =[ 4
500

] 125 , ∣A ∩ B∣ =  =[ 20
500

] 25

∣ ∩Ā ∣ =B̄ ∣ ∣ =A ∪ B 500 − (100 + 125 − 25) = 300

A = {n ∈ N∣ 6∣n} ⇒ ∣A∣ =  =[ 6
400

] 66

B = {n ∈ N∣ 4∣n} ⇒ ∣B∣ =  =[ 4
400

] 100

A ∩ B = {n ∈ N∣ 12∣n} ⇒ ∣A ∩ B∣ =  =[ 12
400

] 33

∣ ∣ =A ∪ B ∣S∣ − (∣A∣ + ∣B∣ − ∣A ∩ B∣) = 400 − (66 + 100 − 33) = 267
S∣ ∣600

 A∣ ∣6003
 B∣ ∣6007

 A ∩ B∣ ∣60021

A ∪ B =∣ ∣ A +∣ ∣ B −∣ ∣ A ∩ B =∣ ∣  +[ 3
600

]  −[ 7
600

]  =[ 21
600

] 200 + 85 − 28 = 257

  =A ∪ B S −∣ ∣ A ∪ B =∣ ∣ 600 − 257 = 343

∣F ∣ = 15 , ∣V ∣ = 11 , ∣B∣ = 9 , ∣F ∩ V ∣ = 5 , ∣B ∩ V ∣ = 6 , ∣F ∩ B∣ = 3 , ∣F ∩ B ∩ V ∣ = 3
فقط فوتبال بازی می کنند.=  ∣F ∣ − ∣F ∩ V ∣ − ∣F ∩ B∣ + ∣F ∩ B ∩ V ∣ = 15 − 5 − 3 + 3 = 10

فقط والیبال بازی می کنند.=  ∣V ∣ − ∣F ∩ V ∣ − ∣V ∩ B∣ + ∣F ∩ B ∩ V ∣ = 11 − 5 − 6 + 3 = 3
فقط بسکتبال بازی می کنند.=  ∣B∣ − ∣F ∩ B∣ − ∣V ∩ B∣ + ∣F ∩ B ∩ V ∣ = 9 − 3 − 6 + 3 = 3

حالات مطلوب:  10 + 3 + 3 = 16

A = n ∈ N∣1 ≤ n ≤ 200, n = 6k ⇒{ } ∣A∣ =  =[ 6
200

] 33

B = n ∈ N∣1 ≤ n ≤ 200, n = 8k ⇒{ } ∣B∣ =  =[ 8
200

] 25

A ∩ B = n ∈ N∣1 ≤ n ≤ 200, n = 24k ⇒{ } ∣A ∩ B∣ =  =[ 24
200

] 8

∣ ∩Ā ∣ =B̄ ∣S∣ − ∣A ∪ B∣ = ∣S∣ − (∣A∣ + ∣B∣ − ∣A ∩ B∣) = 200 − (33 + 25 − 8) = 150

A = {a  , a  , a  , a  } , B =1 2 3 4 {b  , b  , b  }1 2 3

A  =j {f : A → B∣f(a  ) =i  b  , 1 ≤j i ≤ 4} , 1 ≤ j ≤ 3
∣S∣ = 3 =4 81 , ∣A  ∣ =j 2 =4 16
∣A  ∩1 A  ∣ =2 ∣A  ∩1 A  ∣ =3 ∣A  ∩3 A  ∣ =2 1 , ∣A  ∩1 A  ∩2 A  ∣ =2 0
∣  ∩A  1  ∩A  2  ∣ =A  3 81 − (3 × 16 − 3 × 1 + 0) = 36

43
3 −4 3 × 2 +4 3 = 81 − 48 + 3 = 36

48

 ×8  ×7  ×6  =5 1680 =4!
8! 1680

15



این سؤال معادل با پیدا کردن تعداد توابع پوشایی است که از مجموعه  عضوي به یک مجموعه  عضوي می توان نوشت:  64
 

  65

درست

تعداد حالات ممکن، معادل با پیدا کردن تعداد توابع پوشا از یک مجموعۀ  عضوي به یک مجموعۀ  عضوي است.  66

 

روش اول:  67
 تعداد توابع پوشا: 

 روش دوم:
عضوي عضوي به یک مجموعۀ   :تعداد کل توابع از یک مجموعۀ 

: تعداد توابعی که فقط شامل دو عضو از برد باشند

 68
 

 

  یک به یک    یک به یک 

 بنابراین طبق اصل ضرب  تابع یک به یک داریم.

 69

 یا 
  70

 و 

روش اول:  یا 

روش دوم:  یا  یا  

روش سوم: 

روش چهارم: 

براي این که مجموع دو عدد زوج باشد، هر دو عدد یا باید زوج باشند و یا هر دو فرد. بنابراین تعداد لانه ها برابر  و تعداد کبوترها  است. طبق اصل لانه کبوتري حداقل یک لانه  71
وجود دارد که دو کبوتر در آن قرار می گیرد. یعنی حداقل دو عدد طبیعی از بین سه عدد وجود دارد که مجموعشان زوج خواهد شد.

ابتدا مستطیل مورد نظر را به  مربع به ضلع  تقسیم می کنیم و هر قسمت را یک لانه فرض می کنیم و هفت نقطه را هفت کبوتر در نظر می گیریم. طبق اصل لانه کبوتري دست کم  72
یک لانه وجود دارد که شامل دو کبوتر است. با توجه به قضیه فیثاغورس داریم: 

 

 73

53
3 −5 (3 × 2 −5 3) = 243 − 93 = 150

43
A  =j {f : A → B∣f(a  ) =i  b  }; 1 ≤j i ≤ 4 , 1 ≤ j ≤ 3
∣  ∩A  1  ∩A  2  ∣ =A  3 ∣  ∣ =A  ∪ A  ∪ A  1 2 3 ∣S∣ − ∣A  ∪1 A  ∪2 A  ∣3

= 3 −4 (3 × 2 −4 3 × 1 +4 0) = 36

n

n = 3 −m (3 × 2 −m 3)  ⟶
m=5 3 −5 (3 × 2 −5 3) = 243 − 93 = 150

 S∣ ∣53
 A  =∣ 1∣ A  =∣ 2∣ A  ∣ 3∣

S =∣ ∣ 3 =5 243
A  =∣ 1∣ A  =∣ 2∣ A  =∣ 3∣ 2 =5 32
A  ∩ A  =∣ 1 2∣ A  ∩ A  =∣ 1 3∣ A  ∩ A  =∣ 2 3∣ 1
A  ∩ A  ∩ A  =∣ 1 2 3∣ 0

   =A  ∪ A  ∪ A  1 2 3 S −∣ ∣ A  ∪ A  ∪ A  =∣ 1 2 3∣ 243 − (3 × 32 − 3 × 1 + 0) = 150

A = {a  , a  , a  }1 2 3 , b = {b  , b  , ⋯ , b  }1 2 6

f(a  ) =1 b  ∨1 b  ∨2 ⋯ ∨ b  6 ⇒  f(a  )  6 را تعریف کنیم.  1 طریق به

f ⇒ f(a  ) =2  f(a  )1 ⇒  f(a  )  5 را تعریف کنیم.  2 طریق fبه ⇒ f(a  ) =3  f(a  ) , f(a  ) =1 3  f(a  )2 ⇒  f(a  )  4 را تعریف کنیم.  3 طریق به

6 × 5 × 4 = 120

60 2!
5!

26

123 × 4

(4)  2P (4, 2) 2!
4!

 ×(41)  (31)

 ×(42) 2!

23

62

AB =2 AC +2 BC →2 AB <2 2 +2 2 ⇒2 AB <2 8 ⇒ AB <  8

16
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  نقطه را کبوتر و هر یک از  قسمت مثلث را لانه فرض می کنیم. طبق اصل لانه کبوتري حداقل دو کبوتر در یک لانه جاي می گیرند. یعنی حداقل دو
نقطه در یک مثلث کوچک قرار خواهند گرفت به طوري که 

اعداد طبیعی را به دو گروه زوج و فرد افراز می کنیم. این دو مجموعه را لانه ها و سه عدد طبیعی را کبوترها در نظر می گیریم، بنا به اصل لانه کبوتري یک لانه وجود دارد که حداقل  74
شامل دو کبوتر باشد. یعنی دو عدد طبیعی وجود دارد که هر دو زوج یا هر دو فرد هستند. لذا مجموع آنها در هر دو حالت زوج است.

 75
 طبق تعمیم اصل لانۀ کبوتري، تعداد لانه ها، همان روزهاي سال می باشد:

طبق تعمیم اصل لانه کبوتري، حداقل تعداد تماشگران برابر است با:

در این مسأله  و تعداد لانه ها  است. پس تعداد کبوترها یا معادل با آن تعداد دانش آموزان، حداقل باید  باشد.  76
 77

   تعداد لانه ها
     تعداد کبوترها

تعداد کبوترها  و تعداد لانه ها  تعداد روزهاي هفته  تعداد ماه هاي سال.   78
طبق تعمیم اصل لانه کبوتري: 

     

در این صورت لانه اي وجود دارد که لااقل  کبوتر در آن قرار می گیرند. یعنی حداقل  نفر از دانش آموزان روز هفته و ماه تولدشان یکسان است.
        79

 
 80

  
  81

صفر
 82

روش اول:  83
: حداقل کبوترها (دانش آموزان دبیرستان) : تعداد لانه ها (ماه هاي سال)                 ،             

 روش دوم:
: حداقل تعداد دانش آموزان دبیرستان

به کمک عمل تقسیم داریم: 
روش سوم:

: حداقل کبوترها (دانش آموزان دبیرستان) : تعداد دانش آموزان دبیرستان           ،       

 بنابراین حداقل تعداد دانش آموزان دبیرستان  نفر است.

109
∣AB∣ < 1

n = 365

K + 1 = 20 ⇒ k = 19
kn + 1 = 365 × 19 + 1 = 6936

k + 1 = 7 ⇒ k = 612kn + 1 = 6 × 12 + 1 = 73

= n = 32 × 31 = 992 ,  k + 1 = 3 ⇒ k = 2
 = 2 × 992 + 1 = 1985

505 ==×n = 7 × 12 = 84

تعداد کبوترها  = kn + 1  

n=84 505 = k × 84 + 1 ⇒ k = 6 ⇒ k + 1 = 7
77

k + 1 = 3 ⇒ k = 2 , n = 3 × 4 = 12 ⇒ kn + 1 = 12 × 2 + 1 = 25

n = 3 × 3 = 9 : تعداد لانه 

k + 1 = 21 ⇒ k = 20
kn + 1 = 20 × 9 + 1 = 181 : تعداد کبوترها 

2

 ⇒
k + 1 = 21 ⇒ k = 20
n = 7 × 4 = 28 } m = kn + 1 = 20 × 28 + 1 = 561

nk + 1
k + 1 = 21 ⇒ k = 20
nk + 1 = 12 × 20 + 1 = 241

m

m = 12 × 20 + 1 = 241

tk + 1

 =[
k

t − 1
] n ⇒  =[ 20

t − 1
] 12 ⇒ 12 ≤  <20

t − 1 13 ⇒ t ≥ 241

241
17



84  نقطه را کبوتر و  مثلث کوچک را لانه در نظر می گیریم. طبق اصل لانه کبوتري  حداقل یک لانه (مثلث) وجود دارد که دو نقطه (کبوتر) در آن قرار می گیرد.

مستطیل را به  خانۀ مربع شکل  تقسیم می کنیم.  نقطه را تعداد کبوترها و  خانه را تعداد لانه ها در نظر می گیریم. بنابه اصل لانۀ کبوتري چون تعداد کبوترها از یک  85

برابر تعداد لانه ها  واحد بیشتر است، لذا خانه اي وجود دارد که شامل بیش  از یک کبوتر است. در هر خانۀ مربع شکل حداکثر فاصله نقاط برابر قطر مربع یعنی  است. 

 

54(4 < 5)

121 × 11312

1 2AB < d =  2
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