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سوالات ریاضی دوازدهم

g(x) را در نظر بگیرید. دامنه تابع gof را با استفاده از تعریف به 
x

=
−2

1
1

f و  (x) x= − 4 سوال 1  دو تابع 

دست آورید. 	 ) خرداد - ۹۸ (

  بـرای بـه دسـت آوردن دامنـه ترکیـب توابـع با اسـتفاده از تعریـف آن، ابتـدا تعریف دامنـه ترکیب توابـع را به زبان ریـاضی بنویسید 
و سـپس در همـان تعریـف دامنـه توابـع را جاگـذاری کنیـد و معادلـه یـا نامعادله هـای تشـکیل شـده را حـل کنیـد تا بـه دامنه تابـع ترکیب 
برسیـد. در ضمـن در حـذف کـردن x هـای غیـر قابـل قبـول و اجتمـاع یـا اشـتراک گرفتـن بیـن جواب ها دقـت کنیـد. ایـن روش را در چند 

سـوال تمریـن می کنیم

	 { | ( ) } { | } [ , ) ( , )gof f gD x D f x D x x= ∈ ∈ = ≥ − ≠ ± = +∞۴ ۴ ۱ ۴ ۵ ۵

پاسخ:                                                 

fog(x) را با استفاده از تعریف به دست آورید. g(x) باشد، دامنه تابع  x= −22 1 f و  (x) x= − 1 سوال 2   اگر 

 	 ) شهریور - ۹۸ (

  دامنـه ترکیـب را بـا توجـه بـه نکتـه ای کـه در سـوال پیـش گفته شـد محاسـبه می کنیـم. فقط نکتـه مهم این اسـت که هـرگاه در 
ـصورت سـوال رادیـکال بـا فرجـه زوج دیدیـم، حواسـمان به منفی نشـدن زیـر رادیکال باشـد. در ضمـن فرجه نانوشـته همان فرجه دو اسـت

fD [ , )= +∞۱   ، gD R= پاسخ:  	 

{ | , ( ) } { | , [ , )} ( , ] [ , )fog g fD x x D g x D x x R x= ∈ ∈ = ∈ − ∈ +∞ = −∞ − +∞۲۲ ۱ ۱ ۱ ۱

g(x) آنگاه؛ 	 ) خرداد - ۱۴۰۲ ( x= − 1 f و  (x) x= + 1 سوال 3   اگر 

الف ( دامنه تابع fog را با استفاده از تعریف به دست آورید.

ب ( ضابطه تابع fog را بنویسید.

  در قسـمت » الـف « بایـد دامنـه را بـا توجـه بـه تعریـف همانطـور که در سـوالات قبـل گفته شـد به دسـت آوریم. اما برای قسـمت 
»ب« و پیـدا کـردن ضابطـه تابـع ترکیـب اصلًاً کار سـختی نداریـم. چـرا کـه فقـط کافی اسـت با توجه بـه ترکیب خواسـته شـده ضابطه یک 
x را به جای  تابـع را بـه جـای x هـا در ضابطـه تابـع دیگـر بگذاریـم. مثلًاً در این سـوال چون fog خواسـته شـده ضابطه تابـع g یعـنی ۱−

x در تابـع f می گذاریـم کـه همیـن کافی اسـت امـا بـرای مرتـب شـدن ضابطه به دسـت آمـده می توانیـم سادهسـازی ها را هم انـجام دهیم

}   ) الف | } [ , )fogD x R x= ∈ − ≥ − = +∞۱ ۱ ۰ پاسخ:    

)   ) ب   ( ))f g x x x= − + =۱ ۱  

 

( ) =
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g(x) باشد؛ 	 ) دی - ۱۴۰۱ ( x= + 3 f و  (x) x= − 2۷ 4 سوال 4   اگر 

الف ( دامنه تابع fog را با استفاده از تعریف به دست آورید.

) را محاسبه کنید. )(gof ) 1 ب ( مقدار 

  قسـمت اول سـوال کـه دامنـه ترکیـب توابـع را بـا توجـه بـه تعریـف خواسـته که کامـل به آن مسـلط شـدیم. اما برای حل قسـمت 
دوم می توانیـم بـا توجـه بـه نکتـه گفته شـده در سـوال قبل ترکیب توابع گفته شـده را محاسـبه سـپس مقدار خواسـته شـده را وارد آن کنیم 
تـا خـروجی بگیریـم. امـا کار سـاده تر و راه حـل پیشـنهادی ایـن اسـت کـه طبـق تعریـف عمـل کنیـم یعـنی عـدد 1 را وارد تابع  f و سـپس 

خـروجی آن را وارد تابـع g می کنیـم تـا پاسـخ نهـایی به دسـت آید

{ | ( ) } { [ , ) | } [ , )fog g fD x D g x D x x R∈ ∈ = ∈ − +∞ + ∈ = − +∞۳ ۳ ۳ پاسخ:  الف(

( )( ) ( )gof g= =۱ ۳ ۶ ب ( 	 

) شهریور - ۱۴۰۰ ( سوال 5   با توجه به جدول زیر، مقادیر خواسته شده را به دست آورید. 

) ) الف )( )gof 1 		 fo(f) ) ب g))( )+ 0 	

210- 1x

- 52- 10 f (x(

- 2432g (x(

  بـرای حـل قسـمت » الـف « ایـن سـوال که طبق تعریـف عمل می‌کنیـم و با توجه بـه مقادیر گفته شـده در جدول پاسـخ به راحتی 
بـه دسـت می آیـد. ) یک را وارد f می کنیم و خروجی وارد g می شـود. (

امـا نکتـه ای کـه قسـمت » ب « دارد، ترکیـب کـردن خاصیـت جمـع دو تابـع در دل ترکیـب توابـع اسـت که برای حـل آن ابتدا صفـر را یک 
بـار وارد تابـع f و یـک بـار وارد تابـع g می کنیـم و خروجی هـا بـا هم جمع شـده و سـپس وارد تابع f میشـود که پاسـخ نهایی به دسـت آید

)  ) الف )( ( ))g f g= = −۱ ۲ پاسخ:  ۲

)  ) ب )( )( ) ( (( )( ))f g f f g f+ = − + = ⇒ + = = −۰ ۱ ۳ ۲ ۰ ۲ ۵                          

) تابع gof را در صورت  ) ( ) ( ) ( ) ( )g { , , , , , , , , , }= − −1 2 3 1 9 0 1 4 ۷ ۷ ) و  ) ( ) ( )f {( , ), , , , , , }= − −0 1 5 9 3 ۷ 2 4 سوال 6   اگر

) شهریور - ۱۴۰۱ ( وجود بنویسید. 

  بـرای حـل ایـن سـوال طبـق تعریـف ترکیـب توابـع عمـل می کنیـم. به این صـورت که خـروجی یا اعضـای برد نقـاط تابـع f را وارد 
تابـع g می کنیـم و چـک می کنیـم خـروجی کـدام نقطـه از تابـع f بـا ورودی تابـع g یکسـان اسـت. سـپس x آن نقطـه از تابع f را بـه عنوان 
ورودی ترکیـب تابـع و g آن نقطـه از تابـع g را بـه عنوان خـروجی نهایی گزارش می کنیـم و مجموعه این نقاط تابع gof را تشـکیل می دهند

( ) ( ) ( )gof { , , , , , }= ۰ ۴ ۳ 7 ۵ ۰ پاسخ:  	 

ریاضی دوازدهم notruphilگروه آموزشی مشاوره ای نوتروفیل
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سوال 7  اگر ورودی ماشین مقابل ۳ باشد، مقدار خروجی آن چقدر است؟ 	 ) خرداد - ۱۴۰۱ (

                                                                                                             خروجی                                               ورودی

  بـرای حـل ایـن سـوال بـه جـای ورودی اول عـدد ۳ را می گذاریـم. امـا دقـت کنیـد کـه در مراحـل دیگر به جـای xهـا ۳ جاگذاری 
نمی کنیـم بلکـه بـا توجـه بـه فلش ها همـان عـدد محاسـبه شـده را می گذاریم

( )x = → − =۳ ۲ ۳ ۲ ۴            
( )

=
+

۴ ۴
۳۴ ۱

پاسخ:  	 

f ضابطه تابع g(x) را به دست آورید.	 ) خرداد - ۹۹ ( (x) x= −3 4 f و  (g(x)) x x= − +23 6 14 سوال 8   اگر 

  در ایـن سـوال تابـع خـارجی یعـنی f را بـه مـا داده و تابـع داخـلی یعـنی g را خواسـته، پـس با توجـه به تعریـف ترکیـب توابع اگر 
) می رسیـم، سـپس ایـن دو را مسـاوی هـم قـرار داده و سـعی می کنیم  )( )f g x g(x) را بـه جـای x در تابـع f جایگـزاری کنیـم بـه تابـع 

ضابطـه تابـع g را بـه دسـت آوریم

( )( ) ( ) ( )f g x g x x x g x x x= − = − + ⇒ = − +۲ ۲۳ ۴ ۳ ۶ ۱۴ ۲ ۶ پاسخ:  

) دی - ۹۹ ( ) را به دست آورید.  )g x x= − − +5 3 1 سوال 9   ضابطه وارون تابع 

   بـرای پیـدا کـردن ضابطـه وارون یـک تابـع جـای x و y را عـوض می کنیـم و سـپس y را تنهـا می کنیم یا بـه عبارتی هـر عملیاتی 
کـه انـجام شـده را برعکـس انـجام می دهیم تـا به جـواب برسیم بـرای مثال در این سـوال

	
حال برای به دست آمدن وارون:

( )x x x x x x× + × − −→ → + → + →− + →− − +۳ ۱ ۱ ۵۳ ۳ ۱ ۳ ۱ ۳ ۱ ۵ ۳ ۱

( ) ( )( ) ( ) xx x x x x+ ÷ − − ÷ − − −
→ + →− − → − − → − − − →

۲
۲ ۲۵ ۱ ۱ ۳ ۵ ۱۵ ۵ ۵ ۵ ۱

۳

x y x (y )− − + = ⇒ + = + ۲۵ ۳ ۱ ۳ ۱ ۵ پاسخ:  	 

( )( ) ( ) ( , ]
g

y xx g x D −

−+ − + −
⇒ = ⇒ = ⇒ = −∞ −۱

۲ ۲
۱۵ ۱ ۵ ۱ ۵

۳ ۳

) دی - ۹۸ ( ) باشد.  )g x x= + 6 ) و  )f x x= −2 5 سوال 10  اگر 

الف ( دامنه تابع fog را با استفاده از تعریف به دست آورید.

ب ( با محدود کردن دامنه تابع f تابعی وارون پذیر بسازید.

  در به دسـت آوردن پاسـخ قسـمت »الف« که مشـکلی نداریم ) در سـوالات قبل بررسی شـد ( اما در مورد قسـمت » ب « نکته ای 
کـه بایـد بدانیـم ایـن اسـت کـه تابع درجـه ۲ برای وارون شـدن باید دامنه اش محدود شـود و مرز این محدود شـدن راس سـهمی اسـت. پس 

ابتـدا راس سـهمی را پیـدا کرده و بـازه دامنه را از راس محـدود می کنیم

xx x
x

→ − → →
+

2 2
1
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پاسخ:  

( ){ | } { [ , ) | } [ , )fog g fD x D g x D x x R= ∈ ∈ = ∈ − +∞ + ∈ = − +∞۶ ۶ ۶ الف (

( )h x x x= − ≥۲ ۵ ۰ ب (	 

] باشد، ضابطه و دامنه تابع وارون را به دست آورید , )− +∞2 ) برابر  )f x x x= + +2 4 3 سوال 11  اگر دامنه تابع 

) شهریور - ۱۴۰۲ ( 	

  بـرای وارون کـردن ایـن تابـع درجـه ۲ ابتـدا بایـد آن را بـه شـکل مربـع کامل بنویسیم و سـپس طبق روش گفته شـده در سـوالات 
قبـل عمـل کنیـم و در مـورد دامنـه تابـع وارون هـم بایـد بدانیم که بـرد خود تابـع برابر بـا دامنه تابع وارون اسـت پـس با داشـتن دامنه تابع 

و قـرار دادن آن درون تابـع بـرد را بـه دسـت می آوریـم که همـان دامنه تابع وارون اسـت

( ) ( ) ( ) xf x x y x ≥−= + − → + = + →۲ ۲ ۲۲ ۱ ۱ ۲ پاسخ:  :        	                                        

( ) [ , )
f

y x f x x D −

−+ = + → = + − → = − +∞۱

۱۱ ۲ ۱ ۲ ۱

) را به دست آورید. ) شهریور - ۹۸ ( )g of− −1 1 5 ) باشد، مقدار  )g x x= 3 ) و  )f x x= −
1 3
۸

سوال 12  اگر 

نـکات  بـه  توجـه  بـا  کـه  کنیـم  وارون  را  تابـع  دو  ابتـدا  اینکـه  اول  راه  داریـم:  راه   ۲ سـوال  ایـن  کـردن  حـل  بـرای    
بـه  اینکـه  دوم  راه  و  برسیـم  جـواب  بـه  مرکـب  تابـع  تعریـف  طبـق  سـپس  و  هسـتیم  کار  ایـن  انجـام  بـه  قـادر  شـده  گفتـه 
را مسیـر  سـوال  خواسـته  کـردن  حـل  جـای  بـه  کـه  ـصورت  ایـن  بـه  کنیـم  اسـتفاده  توابـع  خـود  از  وارون  از  اسـتفاده   جـای 

برعکس برویم یعنی:

f :سوال g g f− −→ → → → → → →۱ ۱۵ ۵ 	

ابتدا تابع f را مساوی ۵ گذاشته، x را به دست آوریم. سپس آن را مساوی تابع g گذاشته و به جواب نهایی برسیم.

برعکس

( )g x x− =۱ ۳ پاسخ:   	   

( ) ( )g of x g− − −= = =۱ ۱ ۱ ۳۶۴ ۶۴ ۴  	

( )f x x− = +۱ ۸ ۲۴ ( )f −→ =۱ ۵ ۶۴

) دی - ۹۸ ( ) وارون یکدیگرند.  ) xg x +
=

4
3

) و  )f x x= −3 4 سوال 13  نشان دهید توابع 

  برای پاسخ دادن به این سوال از این نکته می توان استفاده کرد:

(x)

(x)

fog x
gof x

=
 =

	

اگر این دو شرط برقرار باشد یعنی دو تابع وارون هم هستند.
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x xfog(x) f x+ +   = = − =   
   

۴ ۴۳ ۴
۳ ۳

پاسخ:    

( ) ( ) xgof x g x x− + = − = = 
 

۳ ۴ ۴۳ ۴
۳

 	

) شهریور - ۱۴۰۱ ( سوال 14  نمودار تابع f به صورت روبه رو است:

) را رسم کنید. ) ( )g x f x= −2 1 الف ( نمودار تابع 

ب ( دامنه تابع g را به دست آورید. 

 ( )y af bx c d= + +   در مورد انتقال ها چند نکته مهم را باید بدانیم. اگر داشته باشیم:
* a و d انتقال در راستای محور y هاست و همانطور که می بینیم.

* b و c انتقال در راستای محور x هاست و برعکس آنچه می بینیم.
بـا توجـه بـه نـکات گفتـه شـده بـرای انتقـال این تابـع کافیسـت y نقـاط را دو برابر کـرده و همـه نقـاط را در راسـتای محور x ها یـک واحد 

جلـو ببریـم ) برعکـس ( و دامنـه جدید هـم به دسـت می آید

x

y

-2

-2

2

2

-4

-4

4

4

-6

-6

6

6
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پاسخ:  الف( رسم دقیق نمودار

 [ , ]−۱ ۵ ب ( 

) خرداد - ۱۴۰۰( ) را رسم کنید. )y f x= − + 2 ، نمودار تابع  ( )y f x= سوال 15  با توجه به نمودار تابع 

  نکتـه مهـم ایـن سـوال ایـن اسـت کـه بدانیـم علامت منـفی پشـت کل تابـع، آن را نسـبت به محـور x ها قرینـه می کنـد و علامت 
منـفی پشـت x تابـع را نسـبت بـه محـور y هـا قرینـه می کنـد. پـس در اینجـا تابـع را نسـبت به محـور y هـا قرینـه و ۲ واحد به سـمت بالا 

می بریم

پاسخ:  رسم شکل 
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6

6

-2

-2

2

2

-4

-4

4

4

-6

-6

6

6
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) را رسم کنید. 	 ) خرداد - ۹۸ ( )y f x=
1 4
2

، نمودار  ( )y f x= سوال 16  با استفاده از نمودار تابع 

  بـرای بـه دسـت آوردن راحت تـر تابـع انتقـال یافتـه ابتـدا نقـاط مـرزی تابـع ) نقـاط ابتـدا و انتها و نقـاط شکسـتگی تابـع ( را پیدا 
کـرده و انتقال هـا را روی آنهـا انجـام می دهیـم سـپس نقـاط حاصـل را روی دسـتگاه مختصـات پیـدا کـرده و طبق نمـودار اولیه بـه هم وصل 

می کنیـم. نقـاط مـرزی نمودار:
	 

 ( ) ( ) ( ) ( ), , , ,→ →۰ ۲ ۰۱ ۴ ۰ ۱۰ 	

( ) ( ) ( ), , , , − → − →  
 

۳۴ ۰ ۱ ۰ ۳ ۲ ۱
۴

1

پاسخ:  

) در شکل زیر رسم شده است؛ 	 ) خرداد - ۹۹ ( )y f x= سوال 17  نمودار تابع 

y را رسم کنید.  f x =  
 

13
2

الف ( نمودار تابع 

y را تعیین کنید. f x =  
 

13
2

ب ( دامنه تابع 
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  در قسـمت » الـف « انتقال هـا را طبـق نـکات گفتـه شـده در سـوالات قبـل انجـام می دهیم اما بـرای پیدا کـردن دامنه تابـع از روی 
نمـودار تصویـر نمـودار روی محـور x ها را نـگاه می کنیم

پاسخ:  الف ( رسم شکل  

D [ , ]= −۴ ۶ ب ( 

) را ابتدا دو واحد به سمت پایین سپس یک واحد به سمت چپ  )f x x x= − +2 2 1 سوال 18  نمودار تابع با ضابطه 

) شهریور - ۱۴۰۰ ( و در مرحله آخر نسبت به محور x ها قرینه می کنیم. ضابطه نمودار تابع را در هر مرحله بنویسید.

  در ایـن سـوال ابتـدا تابـع درجـه ۲ را بـه فـرم مربع کامـل می نویسیم، سـپس انتقال های گفته شـده را بـه ترتیب در راسـتای محور 
x و y انجـام می دهیـم بـا توجـه بـه نـکات گفتـه شـده در سـوالات قبـل و نکتـه مهم این اسـت کـه انتقـال در راسـتای محور y هـا روی کل 

تابـع و انتقـال در راسـتای محـور x فقط روی x انجام میشـود.

پاسخ:  

مرحله 1 مرحله 2 مرحله 3 

( )f x x− + + = − +۲۱ ۲ ۲( )f x x+ − = −۲۱ ۲ ۲( ) ( )f x x− = − −۲۲ ۱ ۲

=y کدام یک از موارد زیر است؟  ( )y f x= − − +2 3 1 3 ) است. برد تابع  , ]−3 1 سوال 19  برد تابع f بازه 

) خرداد - ۱۴۰۱( 	

( , ]−۸ ۰ )الف (  , ]−۱۲ ۰ ]ب (  , )۱ ۹ ]پ (  , )−۱۰ ۲ ت ( 

  بـرای بـه دسـت آوردن بـرد جدیـد ابتـدا انتقال های انجام شـده در راسـتای محـور y ها را مشـخص می کنیم سـپس انتقال هـا را به 
ترتیـب اولویـت روی بازه داده شـده انـجام می دهیم

در این سوال برد ابتدا ضرب در عدد 2 - و سپس با ۳ جمع شده. پس داریم:
 ( )( , ] [ , ) [ , )× − +− → − →۲ ۳۳ ۱ ۲ ۶ ۱ ۹ 	

پاسخ:  گزینه پ 
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سوال 20  درستی یا نادرستی عبارت  زیر را مشخص کنید. 	 ) خرداد - ۱۴۰۱ (

بی شمار تابع وجود دارد که هم صعودی و هم نزولی است.

  چند نکته مهم را مرور کنیم؛
) 1 ( تابع هم صعودی هم نزولی: تابع ثابت

) 2 ( تابع نه صعودی نه نزولی: توابعی که در قسمتی صعود و در قسمتی نزول می کنند، مثل درجه ۲.
) 3 ( توابع اکیداًً یکنوا: یکنوا نیز هستند اما برعکس این جمله الزاما صحیح نیست.

پاسخ:  عبارت صحیح است.

سوال 21  در جای خالی عبارت ریاضی مناسب را انتخاب کنید. 	 ) دی - ۱۴۰۰ (

) قرار دارد. ) بالاتر - پایین تر ( )g x x= 2 ، ....................... از نمودار تابع  ( , )0 1 ) در بازه  )f x x= 3 نمودار تابع 

 

x x x

x x x

x x x

x x , x

> ← >


> ← > > 


> ← < 
= ← = 

۳ ۲

۲ ۳

۲ ۳

۲ ۳

۱
۱ ۰

۰
۱۰

  مقایسه نمودار درجه ۲ و ۳: 

پاسخ:  پایین تر

y را به دست آورید. 	 ) خرداد - ۹۸ ( sin x−π = −  
 

1 2
3

سوال 22  مقادیر ماکزیمم و مینیمم تابع 

  برای به دست آوردن مقدار Max و min در توابع سینوسی و کسینوسی کافیست از روابط زیر استفاده کنید:

 
(cos)

Max | a | c
y a sin(bx d) c

min | a | c
= +

= ± ±
= − +

 	

پاسخ:  

max | | , min | |= − + = = − − + = −۲ ۱ ۳ ۲ ۱ ۱

سوال 23   دوره تناوب و مقدار ماکزیمم و مینیمم تابع زیر را به دست آورید. 	 ) خرداد - 99 (

y cos xπ
= −3

2
	

   برای به دست آوردن دوره تناوب توابع sin x و cos x از رابطه زیر استفاده می کنیم:

 (cos)
y a ( x d) csin b= ± ±

↓
T دوره تناوب 

| b |
π

=
۲ 	

π۲
۲

- 3- 2- 1 1

2

3

x

y

− π۴ − π۲ π۲π۴

تاثیر در دوره تناوب

y=asin(bx+d)+c_ _
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پاسخ:  
max | a | c

min | a | c

= + = +

= − + = − +

۱ ۳
۱ ۳

                T π
= =
π

۲ ۴

۲
 	

نمودار و تشخیص دوره  به شکل  با دقت  ) است.  )f x acosbx c= + با ضابطه  تابعی  برای  نمودار زیر  سوال 24  

تناوب و مقدار ماکزیمم و مینیمم تابع، ضابطه آن را مشخص کنید. 	 ) دی - ۱۴۰۰ ( 

c اسـت. مقـدار a هـم برابـر Max اسـت امـا    اگـر مقـدار Max و min تابـع sin یـا cos قرینـه هـم باشـند، در ایـن صـورت ۰=
a<۰ و اگـر از پایین  علامـت آن بـه نحـوه شـروع تابـع از مبـدا بسـتگی دارد. در تابـع cos اگـر از بـالا به سـمت پایین ) نـزولی ( آغاز شـود 

a>۰ خواهـد بود بـه سـمت بـالا ) صعـودی ( آغاز شـود 

( )| a | a− −
= = = −

۲ ۲ ۲ ۲
۲

پاسخ: 	  

| b | bπ
= = =

π
۲ ۱ ۱
۲

  ( )f x cos x= −۲  	

( )c + −
= =

۲ ۲ ۰
۲

 	

y به صورت مقابل رسم شده است. مقادیر a ، b و c را به دست  acosbx c= + سوال 25  نمودار تابع با ضابطه 

آورید. 	 ) دی - ۱۴۰۱ (

  در توابع sin و cos برای به دست آوردن a و c از روابط زیر استفاده می کنیم:

 Max min Max minc | a |+ +
= =

۲ ۲
	

_
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T ( )π π
= − − = π

7۲ ۴
۲ ۲

 T→ = π۲  
| b |
π

→ = π
۲ ۲  b→ = پاسخ:  	 ±۱

( )
c

+ −
= =

۴ ۲
۱

۲
 	

( )| |a a= = → = −
− − ۳ ۳۴ ۲

۲
 

با توجه به نمودار، ضابطه آن را مشخص  y است.  acosbx c= + با ضابطه  سوال 26  نمودار زیر مربوط به تابعی 

کنید. 	 ) خرداد - ۱۴۰۰ (

   بـرای پیـدا کـردن a و c از نـکات گفتـه شـده اسـتفاده می کنیـم اما برای پیدا کـردن b نیاز بـه دوره تناوب داریم. بـرای پیدا کردن 
دوره تنـاوب از روی نمودار از سـه روش می توانیم اسـتفاده کنیم

) 1 ( فاصله بین دو نقطه Max تابع
) 2 ( فاصله بین دو نقطه min تابع

) 3 ( از یک برخورد تا دومین برخورد و پس از آن با محور x ها

پاسخ:  

   	

xy cos → = + 
 

۲ ۳
۲

xy cos → = − + 
 

۲ ۳
۲

| | ,

c
b

a a a

π
π

+
= =

= =
−

= = > =

۵ ۱ ۳ ۲ ۱۲
۵ ۱ ۴ ۲۲ ۰ ۲

۲

) خرداد - ۱۴۰۲ (  y است. حاصل ab را بیابید. asinbx= + 1 سوال 27  نمودار زیر قسمتی از نمودار تابع 
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ab و اگـر از پاییـن به بـالا ) صعـودی ( آغاز    در تابـع sin اگـر نمـودار در مبـدا از بـالا بـه سـمت پاییـن ) نـزولی ( آغـاز شـود، ۰>
ab است >۰ شـود، 

پاسخ:  	      

ab = )با توجه به نمودار تابع، ab باید عددی منفی شود. بنابراین ۱− )| |a a− −
= = ⇒ = ±

۳ ۱ ۲ ۲
۲

| |
b

b
π π= ⇒ = ±

۲ ۱۴
۲

] و دوره تناوب اصلی آن 2  , ]−4 4 y را بنویسید که برد آن  asin(bx) c= + سوال 28  معادله یک تابع سینوسی 

است. 	 ) خرداد - ۱۴۰۱ (

  بـا داشـتن بـازه بـرد، Max و min را داریـم کـه بـا اسـتفاده از آن می توانیـم a و c را بـه دسـت می آوریـم و با داشـتن دوره تناوب 
هـم مقـدار b بـه دسـت می آیـد ولی چـون نمـودار تابع را نداریـم و از نحوه شـروع شـدن اطلاعی نداریم چند تابع ممکن اسـت به دسـت آید

پاسخ:     

 	
( )

| |

( )| | sin( )

b b

a a y x

c

π π π

π

= = → = ±

− −
= = → = ± → = ± ±

+ −
= =

۲
۲

۴ ۴ ۴ ۴ ۴
۲

۴ ۴
۰

۲

) دی - ۹۹ ( sin15o را محاسبه کنید.  سوال 29  مقدار عددی 

  بـرای پیـدا کـردن sin یـا cos زوایـایی کـه دو برابـر آنهـا زاویه معـروفی اسـت از روابط دو برابـر کمان اسـتفاده می کنیـم و طبیعتاًً 
بـا توجـه به خواسـته سـوال رابطه مناسـب را انتخـاب می کنیم

پاسخ:  

cossin − −
= =

۱ ۳۰ ۲ ۳۱۵
۲ ۲

sin را حل کنید. 	 ) خرداد - ۱۴۰۱ ( x sin x=2 سوال 30  معادله مثلثاتی 

  وقـتی دو طـرف تسـاوی یـک نـوع نسـبت مثلثـاتی داریـم فقط کافی اسـت مسـتقیم از روابط حـل معـادلات مثلثاتی مربـوط به آن 
نسـبت را اسـتفاده کنیـم که بـرای sin برابر اسـت با

k
sin sin

k

 = π += → 
= π + π −

۲
۲







	

cos 2x = 1_2sin2x 
cos30= 1-2 sin215 √3

2 = 1_2sin215

=sin215 =sin15

پاسخ پیشنهادی
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پاسخ:  
,

sin sin
,

x k x x k k
x x kx k x x k

π π
π ππ π

= + → = ∈
= ⇒ 

= + − → = + ∈

۲ ۲ ۲
۲ ۲۲ ۲

۳ ۳





) خرداد - ۱۴۰۲ ( ) مشخص کنید. , )π0 cos را در بازه  x cos x− =2 0 سوال 31  جواب )  های ( معادله مثلثاتی 

  وقـتی دو نسـبت مثلثـاتی مشـابه یـک سـمت تسـاوی داریـم ابتـدا یکی را به سـمت دیگـر برده کـه بتوانیـم از روابط حـل معادلات 
مثلثـاتی اسـتفاده کنیـم. در نهایـت پاسـخ های بـه دسـت آمده کـه در بازه گفته شـده هسـتند را انتخـاب می کنیم

{cos cos k= → = π ±۲ 

 	

پاسخ:  

cos cos kx x x k x x xπ ππ= ⇒ = ± ⇒ = ⇒ =
۲ ۲۲ ۲ ۲

۳ ۳

cos را حل کنید. 	 ) دی - ۱۴۰۰ ( x sin x− + =2 1 1 سوال 32  معادله مثلثاتی 

  اگـر در معادلـه مثلثـاتی دو نسـبت مختلـف داشـتیم ابتـدا بـا اسـتفاده از روابط آنهـا را به یک نسـبت تبدیـل می کنیم تـا بتوانیم از 
روابـط حـل معـادلات مثلثاتی اسـتفاده کنیم

پاسخ:  

	

sin

sin sin
sin

x x k

x x x k
x

x k

ππ

ππ

ππ π

 = − ⇒ = −

 + − = ⇒ = +  =   = + − 

۲

۱ ۲
۲

۲ ۱ ۰ ۲۱ ۶
۲ ۲

۶

را حل کنید. 	 ) خرداد - ۹۹ ( ( )cos x cos x − =2 9 5 سوال 33  معادله مثلثاتی 

  اگـر در حـل معادلـه مثلثـاتی بـه عبـارت درجـه ۲ رسیدیـم ابتـدا بـا تغییـر متغیـر ماننـد تابـع درجـه دو ریشـه ها را پیـدا می کنیم 
سـپس نسـبت مثلثـاتی کـه داشـتیم را مسـاوی ریشـه ها گذاشـته و در صـورت قابـل قبول بـودن با اسـتفاده از روابـط حل معـادلات مثلثاتی 

جوابهـای معادلـه را بـه دسـت می آوریم

cos 2x = 1_2sin2x 
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پاسخ:   

	
غ ق ق 

cos
cos cos

cos cos

x x k
x x

x x

ππ= − → = ±
− − = ⇒

= =

۲

۱ ۲۲
۲ ۹ ۵ ۰ ۲ ۳

۵ ۵

y در دستگاه مختصات زیر، رسم شده است. طول  =
1
2

y و خط به معادله  sin x= سوال 34  نمودار تابع با ضابطه 

نقاط برخورد آنها را بیابید. 	 ) دی - ۱۴۰۱ ( 

  بـرای پیـدا کـردن نقـاط برخـورد دو تابـع بایـد آنهـا را با هـم قطع بدهیـم یا به عبـارتی مسـاوی هم بگذاریـم که در ایـن صورت به 
یـک معادلـه مثلثـاتی خواهیـم رسیـد که با توجـه به روابـط نقاط برخـورد به دسـت می آید

پاسخ:  

sin sin sin ( )
x k

x x k Z
x k

ππ
π

ππ

 = += ⇒ = → ∈
 = +


۲۱ ۶
۵۲ ۶ ۲
۶

 ۸ و   ۴ ترتیب  به  مثلث  این  اندازه دو ضلع  اگر  است.  مفروض  مربع  ۸ سانتی متر  2 با مساحت  مثلثی  سوال 35  

سانتی متر باشند، آنگاه چند مثلث با این خاصیت ها می توان ساخت؟ 	 ) شهریور - ۱۴۰۰ (

 S a.b.sin← = θ
۱
۲

  : یکی از راه های پیدا کردن مساحت مثلث استفاده از اندازه دو ضلع و زاویه بین آنها است. به این صورت که 

حـال در صـورت داشـتن مسـاحت و انـدازه ضلع هـا مجهـول مـا زاویـه اسـت که بـا جایگـذاری مقادیـر به یـک معادلـه مثلثـاتی می رسیم که 

زوایـای ممکـن به دسـت خواهند آمد

پاسخ:  

دو مثلث می توان رسم کرد.

sin sin ,θ θ θ θ× × = ⇒ = ⇒ = =
۱ ۲۴ ۸ ۸ ۲ ۴۵ ۱۳۵
۲ ۲

 

cosx =t 2t2-9t-5=0
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) شهریور - ۱۴۰۰ (  x محاسبه نمایید. /= ۷ 5o را به ازای sin xcos xcos x4 2 سوال 36  حاصل عبارت 

 x رابطه داده شـده را سـاده می کنیم تا بـا جایگذاری sin a sin a cosa=۲ ۲   در ایـن گونـه سـوالات معمـولًاً بـا اسـتفاده از رابطه 
زاویـه بـه دسـت آمده، زاویه ای شـود که مـا نسـبت های مثلثـاتی آن را بلدیم

پاسخ:  

 sin cos sin sin ( / )x x x= = =
۱۲ ۲ ۲ ۴ ۴ 7 ۵
۲



سوال 37  درستی یا نادرستی جمله زیر را مشخص کنید. 	 ) خرداد - ۹۸ (

π2 است. ) درست، نادرست ( y برابر  tan x= دوره تناوب تابع 

x تعریف شـده نیسـت و ایـن تابع در هر بـازه تعریف شـده از دامنه  k π
= π +

۲
π اسـت و در  tan برابـر بـا  x   دوره تنـاوب تابـع 

اکیـداًً عـصودی اسـت ولی در کل دامنـه، نه صعودی نـه نزولی

پاسخ:  نادرست

سوال 38  در جای خالی عبارت مناسب قرار دهید. 	 ) خرداد - ۹۹ (

y برابر ............................ است. tan x= برد تابع 

 k Z,x k π
∈ = π +

۲
tan برابـر بـا R یـا مجموعـه اعـداد حقیـقی اسـت امـا دامنـه آن همـه اعـداد حقیقی بـه جز  x   بـرد تابـع 

باشد

 R  :پاسخ

سوال 39  در جای خالی عبارت ریاضی مناسب قرار دهید. 	 ) خرداد - ۱۴۰۱ (

x برابر ................................ است. − 3 x بر  x− +22 5 1 باقیمانده تقسیم عبارت 

 f ( x ) را درون a یعـنی ( )x a− ) کافیسـت ریشـه عبـارت  )x a−   بـرای بـه دسـت آوردن باقیمانـده تقسیـم عبـارت f ( x ) بر 
قـرار دهیم.

xx x x x =− = → = ⇒ − + →۳۲۳ ۰ ۳ ۲ ۵ ۱ ۴ پاسخ:  
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سوال 40  نمودار تابع f به صورت شکل مقابل است. حدود خواسته شده را محاسبه کنید. 	 ) خرداد - ۱۴۰۱ (

) ) الف  )
x
lim f x
→−∞

= 	

) ) ب )
x
lim f x
→+∞

= 	

 −∞ ∞+ یا    بـرای بـه دسـت آوردن حـد تابـع از روی نمـودار زمـانی کـه x بـه سـمت بی نهایـت میل می کنـد، با توجـه به اینکـه 
اسـت. سـمت راسـت یـا چـپ نمـودار را نـگاه می کنیـم و عـددی کـه بـه آن نزدیـک می شـویم را ) روی محـور y ها ( بـه عنوان پاسـخ اعلام 

می کنیم

) ) الف )
x
lim f x
→−∞

= ۲ پاسخ:  	 

) ) ب )
x
lim f x
→+∞

=۰ 	

سوال 41  نمودار تابع f به شکل مقابل است. حدهای زیر را محاسبه کنید. 	 ) دی - ۱۴۰۱ (

 ) الف
( )

( )
x

lim f x
+→ −1

	

) ) ب )
x
lim f x

−→2
    	

  بـرای بـه دسـت آوردن حـد تابـع از روی نمـودار وقـتی x بـه سـمت یک عدد میـل می کند، بایـد توجه کنیـم که از سـمت کمتر یا 
) یعنی از سـمت  )x +→ −۱ x یعنی از سـمت چـپ به ۲ نزدیـک می شـویم یا  −→ ۲ بیشـتر بـه آن عـدد نزدیـک می شـویم. بـرای مثـال 
راسـت بـه 1 - نزدیـک می شـویم و بـا توجـه بـه ایـن نکتـه بایـد ببینیم با حرکـت در این جهـت در راسـتای محور y بـه چه مقـداری نزدیک 

می شویم

∞− ) الف پاسخ:  	 

∞+ ) ب  	
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سوال 42  حد تابع زیر را در صورت وجود محاسبه کنید. 	 ) خرداد - ۱۴۰۰ (

x

x
lim

| x | → − 
 

  
+1

3
3 1

	

  بـرای محاسـبه حـد همیشـه قـدم اول جاگـذاری اسـت یعنی عددی کـه بـه آن نزدیـک می شـویم را درون تابع جاگـذاری می کنیم 
۰ یا عـدد تقسیم بـر بی نهایت یا عـدد تقسیم بـر صفر رسیدیـم، به دنبال 

۰
کـه گاهی در همیـن مرحلـه بـه جـواب می رسیـم امـا اگر بـه ابهام 

− را جاگـذاری کنیـم صـورت کسـر برابـر 1 - و مخـرج کسـر برابـر صفـر حدی می شـود و چون  ۱
۳

رفـع ابهـام و . . . می رویـم. در اینجـا اگـر 
∞− میشـود درون قـدر مطلـق اسـت، مقـدارش مثبت اسـت پـس حاصل حد 

پاسخ:  

 
lim

| |x x +
→−

− −
= = −∞

+۱
۳

۱ ۱
۳ ۱ ۰

سوال 43  حد زیر را در صورت وجود محاسبه کنید. 	 ) شهریور - ۱۴۰۱ (

x

xlim
x→

−
−9

3
9

	

  یـکی از اتحادهـای پرکاربـرد بـرای رفـع ابهام کردن در سـوالات حد اتحاد مزدوج اسـت. در اکثـر موارد زمانی که رادیـکال در صورت 
یـا مخـرج داریـم بـا ضـرب کردن صـورت و مخرج در مـزدوج عبـارت دارای رادیـکال رادیکال از بیـن رفته و عامـل صفر شـونده را از صورت و 

مخـرج خـط می زنیـم تا پاسـخ حد بـا جاگذاری به دسـت آید

پاسخ:  

	( ) ( )
lim lim

x x

x x x
x x x x→ →

− + −
× = =

− + − +۹ ۹

۳ ۳ ۹ ۱
۹ ۶۳ ۹ ۳

سوال 44   حد تابع زیر را در صورت وجود محاسبه کنید. 	 ) خرداد - ۹۹ (

x

x xlim
x x→

− −
− +

2

3

2 3
6

	

۰ ایجـاد شـد و در ضابطه تابـع عبارت درجـه ۲ داشـتیم آن را تجزیه و اگر رادیکال داشـتیم 
۰

  اگـر در تابـعی بعـد از جاگـذاری ابهـام 
صورت و مخرج ظاهر میشـوند که بـا خط زدن آنها پاسـخ به دسـت می آید در مزدوجـش ضـرب می کنیـم، سـپس عوامـل فـصر شـونده در ـ
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پاسخ:  

	
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
lim lim
x x

x x x x x x x x

x x x x→ →

− + + + − + + +
= =

− − + −۲۳ ۳

۳ ۱ ۶ ۳ ۱ ۶ ۲۴
۶ ۲ ۳ ۵

سوال 45  حد توابع زیر را در صورت وجود بیابید. 	 ) خرداد - ۹۸ (

 ) الف
x

x
lim

sin x−→

   =
0

		  ) ب
( ) ( )x

x xlim
x x→

−
=

− +1 1 2
	

   اگـر در ضابطـه تابـع جـز صحیـح وجـود داشـت ابتـدا آن را محاسـبه و مقـدارش را جایگـذاری می کنیم سـپس به ادامه حل سـوال 
می پردازیم

پاسخ:  

   ) الف

) ب    	

−

−
= +∞

۱
۰

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
lim lim

x x

x xx x
x x x x x x x x→ →

−−
= = +

+ − + + − +

۲

۱ ۱

۱ ۱
۶۲ ۱ ۲ ۱

سوال 46  حد توابع زیر را در صورت وجود محاسبه کنید. 	 ) دی - ۱۴۰۰ (

 ) الف 
x

x xlim
x→

−
−

2

21
2

2
4 1 		  ) ب

x

xlim
sin x→

+
20

1  	

  بـرای محاسـبه حد هـای مثلثـاتی ماننـد حدهـای عـددی عمـل می کنیـم مقدار نسـبت مثلثـاتی را به دسـت می آوریم و بـا توجه به 
اینکـه از سـمت کمتـر یـا بیشـتر بـه آن نزدیـک می شـویم تعییـن می کنیـم کـه از آن مقـدار کمتر هسـتیم یـا بیشـتر. البته در حـل حدهای 

مثلثـاتی اسـتفاده از دایـره مثلثـاتی بسیـار راهگشـا خواهد بود

) ) الــف )( )
( )( )

lim
x

x x
x x→

−
+ −۱

۲

۲ ۱
۲ ۱ ۲ ۱

     ( )
( )

lim
x

x
x→

= =
+۱

۲

۱
۲ ۱ ۴

پاسخ:	

lim ) ب
sinx

x
x +→

+
= = +∞۲۰

۱ ۱
۰

 	

 وجود دارد؟ چرا؟ 	 ) خرداد - ۱۴۰۲ ( 
x
lim

x+→ −  1

1
1

سوال 47 آیا مقدار 

۱+ را درون آن بگذاریـم عـدد ۱ را بـه مـا تحویـل می دهـد کـه مخـرج صفـر    در ایـن سـوال چـون x درون جـز صحیـح اسـت، اگـر 
صورت تابـع تعریف نشـده خواهد شـد میشـود و ایـن فـصر، فـصر حـدی نیسـت بلکـه فـصر مطلـق اسـت و در ایـن ـ
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x تعریف نشده است.  ) در همسایگی راست ۱= ) [ ]
f x

x
=

−
۱

۱
پاسخ:  خیر - زیرا تابع 

سوال 48  حدود زیر را در صورت وجود محاسبه کنید. 	 ) شهریور - ۱۴۰۱ (

 ) الف
x

lim
cos x+π → 

 2

1
 ) ب	

x

xlim
x→−∞

−
+

2
5 4

	

∞ می رود از صـورت و مخـرج تابـع عبـارت پرتـوان را برمی داریـم بـه اصـطلاح از هم    بـرای محاسـبه حـد زمـانی کـه x بـه سـمت 
ارزی پرتـوان اسـتفاده می کنیـم، یعـنی کل تابـع را در صـورت و مخـرج معـادل عبـارت با توان بیشـتر قرار می دهیـم. حال اگر تـوان صورت و 

مخـرج برابـر باشـد بـا هم سـاده شـده و پاسـخ حد یـک عدد خواهد شـد

پاسخ:  

 ) الف
x

lim
cos x+ −

π
→

= = −∞

۲

۱ ۱
۰   	

 ) ب
x

xlim
x→−∞

−
= −

۱
۵ ۵

 	

سوال 49  در جای خالی عبارت مناسب قرار دهید. 	 ) خرداد - ۹۹ (

x برابر ........................... است. → −∞ ) وقتی که  ) xf x
x x

+
=

+ −3
5 4

۸
حد تابع 

  اگـر بعـد از اسـتفاده از هـم ارزی پرتـوان، تـوان عبـارت مخـرج از صورت بیشـتر باشـد، پس از سـاده شـدن و جاگذاری پاسـخ صفر 
حـدی خواهـد شـد که + یـا - بـودن آن را محاسـبه می کنیم

۰−پاسخ:  صفر یا همان   

سوال 50  حد تابع زیر را در صورت وجود محاسبه کنید. 	 ) شهریور - ۱۴۰۰ (

x

x xlim
x→−∞

− +
+

۷ 2

3
4 5
2 9

	

  اگـر بعـد از اسـتفاده از هـم ارزی پرتـوان، توان عبارت صورت از مخرج بیشـتر باشـد پس از سـاده شـدن و جاگذاری پاسـخ بی نهایت 
خواهـد شـد که + یا - بـودن آن را محاسـبه می کنیم

پاسخ:  

 	( )lim lim
x x

x
x x

x
x

→−∞ →−∞

 − + 
  = − = −∞
 + 
 

7
۵

۴

۳
۳

۵۴
۲

۹۲
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) با توجه به شکل، مختصات نقاط B و C را  )f =4 24 ) و  )f ' /=4 1 5 سوال 51  برای تابع f در شکل روبرو داریم 

بیابید. 	 ) خرداد - ۱۴۰۰ (

 A کـه داده شـده و با توجـه به مشـتق در نقطه A مشـتق یعـنی شیـب خـط ممـاس بـر یـک نقطـه. در این سـوال مختصـات نقطه  
کـه 1/5 اسـت. یعـنی شیـب خط رسـم شـده 1/5 بـوده و دو نقطـه B و C هم روی این خط هسـتند و با توجه به مشـخص بـودن x دو نقطه 

آنهـا نیـز به راحتی قابل محاسـبه اسـت

پاسخ:  

	
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )/ , , / / , , /

f f f f
B C

− −
= ⇒ → = ⇒

− −
۴ ۳ ۵ ۴

۱ ۵ ۳ ۲۲ ۵ ۱ ۵ ۵ ۲۵ ۵
۴ ۳ ۵ ۴

) را  ) ( )fg ' 2 ) حاصل  ) ( ) ( ) ( )g' ,g ,f ' ,f= − = = =2 6 2 ۸ 2 5 2 3 سوال 52  اگر توابع g ,f مشتق پذیر باشند و 

به دست آورید. 	 ) خرداد - ۱۴۰۱ (

  در این سوال مشتق ضرب دو تابع خواسته شده پس ابتدا با توجه به قوانین مشتق گیری مشتق ضرب

در نقطه ۲ را می نویسیم سپس مقادیر را جایگذاری می کنیم.

پاسخ:  

 	( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )' ' 'fg f g f g= + = × + − =۲ ۲ ۲ ۲ ۲ ۵ ۸ ۳ ۶ ۲۲

x به دست آورید. = −1 ) را با استفاده از تعریف مشتق در نقطه ای به طول  )f x x= −3 2 سوال 53  مشتق تابع 

 	 ) خرداد - ۹۸ (

  برای محاسـبه مشـتق یک تابع ابتدا از رابطه تعریف مشـتق اسـتفاده کرده سـپس سـعی می کنیم ساده سـازی را در صورت و مخرج 
صورت لزوم عامل صفر شـونده را از صورت و مخـرج حذف کنیم انـجام داده و ماننـد فصـل حـد در ـ

( ) ( ) ( )
x a

f x f a
f ' a lim

x a→

−
= ←

−
رابطه تعریف مشتق  	
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پاسخ:  

	( ) ( ) ( ) ( ) ( )' lim lim lim
x x x

x x xf x f xf
x x x→− →− →−

+ − +− − − +
− = = = =

+ + +

۲۳

۱ ۱ ۱

۱ ۱۱ ۲ ۳۱ ۳
۱ ۱ ۱

x بررسی کنید.  = −2 ) را در نقطه  )f x | x |= −2 4 سوال 54  به کمک تعریف مشتق، مشتق پذیری تابع 

) خرداد - ۹۹ ( 	

  بـرای حـل ایـن سـوال نکتـه ای کـه باید بـه آن دقت کنیم این اسـت کـه ابتدا قدر مطلـق را حول ریشـه تعیین علامـت کنیم و یک 
بـار مشـتق چـپ و یک بار مشـتق راسـت را محاسـبه کنیـم اگر این دو مقـدار برابر بـود، تابع در آن نقطه مشـتق دارد

پاسخ:  

 	
( )

( )
( ) ( )

'

' '

'

| |lim

| |lim

x

x

xf
x f f

xf
x

+

−

+ →

+ −

− →

− −
− = =

+ ⇒ − ≠ −
− −

− = = −
+

۲

۲

۲

۲

۴ ۰۲ ۴
۲ ۲ ۲

۴ ۰۲ ۴
۲

سوال 55  با در نظر گرفتن نمودار f در شکل، نقاط به طول های a و b و c و d را با مشتق های داده در جدول نظیر 

) دی - ۹۸ ( کنید. 

( )f ' xx

0

0/5

2

- 0/5

  مشـتق یعـنی شیـب خـط ممـاس در هـر نقطـه پـس بـرای هـر نقطـه خـط ممـاس بـر آن را رسـم می کنیـم و بـا مقایسـه شیب ها 
مقـدار مشـتق هـر کـدام را در جـدول پیـدا می کنیـم بـرای مثـال نقطه d چـون خط ممـاس بر آن مـوازی محور x ها اسـت، شیب و مشـتق 

آن صفر اسـت.

پاسخ:  

acbdx

- 0/520/50( )f ' x
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سوال 56  نمودار تابع f به صورت زیر رسم شده است. اگر خط d در نقطه A بر نمودار تابع f مماس باشد:	)دی - ۱۴۰۱(

) را بیابید.  ) ( )
x

f x f
lim

x→

−
−2

2
2

الف ( حاصل 

ب ( شیب خط های مماس در نقاط A و B را مقایسه کنید. 

  خـط d ممـاس بـر نقطـه A و گذرنـده از مبـدا اسـت، پـس معادله و شیـب آن را پیـدا می کنیم. در قسـمت اول سـوال رابطه تعریف 
مشـتق داده شـده یعـنی مشـتق در نقطـه ۲ را از مـا خواسـته کـه همـان شیـب خط d اسـت و در قسـمت ب هم مقایسـه شیـب خط مماس 

در نقطـه A و B اسـت کـه هرچـه خـط ممـاس به محـور y ها نزدیک تر باشـد شیب بیشـتر اسـت

پاسخ:  

) ) الف ) ( ) ( )
x

f x f
lim f '

x→

−
= =

−۲

۲
۲ ۲

۲
 	

A ) ب Bm m>  	

) شهریور - ۱۴۰۱ ( سوال 57  از بین نقاط مشخص شده A و B و C و D و E روی نمودار مقابل، در کدام نقطه:

الف ( مقدار تابع صفر ولی مقدار مشتق آن مثبت است؟

ب ( مقدار تابع مثبت ولی مقدار مشتق آن منفی است؟

 A در قسـمت » الـف « سـوال نقطـه ای کـه مقـدار آن صفـر ولی مشـتق آن مثبـت باشـد را خواسـته که با توجـه به نمـودار ۲ نقطه  
و E مقـدار صفـر دارنـد امـا شیـب خـط ممـاس فقـط در A مثبـت اسـت و در قسـمت » ب « مقدار تابـع مثبت و مشـتق منفی کـه از بین ۳ 

نقطـه B و C و D بـا مقـدار مثبـت فقـط مشـتق C منـفی اسـت. ) شیـب خط ممـاس بر B مثبـت و در D صفر اسـت. (

پاسخ:  	 C ) ب	 A ) الف 
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x واقع بر منحنی بنویسید.  = 1 ) را در نقطه ای به طول  )f x | x |= −2 1 سوال 58  معادله نیم مماس راست تابع 

) شهریور - ۱۴۰۱ ( 	

x را بایـد محاسـبه کنیم کـه با توجـه به این  +=۱   معادلـه نیـم ممـاس راسـت تابـع یعـنی همـان مشـتق راسـت یـا همان مشـتق 
نکتـه قـدر مطلـق را تعییـن عمـلات کـرده و مشـتق را با اسـتفاده از تعریـف به دسـت می آوریم

پاسخ:  

	( ) ( ) ( ) ( )' | |lim lim
x x

f x f xf y x
x x+ ++ → →

− − −
= = = ⇒ − = −

− −

۲

۱ ۱

۱ ۱ ۰۱ ۲ ۰ ۲ ۱
۱ ۱

) است؟ )f ' 2 )  چند برابر  ) ( ) ( )lim
x

f x g x g x
x→

−
−۲

۳
۲

سوال 59  با توجه به نمودارهای توابع f و g حاصل 

) خرداد - ۱۴۰۲ (  	

  اگـر بـه رابطـه داده شـده در صـورت سـوال توجـه کنیم بـا فاکتورگیـری g (x) بـه عبارت تعریف مشـتق بـرای تابـع f می رسیم اما 
) را می گذاریـم امـا مقـدار g (x) کـه فاکتـور گرفتیـم را جایگذاری می کنیم که پاسـخ سـوال به  )f ' x چـون مشـتق تابـع f را نداریـم خـود 

دسـت می آید

پاسخ:  

 ( ) ( ) ( ) ( )lim lim '
x x

f x f
g x f

x→ →

−
= =

−۲ ۲

۲
۵ ۲

۲
	

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )lim lim lim
x x x

f x g x g x f x g x f g x f x f
g x

x x x→ → →

− − −
= =

− − −۲ ۲ ۲

۳ ۲ ۲
۲ ۲ ۲

=2
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x بر نمودار f مماس شده است: 	 ) دی - ۱۴۰۰ ( = 1 سوال 60  در نمودار مقابل خط d در نقطه 

x محاسبه کنید. = 1 الف ( مشتق تابع f را در نقطه 

ب ( شیب نمودار را در نقاط B و C مقایسه کنید.

  در ایـن سـوال قسـمت الـف را بـا محاسـبه شیـب خـط بـه دسـت می آوریـم و قسـمت ب هـم می توانیـم خط ممـاس رسـم کنیم و 
شیـب را مقایسـه کنیم

پاسخ:  

) ) الف )f ' −
= = −

−
۲ ۰۱ ۲
۰ ۱

B ) ب	  Cm m<  	

x بررسی کنید. 	 ) دی - ۱۴۰۰ ( = −1 سوال 61  مشتق پذیری تابع مقابل را در نقطه 

( ) x xf x
x x

 + ≥ −= 
+ < −

2 3 1
2 6 1

	

x که نقطـه مرز ضابطه ها اسـت. پـس برای بررسی مشـتق  =   توابـع پیوسـته مشـتق پذیرنـد مگـر در نقـاط مـرزی مثـل نقطـه ۱−
پذیـری مشـتق راسـت آن را از ضابطـه بـالا و مشـتق چـپ آن را از ضابطـه پاییـن باید به دسـت آوریـم که در صـورت برابر بودن مشـتق پذیر 

اسـت. ایـن کار را بـا اسـتفاده از تعریف مشـتق یـا قوائد مشـتق گیری انـجام می دهیم

پاسخ:   

 	
) موجود نیست.  )f ' −۱

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

'

' '

'

lim

lim

x

x

xf
x

f f
xf
x

+

−

+ →

+ −

− →

+ −
− = = −

− −
⇒ − ≠ −

+ −
− = =

− −

۲

۱

۱

۳ ۴۱ ۲
۱

۱ ۱
۲ ۶ ۴۱ ۲

۱

) خرداد - ۱۴۰۱ ( x مشتق پذیر باشد، مقدار a را محاسبه کنید.  = 0 ) در  )
ax x

f x
x x x

+ → <
=  + + → ≥

۲

۱ ۰
۳ ۱ سوال 62   اگر ۰

x کـه نقطـه مـرزی تابـع اسـت، مشـتق دارد یعـنی مشـتق چـپ و راسـت بـا هـم برابر    در اینجـا می دانیـم کـه تابـع در نقطـه ۰=
اسـت. پـس بـا اسـتفاده از تعریـف یا قوائد مشـتق گیری مشـتق چپ و راسـت را محاسـبه و مسـاوی هـم می گذاریم تـا مقدار a به دسـت آید

1

1



ریاضی دوازدهمریاضی دوازدهم گروه آموزشی مشاوره‌ای نوتروفیلگروه آموزشی مشاوره‌ای نوتروفیل notruphilnotruphil

2626

x پیوسته است. پاسخ:  تابع f در نقطه ۰=

 	
( )
( )

'
'

f
a

f a
+ =

→ =
− =

۰ ۳
۳

۰

) را در نظر بگیرید: 	 ) خرداد - ۹۸ ( ) x x
f x

x x
− <

=  − ≥
2

2 1 0
1 0

سوال 63  تابع 

) وجود ندارد. )f ' 0 الف ( نشان دهید 

ب ( ضابطه تابع مشتق را بنویسید.

f را رسم کنید. ' ج ( نمودار تابع 

x بررسی کنیم اما برای قسـمت » ب « از    در این سـوال برای قسـمت » الف « که کافیسـت مشـتق چپ و راسـت را در نقطه ۰=
) اسـت. فقط نکته مهم اینجاسـت  )f ' x هـر ضابطـه مشـتق می گیریـم و مثل خود تابع می نویسیم فقط حواسـمان هسـت که تابع مشـتق یا 

x مشـتق نداشـتیم، علامت مسـاوی را در دامنـه نمی گذاریم و در واقـع آن را از دامنه تابع مشـتق حذف می کنیم. کـه اگـر در نقطه ۰=

x گوشه ای و مشتق ناپذیر است.  پاسخ:  الف ( در ۰=

 ( ) x
f ' x

x x
<

=  >

۲ ۰
۲ ۰

ب ( 

ج ( 

) دی - ۹۸ ( ) موجود نیست. )f ' 0 ) موجودند ولی  )'f− 0 ) و  )'f+ 0 ) نشان دهید  ) x x
f x

x x
 <= 

≥

2 0
0

سوال 64  اگر 

x وجـود دارد ولی با هـم برابر    در ایـن سـوال منظـور از صـورت سـوال ایـن اسـت که مشـتق چپ و راسـت ایـن تابع در نقطـه ۰=
نیسـتند پـس نقطـه مشـتق ناپذیر اسـت. پس کافیسـت ما مشـتق چپ و راسـت را محاسـبه کنیم

پاسخ:  	                

) موجود نیست.  )f ' ۰
( )

( )
( ) ( )

'

' '

'

lim

lim

x

x

xf
x f f
xf
x

+

−

+ →

+ −

− →

−
= =

− ⇒ ≠
−

= =
−

۰

۲

۰

۰۰ ۱
۰ ۰ ۰
۰۰ ۰
۰

سوال 65  مشتق تابع زیر را به دست آورید. ) ساده کردن مشتق الزامی نیست.( 	 ) خرداد - ۱۴۰۱ (

( ) xf x
x
−

=
+

9 2
1
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  سـوالات مشـتق گیری پـای ثابـت امتحانـات نهـایی اسـت پس بایـد به قواعد آن مسـلط باشیـم. در اینجا یـک تابع رادیـکالی که زیر 
آن کسـر وجـود دارد و بایـد مشـتق گیـری را انجـام دهیم کـه دو راه وجود دارد یا مشـتق رادیـکالی بلد باشیم یـا رادیکال فرجـه ۲ را به توان 

۱ تبدیـل کنیم و مشـتق از تـوان بگیریم
۲

پاسخ:  

 	( )

( ) ( )
( )'

x x
x

f x
x
x

+ − −

+
=

−
+

۲

۹ ۱ ۱ ۹ ۲
۱

۹ ۲۲
۱

) دی - ۹۹ ( سوال 66  مشتق تابع های زیر را به دست آورید. ) ساده کردن مشتق الزامی نیست. ( 

) ) الف ) xf x ( )
x

=
−

2
5

3 1
) ) ب ) ( ) ( )g x x x= + +33 2 1  	

  بـرای بـه دسـت آوردن مشـتق در ایـن سـوال به مشـتق گیری تـوان و رادیـکال و کسـر و همچنین مشـتق ضرب باید مسـلط باشیم 
و نکتـه مهـم اینکـه نیـاز به ساده سـازی هم نیسـت و همـه مراحـل را به همان شـکل کامـل می نویسیم.

پاسخ:  

) ) الف ) ( )
( )

' ( ) ( )
x x xxf x

x x
− −

=
− −

۲۲
۴

۲

۲ ۳ ۱ ۳
۵

۳ ۱ ۳ ۱
 	 

) ) ب ) ( )' ( ) ( )g x x x x
x

= + + +
+

۳ ۲۳ ۱ ۳ ۳ ۲
۲ ۳ ۲ 	

سوال 67  مشتق توابع زیر را به دست آورید. ) ساده کردن مشتق الزامی نیست. ( 	 ) خرداد - ۱۴۰۲ (

) ) الف ) ( ) ( )f x x x= + +33 2 4 	

) ) ب ) xg x
x

− +
=

−

2۷ 1
6

	

) ) پ )h x ( x )= −5 42 1 	

  برای حل سوالات مشتق گیری حتماًً به قاعده مشتق تابع مرکب مسلط باشید تا در حل این سوالات به مشکل بر نخورید.



ریاضی دوازدهمریاضی دوازدهم گروه آموزشی مشاوره‌ای نوتروفیلگروه آموزشی مشاوره‌ای نوتروفیل notruphilnotruphil

2828

پاسخ:  

	  ) الف

 	  ) ب

) 	 ) پ ) ( ) ( )'h x x x= −
۳۵ ۴۴ ۲ ۱ ۱۰

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

'
x x x

g x
x

− − − − +
=

−

۲

۲

۱۴ ۶ ۱ 7 ۱
۶

( )' ( ) ( )f x x x x
x

= + + +
+

۳ ۲۳ ۴ ۳ ۳ ۲
۲ ۳ ۲

) به صورت مقابل است: 	 ) دی - ۱۴۰۱ ( )
( )

x x
f x

x x

 − + ≥= 
− <

2

1 2 2

1 2
سوال 68  نمودار تابع 

x مشتق پذیر است؟ = 2 الف ( آیا تابع f در نقطه 

) مشتق پذیر است؟ چرا؟ ),−∞ 2 ب ( آیا تابع در بازه 

x را به دست آورید. = 2 پ ( مشتق راست تابع f در نقطه 

x مشـتق پذیر نیسـت اما در  =   در قسـمت » الـف « ایـن سـوال بـا توجـه بـه ناپیوسـته بـودن تابع مشـخص اسـت که در نقطـه ۲
قسـمت » ب « بـا توجـه بـه پیوسـته بـودن تابـع در کل بازه و نداشـتن نقاط گوشـه ای و شکسـته در کل بازه مشـتق پذیر اسـت و بـا توجه به 

x کار سـختی نیسـت = داشـتن ضابطه تابع محاسـبه مشـتق راسـت در نقطه ۲

پاسخ:  

الف ( خیر
) مشتقپذیر است.  ),−∞ ۲ ب ( بله، در تمام نقاط بازه 

 	 ( ) ( ) ( )': 'x f x x f x f
x +≥ = − + → = → =
−

۱ ۱۲ ۱ ۲ ۲
۲۲ ۱

پ ( 

, ) بر حسب ثانیه ( داده   0 5 ) بر حسب متر در بازه  )f t t t= − +2 10 سوال 69  معادله حرکت متحرکی به صورت 

x

( ) ( ) ( )
x a

f x f a
lim f ' a

x a→

−
=

−
= آهنگ لحظه ای
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t به دست آورید.) خرداد - ۱۴۰۱ ( = 2 , و سرعت لحظه ای را در   0 5 شده است. سرعت متوسط را در بازه زمانی 

  سـرعت متوسـط همـان آهنـگ متوسـط یـا شیب خـط واصل در نمودار اسـت اما سـرعت لحظـه ای همـان آهنگ لحظـه ای یا شیب 
خـط ممـاس در نمودار اسـت کـه برابر مشـتق در آن نقطه اسـت و داریم

)  آهنگ متوسط ) ( )f x f x y
x x x
− ∆

= =
− ∆

۲ ۱

۲ ۱

      	

پاسخ:  

 	

 '( ) '( ) ( )f t t f= − → = − =۲ ۱ ۲ ۲ ۲ ۱ ۳ 	

( ) ( )f f f
t

∆ − −
= = =

∆ −
۵ ۰ ۳۰ ۱۰ ۴
۵ ۰ ۵

نظر  در  مثبت  بالا  طرف  به  را  حرکت  جهت  می کنیم.  پرتاب  عمودی  طور  به  زمین  سطح  از  را  جسمی  سوال 70  

می آید دست  به   ( )h t t t= − +۲۵ ۴۰ معادله  از  لحظه  هر  در  زمین  سطح  از  ارتفاع  می گیریم. 

, به دست آورید. 	 ) خرداد - ۱۴۰۰ (  5 ۸ الف ( سرعت متوسط جسم را در بازه 

ب ( مشخص کنید در چه لحظه ای سرعت جسم m / s 35 است.

] را محاسـبه می کنیـم امـا بـرای قسـمت » ب « چون  ],۵ ۸   بـرای حـل قسـمت » الـف « ایـن سـوال کـه آهنـگ متوسـط در بـازه 
حـرف از سـرعت یـا آهنـگ لحظـه ای اسـت، پس بایـد از تابع مشـتق بگیریـم و برابر بـا ۳۵ بگذاریم و بـا حل معادلـه ببینیم در چـه لحظه ای 

سـرعت برابر بـا ۳۵ بوده اسـت

پاسخ:  

	  ) الف

)'	  ) ب ) /h t t t= − + = ⇒ =۱۰ ۴۰ ۳۵ ۰ ۵

( ) ( ) ( )h h h
t

∆ − −
= = = −

∆ − −
۸ ۵ ۰ 7۵ ۲۵
۸ ۵ ۸ ۵

، بر حسب متر داده شده است. در چه زمانی سرعت  f (t) t t= −22 سوال 71  معادله حرکت متحرکی به صورت 

, با هم برابرند؟	 ) خرداد - ۹۸ (  0 4 لحظه ای با سرعت متوسط در بازه زمانی 

  ایـن تیـپ سـوال بسیـار پرتکـرار اسـت کـه ما بایـد ابتـدا آهنگ متوسـط را در بازه داده شـده محاسـبه کنیم سـپس عدد به دسـت 
آمـده را مسـاوی مشـتق تابـع بگذاریـم تـا ببینیم بـا آهنگ لحظـه ای در کـدام زمان برابر اسـت

پاسخ:  

)	 آهنگ متوسط ) ( ) ( ), '
f f

f t t t t
− −

= = = = − → − = → =
−

۴ ۰ ۲۸ ۰ 7 ۴ ۱ ۴ ۱ 7 ۲
۴ ۰ ۴
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≥t بر  ≤0 5 ) حرکت می کند، که در آن  )d t t t= − +۲۵ ۲۰ سوال 72  خودرویی در امتداد خط راست طبق معادله 

t چقدر است؟ 	 ) شهریور - ۹۹ ( = 2 حسب ثانیه است. سرعت لحظه ای در 

≥t اطلاعات  ≤۰ ۵ t را در آن قـرار دهیـم تـا جواب به دسـت آیـد و  = ۲   در ایـن سـوال فقـط کافیسـت از تابـع مشـتق بگیریـم و 
اضافـه سـوال اسـت و کمـکی به مـا نمی کند

)پاسخ:  	  ) ( )' 'd t t d= − + ⇒ =۱۰ ۲۰ ۲ ۰

x چند برابر آهنگ = 2 ) در نقطه ای به طول  )f x x x= + +22 5 1 سوال 73  آهنگ تغییر لحظه ای تابع 

−, است؟ 	 )خرداد - ۱۴۰۲(  2 0  تغییر متوسط آن در بازه 

  در ایـن سـوال بایـد آهنـگ لحظـه ای در زمان گفته شـده و آهنگ متوسـط در بازه گفته شـده را به دسـت آوریم سـپس نسـبت آنها 
بـه یکدیگـر را حسـاب کنیـم یا به عبـارتی حاصل تقسیـم آهنگ لحظه ای به متوسـط را محاسـبه کنیم

پاسخ:  

 	

 	

] است.  ],−۲ ۰ ، ۱۳ برابر آهنگ تغییر متوسط آن در بازه  x = ۲ پس آهنگ تغییر لحظه ای تابع در نقطه 

( ) ( )
( )

( )f f− − − −
= =

− −
۰ ۲ ۱ ۱

۱
۰ ۲ ۲

( ) ( )' 'f x x f= + ⇒ =۴ ۵ ۱۲ ۱۳

) را در صورت وجود به دست آورید. )f x x x x= − − +3 21 23
3 3

سوال 74  اکسترمم های نسبی تابع 

) خرداد - ۱۴۰۱ (  

  بـرای بـه دسـت آوردن اکسـترمم های نسـبی تابـع ابتـدا از تابـع مشـتق گرفتـه و ریشـه های مشـتق را به دسـت می آوریم و بـا قرار 
دادن در جـدول تعییـن علامـت Max یـا min بودن آنها مشـخص میشـود

پاسخ:  	  

تکمیل جدول 
( )' ,f x x x x x= − − = = = −۲ ۲ ۳ ۰ ۳ ۱

سوال 75  در تابع زیر، ابتدا نقاط بحرانی تابع را به دست آورید و سپس با رسم جدول تغییرات تابع، نقاط ماکزیمم و 

) دی - ۹۸ ( مینیمم نسبی آن را در صورت وجود مشخص کنید. 

( )f x x x x= + − −3 23 9 10 	

  نقـاط بحـرانی نقـاطی از تابـع هسـتند کـه مشـتق آنها صفـر یا مشـتق ناپذیرنـد. در اینجا با توجـه به اینکـه تابع پیوسـته و در تمام 
نقـاط مشـتق پذیر اسـت پس نقـاط بحـرانی نقاطی هسـتند که مشـتق آنها صفر می باشـد

پاسخ:   تکمیل جدول 

 	( )'
x

f x x x
x

=
= + − =  = −

۲ ۱
۳ ۶ ۹ ۰

۳

سوال 76  نقاط بحرانی تابع زیر را به دست آورید و سپس با رسم جدول تغییرات تابع، نقاط ماکزیمم نسبی و مینیمم 

نسبی آن را در صورت وجود مشخص کنید. 	 ) شهریور - ۱۴۰۲ (

 ( )f x x x x= − + + −3 22 3 12 9 	

  پـس از پیـدا کـردن نقـاط بحـرانی جـدول تعییـن علامت را رسـم می کنیم و بـا تعیین علامـت Max و min را تشـخیص می دهیم 
نقطـه ای کـه اطـراف آن مشـتق از منـفی بـه مثبـت تغییـر کنـد min نسـبی و نقطـه ای که اطـراف آن مشـتق از مثبت بـه منـفی تغییر کند 

Max نسـبی است

پاسخ:  

 	

جدول  

( )'
x

f x x x
x
= −

= − + + = →  =
۲ ۱

۶ ۶ ۱۲ ۰
۲

--

) باشد، مقادیر b و d را به دست آورید.  )f x x bx d= + +3 2 سوال 77  اگر نقطه )2,1( نقطه اکسترمم نسبی تابع 

 ) خرداد - ۱۴۰۰ (

  وقـتی گفتـه می شـود نقطـه ای اکسـترمم نسـبی تابـعی اسـت 2 تـا اطلاعـات به مـا داده شـده: ) 1 ( آن نقطـه در تابع وجـود دارد و 
صـدق می کنـد. ) 2 ( در آن نقطـه مشـتق تابـع فـصر اسـت پـس بـا اسـتفاده از ایـن دو مـورد دو مجهول سـوال به دسـت می آید

2
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  نقـاط بحـرانی نقـاطی از تابـع هسـتند کـه مشـتق آنها صفـر یا مشـتق ناپذیرنـد. در اینجا با توجـه به اینکـه تابع پیوسـته و در تمام 
نقـاط مشـتق پذیر اسـت پس نقـاط بحـرانی نقاطی هسـتند که مشـتق آنها صفر می باشـد

پاسخ:   تکمیل جدول 

 	( )'
x

f x x x
x

=
= + − =  = −

۲ ۱
۳ ۶ ۹ ۰

۳

سوال 76  نقاط بحرانی تابع زیر را به دست آورید و سپس با رسم جدول تغییرات تابع، نقاط ماکزیمم نسبی و مینیمم 

نسبی آن را در صورت وجود مشخص کنید. 	 ) شهریور - ۱۴۰۲ (

 ( )f x x x x= − + + −3 22 3 12 9 	

  پـس از پیـدا کـردن نقـاط بحـرانی جـدول تعییـن علامت را رسـم می کنیم و بـا تعیین علامـت Max و min را تشـخیص می دهیم 
نقطـه ای کـه اطـراف آن مشـتق از منـفی بـه مثبـت تغییـر کنـد min نسـبی و نقطـه ای که اطـراف آن مشـتق از مثبت بـه منـفی تغییر کند 

Max نسـبی است

پاسخ:  

 	

جدول  

( )'
x

f x x x
x
= −

= − + + = →  =
۲ ۱

۶ ۶ ۱۲ ۰
۲

--

) باشد، مقادیر b و d را به دست آورید.  )f x x bx d= + +3 2 سوال 77  اگر نقطه )2,1( نقطه اکسترمم نسبی تابع 

 ) خرداد - ۱۴۰۰ (

  وقـتی گفتـه می شـود نقطـه ای اکسـترمم نسـبی تابـعی اسـت 2 تـا اطلاعـات به مـا داده شـده: ) 1 ( آن نقطـه در تابع وجـود دارد و 
صـدق می کنـد. ) 2 ( در آن نقطـه مشـتق تابـع فـصر اسـت پـس بـا اسـتفاده از ایـن دو مـورد دو مجهول سـوال به دسـت می آید
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پاسخ:  

( )f b d= → + = −۲ ۱ ۴ 7  ( )f ' b b= → + = = −۲ ۰ ۱۲ ۴ ۰ ۳   	
 d d− + = − → =۱۲ 7 ۵  	

به دست  را   b و   a مقادیر  باشد،   ۷ برابر  نسبی  ماکزیمم  دارای   x = 1 در   ( )f x ax bx= +2 تابع  اگر  سوال 78  

آورید. 	 ) خرداد - ۹۸ (

 x x اکسـترمم نسـبی داریم و مقدار آن ۷ اسـت، یعنی نقطه )1,7( روی تابع اسـت و در ۱=   در این سـوال گفته شـده که در ۱=
مشـتق تابـع صفر اسـت. پس با ایـن دو اطلاعـات دو مجهول a و b را پیـدا می کنیم

پاسخ:  

  

	

( ) ,f a b a b= → = + → = − =۱ 7 7 7 ۱۴

( )'f x ax b a b b a= + → = + → = −۲ ۰ ۲ ۲

را   ‌d و   b مقادیر  است.  مقابل رسم شده  به صورت شکل   ( )f x x bx d= + +3 2 با ضابطه  تابع  نمودار  سوال 79 

بیابید. 	 ) دی - ۱۴۰۱ (

  با توجه به نمودار تابع می توان متوجه شد که 2 اکسترمم نسبی داریم که 
مختصات یکی از آنها به ما داده شده و با دانستن این نکته که در آن نقطه مشتق 

تابع صفر است، می توان مقادیر b و d را پیدا کرد. 

پاسخ:  

 	

  	( ) ( )f d d= → + − + = =۲ ۱ ۸ ۱۲ ۱ ۵

( ) ( )' 'f f x x bx b= → = + = −۲۲ ۰ ۳ ۲ ۳

) در آن صعودی اکید باشد را با استفاده از جدول  )f x x x= − + +32 6 11 سوال 80  بزرگترین بازه از R که تابع 

تغییرات بیابید. 	 ) خرداد - ۱۴۰۲ (
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   بـرای پیـدا کـردن بازه هـایی کـه تابـع در آنهـا صعـودی یا نزولی اسـت کافیسـت از تابـع مشـتق بگیریم و ریشـه ها را پیـدا کنیم یا 
بـه عبـارتی نقـاط بحـرانی را بـه دسـت آوریـم و جـدول تعییـن علامـت را رسـم کنیم و بـا توجه بـه جـدول بازه های صعـودی و نـزولی کاملًاً 

مشـخص است

پاسخ:  

  	
 

] صعودی اکید است. ],−۱۱ پس تابع در بازه 

( )'f x x x= − + = ⇒ = ±۲۶ ۶ ۰ ۱

) خرداد - ۹۸ (  −, به دست آورید.  1 3 ) را در بازه  )f x x x x= + −3 22 3 12 سوال 81  اکسترمم های مطلق تابع 

  بـرای پیـدا کـردن اکسـترمم های مطلـق تابـع ابتـدا نقاط بحـرانی را پیـدا می کنیم سـپس نقاط بحـرانی و نقـاط ابتدا و انتهـای بازه 
را درون تابـع اصـلی قـرار داده و خروجی هـا را بـه دسـت می آوریـم. نقطـه ای که بیشـترین عـرض را دارد Max مطلق و نقطـه ای که کمترین 

عـرض را دارد min مطلـق تابع اسـت

پاسخ:  

 	

( ) ( ) ( )f ,f ,f= − − = =۱ 7 ۱ ۱۳ ۳ ۴۵ 	

) 7 –,1 ( مینیمم مطلق و نقطه ) 3,45 ( ماکزیمم مطلق 

( ) ( ) [ ],
' '

x
f x x x f x x x

x
= − ∉ −

= + − → = + − = → 
=

۲ ۲ ۲ ۱ ۳۶ ۶ ۱۲ ۲ ۰
۱

) دی - ۱۴۰۰ ( −, مشخص کنید.  1 3 ) را در بازه  )f x x x x= + −3 22 3 12 سوال 82  اکسترمم های مطلق تابع 

  نکتـه مهـم در بـه دسـت آوردن اکسـترمم مطلـق این اسـت کـه نقاط به دسـت آمده حتمـاًً درون بازه مشـخص شـده و دامنه گفته 
صورت سـوال حضور داشـته باشـد نقاط بحـرانی خارج بـازه قابل قبول نیسـتند شـده در ـ

پاسخ:  

  	

( )f − =۱ ۱۳  	

	

( ) [ ]'
,

x
f x x x

x
=

= + − =  = − ∉ −
۲

۱
۶ ۶ ۱۲ ۰

۲ ۱ ۳

( ) ( )
( ) ( )

min ,
max ,

f
f

= − ⇒ −
= ⇒

۱ 7 ۱ 7
۳ ۴۵ ۳ ۴۵
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سوال 83  در بین تمام مستطیل هایی با محیط ثابت ۱۴ سانتی متر، طول و عرض مستطیلی با بیشترین مساحت را 

بیابید. 	 ) خرداد - ۱۴۰۰ (

  بـرای حـل ایـن سـوال ابتـدا رابطه محیط مسـتطیل را می نویسیـم و برابـر ۱۴ می گذاریم و از ایـن رابطه بین طول و عـرض ارتباطی 
بـه دسـت می آیـد. سـپس رابطـه مسـاحت را می نویسیـم و بـا اسـتفاده از ارتبـاط بـه دسـت آمـده بین طـول و عـرض رابطه مسـاحت را تک 

متغیـره می کنیـم و بـرای پیـدا کردن بیشـترین مسـاحت مقـدار Max تابع را پیـدا می کنیم

پاسخ:  

 	     
 	/ , /x y→ = =۳ ۵ ۳ ۵

( ) ( ) ( )'y x s y x x x s x x= − → = = − → = − =۲7 7 7 ۲ ۰

سوال 84  پنجره ای به شکل یک مستطیل و نیم دایره ای بر روی آن داریم به طوری که قطر نیم دایره برابر با پهنای 

مستطیل است. اگر محیط این پنجره ۶ متر باشد، ابعاد آن را طوری بیابید که بیشترین نور دهی را داشته باشد

	 ) خرداد - ۱۴۰۲ (

   بـرای حـل ایـن سـوال ابتـدا یک شـکل فرضی رسـم کنید و محیـط را به دسـت آورده 
و برابـر ۶ قـرار دهیـد و سـعی کنیـد که ارتبـاطی بیـن پارامترها به دسـت آورید؛

محیط r rh r r h r r h ππ π − −
= + + = → = − − → =

۶ ۲۲ ۲ ۶ ۲ ۶ ۲
۲  

 	

پاسخ:  

  	

  r r r− − π = ⇒ =
+ π
۶۶ ۴ ۰

۴
 	

( )
h

− + π
+ π= =

+ π

۶۶ ۲ ۶۴
۲ ۴

 	

r rh r r h ππ − −
+ + = ⇒ =

۶ ۲۲ ۲ ۶
۲ ( ) ( )S r r r r S' r r r= − − π ⇒ = − − π۲ ۲۱۶ ۲ ۶ ۴

۲

+

بود. هنگام  cm232 خواهد  با مساحت  متن  کتاب جیبی، شامل یک  از یک  سوال 85  هر صفحه مستطیل شکل 

طراحی قطع این کتاب، لازم است حاشیه های بالا و پایین هر صفحه cm 2 و حاشیه های کناری هر کدام یک سانتی متر 
در نظر گرفته شوند. ابعاد صفحه را طوری تعیین کنید، که مساحت هر صفحه از کتاب کمترین مقدار ممکن باشد.

	 ) خرداد - ۹۹ (
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cm۲۳۲ اسـت. پس رابطـه مسـاحت مسـتطیل را می نویسیم و رابطـه طول و    مقـدار نوشـته های هـر صفحـه مسـتطیلی با مسـاحت
عـرض را از آن بـه دسـت می آوریـم. حـال مسـاحت هر صفحـه از کتاب را طبـق اطلاعات گفته شـده در سـوال می نویسیم و با توجـه به رابطه 

طـول و عـرض آن را تـک متغیـره می کنیم و بقیه مراحل مشـابه سـوالات قبل اسـت

پاسخ:  

	

 ,x y→ = =۸ ۴ 	
ابعاد صفحه: 6 × 12 است.

( ) ( ) ( ) ( )'xy f x y x x f x
x x

= → = + + = + + → = − + =۲

۱۲۸ ۱۲۸۳۲ ۲ ۴ ۴۰ ۲ ۲ ۰

) دی - ۹۸ ( سوال 86  دو عدد حقیقی بیابید که تفاضل آنها ۱۰ باشد و حاصل ضربشان کمترین مقدار ممکن گردد.

  اخـتلاف دو عـدد ماننـد x و y، ۱۰ واحـد اسـت. بـا توجه به ایـن رابطه حاصل ضرب ایـن دو عدد را به صورت تـک متغیر می نویسیم 
و بـا مشـتق گیری و یافتـن ریشـه مشـتق یکی از آن اعداد پیدا شـده و بـا توجه به رابطه بیـن دو عدد دیگری را نیز پیـدا می کنیم

پاسخ:  

 	
  	

( ) ( ) ( ) ( )'f x xy f x x x x x f x x= → = + = + → = + =۲۱۰ ۱۰ ۲ ۱۰ ۰

,x y→ = − =۵ ۵

سوال 87  درستی یا نادرستی عبارت زیر را مشخص کنید. 	 ) شهریور – ۹۹ (

هر نقطه اکسترمم نسبی تابع، یک نقطه بحرانی آن است.

  هر نقطه اکسترمم نسبی یک نقطه بحرانی است، چون در آن مشتق صفر است ولی هر نقطه بحرانی اکسترمم نسبی نیست.

پاسخ:  درست

) دی - ۹۹ ( سوال 88  در جای خالی عبارت ریاضی مناسب قرار دهید. 

) برابر ....................... است. )h'' 1 ) باشد، آنگاه  )h x x x= + −4 23 2 1 اگر 

  خواسـته ایـن سـوال مشـتق مرتبـه دوم تابـع اسـت یعـنی دوبار پشـت سـر هم از تابع مشـتق بگیریم سـپس عبارت خواسـته شـده 
را محاسـبه کنیم

پاسخ:  

( ) ( ) ( )h x x x h ' x x x h '' x x= + − → = + → = +۴ ۲ ۳ ۲۳ ۲ ۱ ۱۲ ۴ ۳۶ ۴ 	

( )h ''→ = + =۱ ۳۶ ۴ ۴۰ 	
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سوال 89  درستی یا نادرستی عبارت زیر را مشخص کنید.  ) شهریور – ۱۴۰۱ (

» هر نقطه دلخواه از دامنه تابع ثابت، یک نقطه بحرانی است. «

  تمام نقاط روی تابع ثابت بحرانی هستند، چون مشتق همه آنها برابر صفر است.

پاسخ:  درست 

سوال 90  در یک بیضی افقی طول قطر بزرگ ۸ و طول قطر کوچک ۶ واحد است. فاصله کانونی بیضی را به دست 

آورید. 	 ) خرداد - ۹۸ (

  با داشتن قطر بزرگ و کوچک بیضی فاصله کانونی را از رابطه زیر به دست می آوریم:

a b c= +۲ ۲ ۲  	 2c =2 ، فاصله کانونیb =2 ، قطر کوچکa = قطر بزرگ

پاسخ:  

 	

	c a b c c c= − → = − = → = =۲ ۲ ۲ ۲ ۱۶ ۹ 7 7 ۲ ۲ 7

,a a b b= → = = → =۲ ۸ ۴ ۲ ۶ ۳

) دی - ۹۸ ( سوال 91  کانون های یک بیضی نقاط ) 1,3 ( و ) 5 -,1 ( است. 

الف ( فاصله کانونی و مختصات مرکز بیضی را بنویسید.

ب ( اگر a = 6 باشد، اندازه قطر کوچک و خروج از مرکز بیضی را پیدا کنید.

   فاصلـه کانـونی فاصلـه بیـن دو کانـون اسـت کـه با توجـه به یکسـان بودن طول هـا برابر اخـتلاف عـرض کانون ها اسـت و مختصات 
مرکـز هم وسـط دو کانون اسـت

پاسخ:  

O ) الف

+
=

−
= −

۱ ۱ ۱
۲

۳ ۵ ۱
۲

) مرکز  )FF' | | C C= − − = = → =۳ ۵ ۸ ۲ ۴  	

b' ) ب a c b BB= − = − = → = → =۲ ۲ ۲ ۳۶ ۱۶ ۲۰ ۲۰ ۲ ۲۰
ce
a

= =
۲
۳

 	

سوال 92  کانون های یک بیضی نقاط ) 1,3 ( و ) 5 -,1 ( است.

 میبینی که این سوال دو بار اومده! سبکشو خوب یاد بگیر! ) خرداد - ۹۹ (

الف ( فاصله کانونی و مختصات مرکز بیضی و معادله قطر بزرگ بیضی را بنویسید.

ب ( اگر a = 6 باشد، اندازه قطر کوچک و خروج از مرکز بیضی را پیدا کنید.
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ce خروج از مرکـز بیضی همواره عـددی بین صفر 
a

=   بـرای پیـدا کـردن خـروج از مرکـز بیـضی از رابطه مقابل اسـتفاده می کنیـم: 
و یک اسـت

پاسخ:  

O ) الف

+
=

−
= −

۱ ۱ ۱
۲

۳ ۵ ۱
۲

	  مرکز  

x = 1 :و معادله قطر بزرگ

	 ) ب

ce
a

= =
۲
۳

 	

( )' | |FF C C= − − = = → =۳ ۵ ۸ ۲ ۴

'b a c b BB= − = − = → = ⇒ =۲ ۲ ۲ ۳۶ ۱۶ ۲۰ ۲۰ ۲ ۲۰

، مرکز آن ) 1 -,4 - ( و طول قطر کوچک این بیضی ۶ واحد است. 4
5

سوال 93   خروج از مرکز یک بیضی افقی 

) دی - ۱۴۰۰ ( 	

الف ( فاصله کانونی را محاسبه کنید.

ب ( مختصات نقاط دو سر قطر بزرگ این بیضی را پیدا کنید. 

  بـا توجـه بـه اینکـه گفتـه شـده بیـضی افـقی اسـت یعنی قطـر بـزرگ در راسـتای محور x ها اسـت پـس با پیدا کـردن انـدازه قطر 
بـزرگ از مرکـز بیـضی در راسـتای محـور x بـه انـدازه نصـف آن عقـب و جلـو می رویم تـا مختصات دو سـر آن به دسـت آید

پاسخ:  

	   ) الف

	  ) ب

'a c c c FF c= ⇒ = + = = ⇒۲ ۲۵ ۲۵ ۹ ۲ ۸
۴ ۱۶

( , ), ( , )a A A= ⇒ − − −۵ ۱ ۱ ۹ ۱

) خرداد - ۱۴۰۱( x مماس باشد. y− =3 4 3 سوال 94  معادله دایره ای بنویسید که مرکز آن ) 0,3 ( و بر خط 

  بـا داشـتن مرکـز دایـره و شـعاع آن می تـوان معادلـه دایـره را نوشـت. اینجـا ضابطه خطی ممـاس بر دایره را بـه ما داده کـه با یافتن 
فالـصه نقطـه مرکـز تـا خط اندازه شـعاع نیز به دسـت می آیـد و میتـوان معادله دایره را نوشـت

(x ) (y ) r−α + −β =۲ ۲ ۲ 	

پاسخ: 	 
( )
( )

( ) ( )| |
r x y

× − −
= = ⇒ − + − =

+ −

۲ ۲

۲۲

۳ ۰ ۴ ۳ ۳
۳ ۰ ۳ ۹

۳ ۴

) شهریور - ۱۴۰۰ (  x را نسبت به هم مشخص کنید. y x+ − − =2 2 2 3 0 x و دایره  y+ = 3 سوال 95  وضعیت خط 
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 OH شـعاع دایره و r یـک خـط نسـبت بـه دایـره 3 حالت می تواند داشـته باشـد که بسـتگی بـه فاصله خط تـا مرکز دایـره دارد. اگر  
فالـصه مرکـز تا خط باشـد داریم

OH خط و دایره متقاطع اند. r← <

OH خط بر دایره مماس است. r← =

OH خط بیرون دایره است و همدیگر را قطع نمی کنند. r← >

پاسخ:  

خط و دایره متقاطع اند.

( ), ,

| |

R O
OH R

OH

= + + =
⇒ <

× + × −
= =

+۲ ۲

۱ ۴ ۰ ۱۲ ۲ ۱ ۰
۲

۱ ۱ ۰ ۱ ۳ ۲
۱ ۱

خارج  مماس   ( ) ( )x y m− + + =
2 2 22 1 و   x y x y+ + − + =2 2 2 4 1 0 معادله های  به  دایره  دو  اگر  سوال 96  

باشند، مقدار m را بیابید. 	 ) خرداد - ۱۴۰۲ (

  دو دایـره نسـبت بـه هـم حالت هـای مختلـفی می تواننـد داشـته باشـند. ممـاس خـارج یعـنی مجمـوع شـعاع دو دایـره برابـر فاصله 

Oo' r r '= + کانون هـای آن دو باشـد یعـنی داریـم؛ 

( ): , ,x y x y O r+ + − + = − =۲ ۲ ۲ ۴ ۱ ۰ ۱ ۲ پاسخ:  ۲

( ) ( ) ( ): ' , , 'x y m O r m− + + = − =۲ ۲ ۲۲ ۱ ۲ ۱
'OO = ۳ ۲   
' 'OO r r m m= + ⇒ + = ⇒ = −۲ ۳ ۲ ۳ ۲ ۲

سوال 97  مدرسه A سه برابر مدرسه B دانش آموز دارد. ۳۵ درصد دانش آموزان مدرسه A و ۱۵ درصد دانش آموزان 

مدرسه B معدلی بالای ۱۸ دارند، اگر همه دانش آموزان هر دو مدرسه در یک محوطه حاضر باشند و به تصادف یکی از 
آنها را انتخاب کنیم: 	 ) خرداد - ۱۴۰۲ (

الف ( با چه احتمالی فرد انتخابی از مدرسه A و با چه احتمالی از مدرسه B است؟

ب ( با چه احتمالی فرد انتخابی، معدلی بالای ۱۸ دارد؟

  برای حل سـوالات احتمال کل یک راه سـاده اسـتفاده از نمودار درختی اسـت. قسـمت » الف « سـوال که سـاده اسـت اما قسـمت 
را بـا اسـتفاده از نمودار حـل می کنیم

پاسخ:  

 فرد انتخابی
A

B

→ →

→ →

۳ ۳۵
۴ ۱۰۰
۱ ۱۵
۴ ۱۰۰

 
( )cP = × + × =

۱ ۱۵ ۳ ۳۵ ۳
۴ ۱۰۰ ۴ ۱۰۰ ۱۰

	

OO
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سوال 98  سه ظرف یکسان داریم. ظرف اول شامل ۵ مهره سبز و 4 مهره آبی است. ظرف دوم شامل ۷ مهره سبز و 

سه مهره آبی است. ظرف سوم شامل ۶ مهره سبز و ۴ مهره قرمز است. با چشم بسته یکی از ظرف ها را انتخاب و یک 
مهره از آن بیرون می آوریم. با چه احتمالی این مهره آبی است؟ 	 ) خرداد - ۹۸ (

  ابتدا از بین سه ظرف یکی را برمی داریم و سپس از هر ظرف احتمال انتخاب شدن مهره آبی را حساب می کنیم؛

 مهره آبی

→ →

→ →

→ →

۱ ۴
۳ ۹
۱ ۳
۳ ۱۰
۱ ۰
۳

 	 

( )P A = × + × + × =
۱ ۴ ۱ ۳ ۱ ۶7۰
۳ ۹ ۳ ۱۰ ۳ ۲7۰

پاسخ:  

 	

سوال 99  اگر احتمال انتقال نوعی بیماری خاص به نوزاد پسر 0/08 و نوزاد دختر 0/03 باشد و خانواده ای منتظر به دنیا 

) خرداد - ۹۹ ( آمدن فرزندی باشد، با چه احتمالی نوزاد آنها به بیماری مذکور مبتلا خواهد بود؟

1 ضـرب می شـود. پس داریـم: دختر = نصفِِ سـه 
2

1 اسـت و احتمـال انتقـال بیماری هـم در 
2

  احتمـال دختـر یـا پسـر شـدن کـه 
صـدم و پسـر= نصفِِ هشـت صدم

پاسخ:  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )P A P B P A | B P B P A | B= +۱ ۱ ۲ ۲   	

 	( )P A = × + × =
۱ ۸ ۱ ۳ ۱۱
۲ ۱۰۰ ۲ ۱۰۰ ۲۰۰

سوال 100  دو ظرف یکسان داریم. ظرف اول شامل ۶ مهره سبز و 4 مهره آبی و ظرف دوم شامل ۵ مهره سبز و ۷ 

مهره آبی است. از ظرف اول مهره ای انتخاب کرده و در ظرف دوم قرار می دهیم. سپس یک مهره به تصادف از ظرف دوم 
انتخاب می کنیم. به چه احتمالی این مهره سبز است؟ 	 ) شهریور – ۱۴۰۰ (

۶ اسـت و تعداد مهره های سـبز ظـرف دوم یکی زیاد می شـود اما اگر مهره اول آبی باشـد، 
۱۰

  اگـر مهـره اول سـبز باشـد، احتمـال آن 

۴ اسـت و تعـداد مهره هـای سـبز ظرف دوم ثابـت و آبی ها یکی زیاد می شـود. پس داریم؛ 
۱۰

احتمـال آن 
→ →

→ →

۶ ۶
۱۰ ۱۳
۴ ۵
۱۰ ۱۳

آبی	 سبز

سبزسبز
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پاسخ:  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )P A P G P A | G P B P A | B= +  	

 ( )P A = × + × =
۶ ۶ ۴ ۵ ۵۶

۱۰ ۱۳ ۱۰ ۱۳ ۱۳۰ 	
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تابع همیشه اصل کار و اساس ریاضیه! و چه بهتر از اینکه فصل اول و اصل کار رو با قدرت شروع کنیم...

   توابع چند جمله اي:
ما در سال هاي گذشته با انواع توابع آشنا شديم كه بسياري از آنها زير مجموعه توابع چند جمله اي هستند مانند تابع خطي يا درجه 

كي، تابع درجه 2 و تابع ثابت.
به طور كلي به هر تابع با فرمت را كه در آن و 

اعداد حقيقي و n كي عدد صحيح نامنفي  و باشد كي تابع چند جمله اي از درجه n ميناميم. 
عدد صحیح نامنفی  پس تابع  چند جمله اي است اگر: 1. ضرایب اعداد حقیقی باشند. 

باشد.  صفر نباشد.
 

نكته: دامنه توابع چند جمله اي مجموعه اعداد حقيقي است  اما در مورد برد لزوماًً درست نيست؛ براي مثال در تابع ثابت دامنه 

مجموعه اعداد حقيقي است اما برد تنها كي عضو دارد.

   تابع درجه 3:
نوعي تابع چند جمله اي با فرمت كه دامنه و برد آن ℝ است.

مقايسه نمودار درجه 2 و درجه 3 بسيار مهم است:
 

	
نمودار های زیر رو دریاب که مهمن! 

   رسم نمودارهاي پرتكرار:

                  
              

فصل اول: تابعفصل اول: تابع

11
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سوال: درستي يا نادرستي عبارات زير را مشخص كنيد.
كي تابع چند جمله اي از درجه سوم است. )دي 1401( الف( تابع  

درست- اگر عبارت را ساده كنيم ضرايب عضو R و توان ها اعداد صحيح نامنفي هستند و بزرگ ترين توان 3 است.
ب( تابع  كي تابع درجه دوم است. )خرداد 1401(

درست- ضرايب عضو R، توان ها اعداد صحيح نامنفي و بزرگترين توان 2 است.
پ( نمودار تابع  در بازه)0,1( پايين تر از نمودار تابع  است. )دي 1401(

نادرست- در بازه )0,1( نمودار  بالاتر ازاست.

  صعودي يا نزولي بودن تابع
تابع صعودي: به تابعي كه در آن به ازاي افزايش xها )وروديها(، yها )خروجيها( كم نشوند تابع صعودي ميگوييم. به عبارتي 

وقتي روي نمودار كي تابع صعودي از چپ به راست حركت مكينيم يا صعود کند يا ثابت بماند. 
مثال: 	 

تابع نزولي: به تابعي كه در آن به ازاي افزايش xها )وروديها(، yها )خروجيها( زياد نشوند تابع نزولي ميگوييم. به عبارتي اگر 
روي نمودار تابع نزولي از چپ به راست حركت كنيم يا پايين ميآيد يا ثابت ميماند. 

مثال:

	 

تابع ايكداًً صعودي: به تابعي كه در آن به ازاي افزايش xها )وروديها(، yها )خروجيها( فقط زياد شوند تابع ايكداًً صعودي مي 
گوييم. به عبارتي اگر روي نمودار كي تابع ايكداًً صعودي حركت كنيم )از چپ به راست( فقط بالا ميرود )دائماًً صعود میكند.( 

تابع اكیداًً نزولي: به تابعي كه در آن به ازاي افزايش xها )وروديها(، yها )خروجيها( فقط كاهش يابند تابع ايكداًً نزولي 
ميگوييم. به عبارتي اگر روي نمودار كي تابع ايكداًً نزولي از چپ به راست حركت كنيم فقط پايين مي آيد. )دائماًً نزول مكيند.( 
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این چند نكته مهم رو دریاب

به توابع صعودي و نزولي، توابع كينوا ميگويند و به توابع ايكداًً صعودي و ايكداًً نزولي، توابع ايكداًً كينوا ميگويند.
توابع ايكداًً كينوا: كينوا نيز هستند اما برعكس اين جمله صادق نيست.

توابع هم صعودي هم نزولي: تابع ثابت
توابع نه صعودي نه نزولي: توابعي كه در بخشي از دامنه صعودي و در بخش نزولي هستند مانند تابع درجه 2

سوال: نحوه تشخيص صعودي يا نزولي بودن توابع چیست؟
بهترين راه، رسم نمودار توابع است.

سوال: درستي يا نادرستي عبارت هاي زير را مشخص كنيد.
الف( بيشمار تابع وجود دارد كه هم صعودي و هم نزولي است. )خرداد 1402(

 درست- چون بيشمار تابع ثابت داريم.
ب( تابع تابعي ايكداًً صعودي است. )خرداد 1401(

درست- با توجه به نمودار اين تابع دائماًً در حال صعود كردن است.

در دامنه اش كينواست. )شهريور 1402( پ( تابع 

نادرست- با توجه به شكل تابع غيركينواست.

سوال: در جاي خالي گزينه مناسب را انتخاب كنيد.
تابع در دامنهي تعريف خود ......................... )صعودي، نزولي( است. )خرداد 98(

سوال: نمودار تابع زير را رسم كنيد و مشخص كنيد در چه بازه اي صعودي و در چه بازه اي نزولي است. )تمرين كتاب درسي( 
 

تريكب توابع: اگر دو يا چند تابع را با هم تريكب كنيم به آن تابع مركب يا تريكب توابع گفته ميشود.
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حالا چند سوال اساسی بپرسیم:

1- تريكب توابع چه زماني تعريف ميشود؟
زماني كه خروجي تابع اول در ورودي تابع دوم قرار بگيرد يا به عبارتي دامنه تابع دوم و برد تابع اول با هم اشتراك داشته باشند.

2- تريكب توابع چگونه نام گذاري ميشود؟ 
از آخر به اول يعني برعكس آنچه انجام ميشود.

 
3- دامنه تريكب توابع شامل چه عضوهايي است؟

 xهايي كه وارد تابع اول شوند یعنی در دامنه تابع اول باشند و خروجي آنها وارد تابع دوم شود. يعني در دامنه تابع دوم جا بگيرند. 

دامنه تابع مركب را با توجه به تعريف آن بدست آوريد. 

حواست باشه

در تريكب دو تابع با هم سه پارامتر داريم پس سه نوع سوال ميتواند مطرح شود:

  روش هاي كلي حل سؤالات تركيب توابع 
دریاب

نوع اول← با توجه به تعريف به جاي را قرار م‌يدهيم.
نوع دوم← با توجه به تعريف مينويسم.  و آن را

نوع سوم←  را مساوي T در نظر ميگيريم x را برحسب T محاسبه نموده و  را تشيكل ميدهيم سپس در آن به جاي 
T، x ميگذاريم.

سوال:
الف( دامنه تابع fog را با استفاده از تعريف به دست آوريد. 

ب( ضابطه تابع fog را بنويسيد.
 

)مرداد ۱۴۰۲(
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سوال:
الف( دامنه تابع fog را با استفاده از تعريف به دست آوريد.

 ب( مقدار را محاسبه كنيد.

 
سوال: اگر ورودي ماشين مقابل 3 باشد، مقدار خروجي آن چقدر است؟ )خرداد 1401(

ورودي ماشين x است پس به جاي x ورودي عدد 3 را ميگذاريم: 
 

هر قسمت مانند يك تابع است.

سوال: 

 

	   -1( سوال: 

 
 

  انتقال و تبديل نمودار تابع:
x تاثیر برعکس در دامنه و تغییرات در جهت محور

y تاثیر مستقیم در برد و تغییرات در جهت محور
تغييرات در راستاي محور xها لجباز است و برعكس عمل مكيند.

تغييرات در راستاي محور yها همانگونه كه ميبينيم اعمال ميشود.
a ← تابع را در راستاي محور yها منبسط و منقبض مكيند، اگر بيشتر از كي باشد منبسط و اگر بين 0 و 1 باشد منقبض مكيند.

d ← تابع را در راستاي محور yها بالا و پايين ميبرد، اگر مثبت باشد بالا و اگر منفي باشد تابع پايين ميآيد.
در صورت حضور هر دو )d,a(اولويت با a است.

)شهریور ۱۴۰۲(

)شهریور ۱۴۰1(
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b← تابع را در راستاي محور xها منبسط و منقبض مكيند، اگر بزرگتر از كي باشد منقبض و اگر بين صفر و كي باشد منبسط 

مكيند.
c← تابع را در راستاي محور xها به چپ و راست ميبرد، اگر مثبت باشد به سمت چپ و اگر منفي باشد به سمت راست ميرود. 

در صورت حضور هر دو)d,c( اولويت با c است.
چند نکته خفن! 

! اگر پشت كل تابع منفي بيايد )ضريب a منفي باشد( تابع نسبت به محور xها قرينه ميشود.

! اگر پشت x منفي بيايد )ضريب b منفي باشد( تابع نسبت به محور yها قرينه ميشود.

! اگر كل تابع درون قدر مطلق برود آن قسمت كه زير محور xها بوده قرينه شده و بالاي محور xها قرار ميگيرد.

! اگر فقط x درون قدر مطلق برود قسمتي از تابع كه سمت چپ محور yها است حذف ميشود و قسمت سمت راست محور yها 

عيناًً سمت چپ هم قرينه ميشود.

براي رسم از قوانين انتقال از نقاط مرزي كمك ميگيريم. )نقاط ابتدا و انتهاي بازه(

سوال: در جاي خالي عبارت مناسب قرار دهيد.
 روي نمودار تابع ميباشد. نقطه متناظر آن روي نمودار تابع  برابر ................. 

است. )خرداد 1402(
تغييرات در راستاي محور xها برعكس اعمال ميشود پس چون ضريب x دو برابر شده ما x نقطه را نصف مكينيم و در راستاي 

محور yها هم كه تغييري نداريم پس پاسخ است.

سوال:  كدامكي از موارد زير است؟ )خرداد 1401(

! پاسخ: تغييرات در راستاي محور yها همانطور كه هست اعمال ميشود. پس: 

گزينه )پ(  

سوال: نمودار تابع را ابتدا 3 واحد به سمت راست انتقال ميدهيم و سپس عرض نقاط را دو برابر مكينيم. ضابطه جديد 
تابع چیست؟. )شهريور 1402( 

پاسخ: انتقال به سمت راست در جهت محور x هاست پس برعكس انجام ميشود و دو برابر كردن عرض يعني كل تابع را 2 برابر 
مكينيم.

سوال: با استفاده از نمودار تابع f، نمودار خواسته شده را رسم كنيم.
 

پاسخ: با توجه به درسنامه در راستاي محور xها كي واحد به راست و در راستاي محور yها ابتدا 2 برابر سپس 3 واحد به پايين 
انتقال ميدهيم. براي رسم ابتدا نقاط مرزي را انتقال داده سپس آن ها را به هم وصل مكينيم.
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نقاط مرزي
 

 تابع وارون:
 اگر در كي تابع مانند جاي وروديها )دامنه( و خروجيها )برد( را عوض كنيم آنچه حاصل ميشود وارون تابع است و آن را با 

نماد نمايش ميدهيم.
 

حواست باشه

تابع زماني وارون پذير است كه كي به كي باشد.

  وارون كردن تابع در نمايش های مختلف آن
زوج مرتب: در تمامي زوج مرتب هاي تابع جاي مؤلفهي اول و دوم را عوض مكينيم.

نمودار پكياني: جاي مجموعه اول و دوم را عوض مكينيم يا جهت فلش ها را برعكس مكينيم.
نمودار مختصاتي: نمودار تابع را نسبت به نيم ساز ناحيه اول و سوم قرينه مكينيم.

نمايش جبري )ضابطه(: جاي x و y را عوض كرده و سپس y را تنها مكينيم. 
مثال:

 
حواست باشه

گاهي توابعي كه كي به كي نيستند را با محدود كردن دامنه به تابع كي به كي تبديل مكينيم. مانند تابع درجه 2

روش حل سؤالات وارون رو دریاب

براي حل سؤالات وارون تابع تا جايي كه بتوانيم سراغ پيدا كردن وارون نميرويم بلكه كي نقطه در نظر گرفته و جاي x و y آن را 

-2

-2

2

2

-4

-3

4

4

-6

-7

5

6
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عوض مكينيم و در وارون چك مكينيم و با رد گزينه و عددگذاري سؤالات را حل مكينيم.
 

سوال: در جاهاي خالي عبارت مناسب قرار دهيد.
الف(

 ابتدا 5 بايد وارد وارون f شود و چون وارون را نداريم از خود f كمك ميگيريم.

 
 

ب( 
براي حل اين سؤال ميتوانيم از خود f كمك بگيريد يا f وارون را پيدا كنيم.

راه اول:  

راه دوم:  

پ( 
 با توجه به تعريف وارون و توجه به زوج مرتب هاي داده شده جواب عدد 2 است.

 

ت( ضابطه وارون تابع  برابر....................... است. )شهريور 1401(
وارون توان 3، فرجه 3 است پس جواب 

ضابطه و دامنه تابع وارون را بدست آوريد. )شهريور 1402( ث(
ابتدا تابع را مربع كامل مكينيم سپس طبق درسنامه وارون را بدست ميآوريم. 

 

سوال: ضابطه وارون تابع   را به دست آوريد. )دي 99(
 						    

 

(۱۵)

)خرداد1402(

)خرداد1401(

)دی1401(
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به دنیای مثلثات خوش اومدی نوتروفیلی عزیزم... مثلثات هم مطالب حفظی داره هم مفهومی پس بزن بریم تو کارش

را متناوب گوييم هرگاه بتوانيم با انتقال افقي نمودار تابع را بر خودش منطبق كنيم. در اين  دوره تناوب و تابع متناوب: تابع 
صورت حداقل مقدار مثبت انتقال افقي را دوره تناوب اساسي تابع ميناميم و آن را با T نمايش ميدهيم.

است. توابع مثلثاتي متناوب هستند ودوره تناوب آن برابر
توابع مثلثاتي  متناوب هستند و دوره تناوب آنها برابر است.

cos x وsin x  روش هاي �پيدا كردن دوره تناوب توابع

1- فاصلهي بين دو نقطه ماكسيسم تابع
2- فاصله بين دو نقطه مينيمم تابع

3- از كي برخورد تا دومين برخورد بعد از آن با محور xها
دو عمل قدر مطلق و توان زوج دوره تناوبsin x و cos x را نصف مكيند.

این نكته مهم رو دریاب : 

را بدست آوريم مطابق فرمول زير عمل  اگر دوره تناوب تابع را داشته باشيم و بخواهيم دوره تناوب تابع 
مكينيم:

دوره تناوب سینوس و کسینوس: 
ضریبx میشود: 

فصل دوم: مثلثاتفصل دوم: مثلثات
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                   		 مقدار ماكسيمم و مينيمم اين توابع از رابطه زير بدست ميآيد:
						    

    

به نحوه شروع شدن و صعودي و نزولي بودن توابع توجه كنيد. 	                 

 

در كل نه صعودي نه نزولي است ولي در هر بازه تعريف شده از دامنه ايكداًً صعودي

سوال: در جاي خالي عبارت مناسب قرار دهيم.
برد تابع برابر....................... ميباشد. )خرداد 99(

پاسخ: برد تابع برابر مجموعه اعداد حقيقي )R( است.

سوال: دوره تناوب، ماكزيمم و مينيمم تابع زير را بدست آوريد. )دي 99(

 
پاسخ:

سوال: دوره تناوب و مقدار ماكزيمم و مينيمم تابع زير را به دست آوريد. )خرداد 99(

 
پاسخ:

 

y = a sin (bx+d)+c_ _
(cos)
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سوال: نمودارزير قسمتي از نمودار تابع است. حاصل ab را بيابيد. )خرداد 1402(

 پاسخ:
 

اختلاف مقدار max و min تقسيم در 2 برابر ضريب  است.

با توجه به نمودار كه به صورت نزولي شروع شده ab بايد منفي باشد پس 

سوال: معادله كي تابع سينوسي  را بنويسيد كه برد آن و دوره تناوب اصلي آن 
2 است. )خرداد 1402(

پاسخ:
 

همه توابع با اين فرمت درست هستند. 
روابط مثلثاتي دو برابر كمان: گاهي براي محاسبه نسبت هاي مثلثاتي برخي زوايا از رواياي ديگر كمك ميگيريم.

سوال:  را حساب كنيد. )خرداد، شهريور و دي 99(
پاسخ:

 

 

(_4)
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سوال:مقدار  را به دست آوريد. )شهريور 98(
پاسخ:

 

سوال: فرض كنيد زاويه اي حاده باشد، حاصل عبارات   را بدست آوريد. )تمرين كتاب درسي(
پاسخ:

  معادلات مثلثاتي
نقاط معروف روي دايره مثلثاتي رو حفظ باش 
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براي حل معادلات مثلثاتي از روابط زير كمك ميگيريم:

 

 

 
را حل كنيد. )خرداد 1401( سوال: معادله مثلثاتي 

پاسخ:

 
سوال: جواب هاي معادله مثلثاتي  مشخص كنيد. )خرداد 1402(

پاسخ:
 

فقط در بازه قرار دارد.

در دستگاه مختصات زير، رسم شده است طول نقاط برخورد آنها  سوال: نمودار تابع با ضابطه 
را پيدا كنيد. )دي 1401( 

پاسخ:

◻
◻
◻

◻ ◻

◻ ◻
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ابتدا پيدا مكينيم  است:
 

را حل كنيد. )شهريور 1402( سوال: معادله مثلثاتي 
پاسخ:

 

سوال: معادله زير را حل كنيد. )شهريور 1401(
پاسخ:

 
 

را حل كنيد. سوال: معادلهي مثلثاتي 
 
 
 

◻

ضربدر چهار

ق ق

غ ق ق

غ ق ق



ریاضی دوازدهمریاضی دوازدهم گروه آموزشی مشاوره‌ای نوتروفیلگروه آموزشی مشاوره‌ای نوتروفیل notruphilnotruphil

5656

فصل سوم: حد

از قدیم میگن حد را بخوان تا کامروا باشی... حد یه فصل ساده ست پس تا میتونید ازش نمره بگیرید

همسايگي: 
 

 همسايگي محذوف: 
 

همسايگي چپ و راست:
تقسيم چند جمله ايها:

 

سوال: درستي يا نادرستي عبارت هاي زير را مشخص كنيد.
الف( بازه )5و 2( كي همسايگي 4 است. )شهريور 1401(

درست- بازه )5 و 2( شامل 4 ميباشد.
ب( در تقسيم چند جمله اي است. )دي 99(

درست- طبق درسنامه
بخش پذير است. )دي 98(  پ( چند جمله اي

درست- اگر ريشه قرار دهيم باقيمانده صفر ميشود پس بخش پذير است.

سوال: در جاي خالي عبارت رياضي مناسب قرار دهيد.
برابر..................... است. باقيمانده تقسيم عبارت 
را در عبارت جاگذاري كنيم باقيمانده برابر 4 ميشود. اگر ريشه 

  مفهوم حد و محاسبه آن
ميل كردن به عدد يعني بتوان به اندازه دلخواه و بسيار بسيار زياد ب  نشان ميدهند. اگر 

از سمت راست بسيار به a نزدكي شويم آن را با نماد و اگر از سمت چپ بسيار به نزدكي شويم آن را با نماد 
نشان ميدهند.

تعريف حد راست: 
 

تعريف حد چپ: 

فصل سوم: حدفصل سوم: حد

00
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تعريف حد كامل: 

پس تابع وقتي در كي نقطه حد دارد كه حد چپ و راست آن موجود و برابر باشند.
براي محاسبه حد توابع پيوسته نقطه اي كه حد را در آن ميخواهيم به تابع ميدهيم و مقدار حد بدست ميآيد اما در توابعي مانند 

چند ضابطه اي بايد حواسمان به نقاط مرزي باشد و حد چپ و راست را بررسي كنيم.
در تمامي حدها در صورت وجود قدرمطلق يا جز صحيح ابتدا آنها را تعيين تكليف و حذف مكينيم.

 حذف 
كنيم:

1- اگر كسر رادكيال نداشت: صورت و مخرج را با استفاده از فاكتورگيري يا اتحادها تجزيه مكينيم.
2- اگر كسر رادكيال داشت: بايد با استفاده از اتحادهاي چاق و لاغر و مزدوج گويا كنيم.

البته استفاده از هوپيتال بسيار سريع تر خواهد بود به شرطي كه اگر رادكيال داشتيم زير رادكيال صفر نشود.

حد بينهايت: اگر در روند حل صورت كي عدد و مخرج صفر شود جواب حد ما بينهايت خواهد بود.

براي تعيين علامت بايد صفر مخرج را تعيين علامت كنيم. 

حد در بينهايت: اگر در بينهايت بخواهيم از تابع حد بگيريم يعني حد در نقطه روبه رو 
شديم بايد از هم ارزي پرتوان استفاده كنيم يعني از صورت و مخرج تابع عامل پرتوان را برداريم و معادل تابع قرار دهيم، كه با اين 

كار سه حالت پيش ميآيد:
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 انواع حد

حواست باشه

در تمامي حدها در صورت وجود قدرمطلق يا براكت تعيين تكليف مكينيم.

سوال:آيا مقدار وجود دارد؟ چرا؟ )خرداد 1402(
پاسخ:

ميل مكيند برابر.................... است. )دي 1401( سوال: حاصل حد تابع 
پاسخ:

توان جملات پرتوان برابر است پس پاسخ تقسيم ضرايب ميشود.
 

سوال: حدهاي زير را در صورت وجود محاسبه كنيد. )خرداد 1402(
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سوال: حد زير را در صورت وجود محاسبه كنيد. )دي 1401(
 

سوال: نمودار تابع f به شكل مقابل است. حدهاي زير را محاسبه كنيد. )دي 1401(

پاسخ: در سؤالات نموداري با توجه به اينكه x به چه چيز ميل مكيند y را پيدا مكينيم.

سوال: نمودار تابع f به شكل مقابل است حدود خواسته شده را محاسبه كنيد. )خرداد 1401(

پاسخ:
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فصلی گره خورده به حد! به مشتق خوش اومدی

تعريف مشتق: اگر تابع پيوسته باشد مشتق در اين نقطه به صورت زير تعريف ميشود: 
یا

   

مشتق یعنی شيب خط مماس در كي نقطه .
خط مماس و مشتق چپ و راست: براي رسم خط مماس بايد نقطه تعريف شده و پيوسته باشد. اگر اين دو شرط برقرار باشد نيم 

مماس چپ و راست را رسم مكينيم، اگر اين دو نيم مماس در كي راستا باشند در آن نقطه مماس كامل داريم.

سوال: با توجه به نمودارهاي توابع  fو g حاصل است؟ )خرداد 1402(

فصل چهارم : مشتقفصل چهارم : مشتق

(a)

2 5 2 3
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سوال: نمودار تابع f به صورت زير رسم شده است اگر خط d در نقطه A بر نمودار تابع f مماس باشد؟ )دي 1401(

الف( حاصل را بيابيد.
ب( شيب خط هاي مماس در نقاط A و B را مقايسه كنيد.

پاسخ:

 

مشتق پذيري در نقطه:   مشتق پذير است هرگاه دو شرط زير همزمان برقرار باشد: 
1- تابع در اين نقطه پيوسته باشد.

تابع مشتق و قوانين مشتق گيري: اگر در تعريف مشتق به جاي عدد معلوم از عدد مجهول x استفاده كنيم مشتق در هر نقطه از 
تابع بدست ميآيد كه به آن تابع مشتق ميگوييم.

قوانين مشتق گيري:
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مشتق عامل صفر شونده: اگر بخواهيم مشتق تابع y در نقطه را محاسبه كنيم و اين نقطه ريشه تابع باشد كافیست فقط از همان 
عبارت مشتق بگيريم و بقيه عبارات را به همان شكل جاگذاري كنيم.

	 مثال:

					   
 

مشتق مرتبه دوم: اگر از تابعي دو بار مشتق بگيريم به عبارت حاصل مشتق مرتبه دوم ميگويند.
 مثال:

حواست باشه

سوال: نمودار تابع به صورت مقابل است:)دي 1401(

پاسخ:
الف(  خير. چون ناپيوسته است و يكي از شروط مشتق پذيري پيوستگي است.و

ب( بله. در تمام نقاط اين بازه پيوسته و مشتق پذير است.
پ(
  

سوال: 

پاسخ:

(خرداد۱۴۰۱)
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سوال:  مشتق پذير باشد، مقدار a را محاسبه كنيد. )خرداد 1401(

پاسخ:

سوال: مشتق توابع زير را بدست آوريد. )ساده كردن الزامي نيست( )خرداد 1402(

سوال: مشتق توابع زير را بدست آوريد. )ساده كردن الزامي نيست( )دي 1401(

آهنگ تغيير: در سؤالات اين فصل 2 نوع آهنگ تغير را بررسي مي كنيم:

   
سوال:  چند برابر آهنگ تغيير متوسط آن در بازه 

 است؟ )خرداد 1402(
آهنگ تغيير متوسط = شيب خط

 

آهنگ تغيير لحظه اي= مشتق

13
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سرعت سوال: 

سوال: جسمي را از سطح زمين به طور عمودي پرتاب مكينيم،  جهت حركت به طرف بالا را مثبت در نظر ميگيريم. فرض كنيم 
ارتفاع اين جسم از سطح زمين در هر لحظه از معادله به دست آيد. )دي 1401(

الف( سرعت متوسط در بازه را بيابيد.
ب( در چه زماني سرعت لحظه اي آن برابر 16 متر بر ثانيه است. 

پاسخ:

فصل پنجم: كاربرد مشتق

یک فصل خیلی جذاب داریم! اما حواست باشه که این فصل هم در امتداد دو فصل اخیره. بدون معطلی بریم و فصل رو 

بخونیم! 

دو نکته زیر را دریاب

نكته 1: ابتدا و انتهاي دامنه نقطه بحراني هستند چون مشتق ندارند.

نكته 2: بهترين راه براي بدست آوردن نقاط بحراني رسم نمودار توابع است.

اكسترمم هاي نسبي: به نقاط max و min نسبي تابع اكسترمم هاي تابع ميگوييم.

    

(خرداد۱۴۰۱)

t
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تشخيص max و min نسبي با مشتق

   												          

  تشخيص max و min مطلق
1- با استفاده از مشتق نقاط بحراني تابع را پيدا مكينيم.

2- مقدار تابع را در نقاط بحراني و ابتدا و انتهاي بازه يا دامنه بدست ميآوريم.
3- بزرگترين عدد بدست آمده مقدار ماكزيمم مطلق و كوچكترين عدد بدست آمده مقدار مينيمم مطلق تابع است.

نكته: اكسترمم هاي نسبي و مطلق تابع، نقاط بحراني تابع نيز هستند.

سوال: درستي يا نادرستي عبارت هاي زير را مشخص كنيد.
الف( هر نقطه اكسترمم نسبي تابع، كي نقطه بحراني آن تابع است. )خرداد 1402(

درست- نقاط اكسترمم زير مجموعه نقاط بحراني هستند.

ب(:هر نقطه دلخواه از دامنه تابع ثابت، كي نقطه بحراني است. )شهريور 1401(
 درست- مشتق هر نقطه روي تابع ثابت برابر صفر است.

در آن صعودي ايكد باشد را با استفاده از جدول تغييرات بيابيد.  سوال:
)خرداد 1402(

پاسخ:
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را در صورت وجود به دست آوريد. )خرداد 1401( سوال: اكسترمم هاي نسبي تابع 
پاسخ:

 
 
 

به صورت شكل مقابل رسم شده است. )دي 1401(  سوال: نمودار تابع با ضابطه 
مقادير b و d را بيابيد.

پاسخ:

 
 

 بهينه سازي چیه؟ به مسائلي كه كمترين يا بيشترين مقدار عبارتي را ميخواهند بهينه سازي ميگويند.

 مراحل حل كردن سؤالات بهينه سازي
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سوال: پنجره اي به شكل كي مستطيل به نيم دايره اي بر روي آن داريم به طوري كه قطر نيم دايره برابر با پهناي مستطيل است. 
اگر محيط اين پنجره 6 متر باشد، ابعاد آن را طوري بيابيد كه بيشترين نوردهي را داشته باشد. )خرداد 1402(

پاسخ: براي فهم بهتر سوالات بهينه سازي شكل فرضي رسم كنيم.

 
 

 
 

سوال: دو عدد حقيقي بيابيد كه تفاضل آنها 10 باشد و حاصل ضربشان كمترين مقدار ممكن گردد. )دي 1401(
پاسخ:

سوال:  را طوري به دست آوريد كه حاصل 
ضرب اين دو مينيمم گردد. )خرداد 1401(

2

4r

_5

_5
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فصل ششم: هندسه

اعتراف میکنم که هندسه فصل خشکیه . ولی دلیل نمیشه که بذاریم به عشق خودش بیاد و بره که! 

در ابتدا كي سري مفاهيم كه بايد آنها را حفظ باشيد بيان كنيم. )معمولًاً سؤال جا خالي يا درست و نادرست در امتحان دارد(
پس این نکات رو حفظ کن که قراره تو امتحانت بیاد.

  دوران اشکال مختلف: حول یک محور
الف( شكل حاصل از دوران كي مستطيل حول طول يا عرض آن كي استوانه است.

ب( شكل حاصل از دوران كي پاره خط حول پاره خط ديگري كه بر آن عمود است كي دايره است.
پ( شكل حاصل از دوران كي مثلث قائم الزاويه حول يكي از اضلاع  قائمه كي مخروط است.

ت( شكل حاصل از دوران كي دايره حول يكي از قطرهاي آن كي كره است.
ث( شكل حاصل از دوران كي نيم دايره حول شعاع عمود بر قطر آن كي نيم كره است.

شكلي كه از برخورد كي صفحه با كي جسم هندسي حاصل ميشود سطح مقطع آن ناميده ميشود.
مقاطع مخروطي

سطح مخروطي: دو خط d و L در نقطه اي مثل A متقاطع اند. اگر خط d را حول خط L دوران كامل دهيم شكل حاصل كي 
سطح مخروطي ناميده ميشود كه در اين حالت خط L، محورف نقطه A، رأس و خط d، مولد اين سطح مخروطي است.

مقاطع مخروطي: وقتي كي سطح مخروطي توسط كي صفحه برش داده ميشود، معمولًاً سطح مقطع كي منحني است. از آن 
جايي كه اين منحنيها حاصل تقاطع كي صفحه يا كي سطح مخروطي هستند، مقاطع مخروطي ناميده ميشوند.

الف( اگر صفحه بر محور سطح مخروطي عمود باشد و از رأس آن عبور نكند شكل حاصل دايره است.
ب(  اگر صفحه بر محرو سطح مخروطي عمود نباشد و در هيچ حالتي با مولد سطح مخروطي موازي نشود و از رأس عبور نكند شكل 

حاصل بيضي است.
پ( اگر صفحه در يكي از موقعيت ها با مولد سطح مخروطي موازي باشد و از رأس عبور نكند شكل حاصل سهي است.

ت( اگر صفحه سطح مخروطي را هم در قسمت بالايي و هم در قسمت پاييني قطع كند و از رأس عبور نكند شكل حاصل هذلولي 
است.

فصل ششم: هندسهفصل ششم: هندسه
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بيضي: مجموعه نقاطي از صفحه كه مجموع فواصل آنها از دو نقطه ثابت واقع در صفحه، برابر با مقدار ثابت است.
مفاهيم و پارامترهاي مهم در كي بيضي )با توجه به شكل(

F و كانون هاي بيضي هستند كه به فاصله بين آنها فاصله كانوني ميگوييم و اندازه آن را با 2C نشان ميدهيم. 
پاره خطي كه از كانون هاي بيضي ميگذرد كه دو سر آن A و  است قطر بزرگ يا قطر كانوني بيضي ميگوييم و اندازه آن را با 

2a نشان ميدهيم.

پاره  خطي كه در مركز به قطر بزرگ عمود است كه دو سر آن B و است را قطر كوچك بيضي ميگوييم و اندازه آن را با 2bنشان 
ميدهيم.

است را مركز بيضي ميگوييم و با O نشان ميدهيم. نقطه اي كه وسط پاره خط
y ها( آن را بيضي افقي و اگر قطر بزرگ بيضي عمودي باشد )در راستاي محورx اگر قطر بزرگ بيضي افقي باشد )در راستاي محور

ها( آن را بيضي قائم ميناميم.
رابطهي بسيار مهم در بيضي: اگر در كي بيضي اندازه نصف قطر بزرگ را a، اندازه نصف قطر كوچك را b و اندازه نصف فاصله 

كانوني را C بناميم. آنگاه داريم: 
 

 e را خروج از مركز بيضي مينامند كه شاخص كشيدگي بيضي است و معمولًاً آن را با حرف خروج از مركز بيضي: مقدار 
نمايش ميدهيم.

نكته مهم: خروج از مركز بيضي همواره عددي بين 0 و1 است كه هر چه به كي نزدكيتر شود بيضي كشيدتر )لاغرتر( و هر چه به 

0 نزدكيتر شود بيضي به دايره نزدكي ميشود )چاق تر(
نكته: مجموع فواصل هر نقطه روي بيضي از دو كانون آن، مقدار ثابتي است كه برابر است با اندازه قطر بزرگ بيضي پس مجموع 

فواصل هر نقطه بيرون بيضي از دو كانون آن بيشتر از اندازه قطر بزرگ و مجموع فواصل هر نقطه درون بيضي از دو كانون آن كمتر 
از اندازه قطر بزرگ است.

سوال:در جاهاي خالي عبارت مناسب قرار دهيد.
الف( خروج از مركز بيضي با قطر بزرگ 8 و فاصله كانوني 6 برابر.............. است. )خرداد 1401(

پاسخ: قطر بزرگ بيضي برابر a2 و فاصله كانوني برابر c2 است.

ب(: اگر صفحه اي بر محور سطح مخروطي عمود باشد و از رأس عبور نكند، شكل حاصل ......................... است. )شهريور 1402(
پاسخ: با كي تجسم ساده ميشود ضميمه شكل حاصل دايره است. )طبق درسنامه(

ج( شكلي كه از برخورد كي صفحه با كي جسم هندسي حاصل ميشود....................... آن ناميده ميشود. )شهريور 1401(
 طبق درسنامه سطح مقطع ميشود.
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سوال: در بيضي مقابل كانون ها 

الف( فاصله كانوني و مختصات مركز بيضي را بنويسيد. 
ب( معادله قطر كوچك بيضي را بنويسيد. 

پ( مساحت مثلث را بدست آوريد.

الف( كانون ها در كي راستا هستند پس اختلاف y ها برابر فاصله كانوني است:
 

ب( قطر كوچك بيضي كه خط افقي است كه از وسط دو كانون ميگذرد پس:  وسط كانون ها
پ( ارتفاع مثلث مشخص شده برابر نصف قطر كوچك )b( و قائده آن برابر فاصله كانوني است.

پس:  
 

سوال:  بيضي مقابل به ترتيب 10 و 8 باشد: )خرداد 1401(

پاسخ:

 
 

 سوال: 
الف( قطر بزرگ بيضي را بيابيد.

(خرداد1402)

=

(دی1401)
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ب( محيط مثلث برابر مجموع فواصل نقطه M از كانون ها + فاصله كانوني است و طبق درسنامه ميدانيم مجموع فواصل هر نقطه 
روي بيضي از كانون ها برابر اندازه قطر بزرگ است. پس:

دایره: مجموعه نقاطی از صفحه است که فاصله آنها ار نقطه ثابتی در همان صفحه مقداری ثابت و مثبت باشد. این نقطه ثابت را 
مرکز دایره و مقدار ثابت را شعاع دایره میگوییم.

ميناميم. )اين دو معادله به كيديگر قابل تبديل هستند(
مثال:  

اینا رو بخاطر بسپار 

اوضاع نسبي خط دايره: كي خط و دايره سه وضعيت ميتوانند نسبت به هم داشته باشد.
مي توانند دو نقطه اشتراك، كي نقطه اشتراك يا هيچ نقطه اشتراك داشته باشند.

براي فهميدن وضعيت خط و دايره كافيست فاصله مركز دايره تا خط و شعاع دايره را با هم مقايسه كنيم. 
الف(
ب(
پ(

پ(ب(الف(



ریاضی دوازدهمریاضی دوازدهم گروه آموزشی مشاوره‌ای نوتروفیلگروه آموزشی مشاوره‌ای نوتروفیل notruphilnotruphil

7272

يادآوري دو نكته!

1- خط مماس در نقطه تماس با دايره، بر شعاع آن دايره عمود است.

  اوضاع نسبي دو دايره

جدول زیر رو دریاب
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سوال: معادله گسترده كي دايره به شكل است. مختصات مركز دايره و اندازه شعاع دايره را بيابيد. )دي 
)1401

 
 

سوال:  مماس باشد. )خرداد 1401(
: با استفاده از نقطه از خط شعاع را پيدا كرده و معادله را مينويسيم: 

 

سوال: مماس خارج باشند. مقدار m را 
بيابيد. )خرداد 1402(

 
 
 

مشخص كنيد. )شهريور 1402( سوال: وضعيت 
  

چون شعاع دايره بزرگتر از فاصله مركز تا خط است پس خط و دايره متقاطع هستند!

و اما... رسیدیم به اخرین و ساده ترین فصل ریاضی.... از خوندن این فصل لذت ببرید!

1- پديده تصادفي: پديده اي كه نتجيه آن را نتوان قبل از انجا كه به طور قطعي پيش بيني كرد.
2- فضاي نمونه اي: مجموعه تمام نتايح ممكن كي پديده تصادفي را فضاي نمونه اي آن پديده ميناميم و معمولًاً با S نمايش 

ميدهيم.
3- پيشامد تصادفي: هر زير مجموعه از S را كي پيشامد تصادفي ميگوييم.

4- پيشامدها و اعمال روي آنها: فرض كنيد A و B پيشامدهاي از فضاي نمونه اي S باشد.

5- رابطه محاسبه احتمال وقوع كي پيشامد: 
 

فصل هفتم : احتمالفصل هفتم : احتمال

+
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6- پيشامدهاي ناسازگار: دو پيشامد A و B ناسازگار هرگاه A و B با هم رخ ندهند به بيان ديگر 

7- پيشامدهاي مستقل: دو پيشامد A و B مستقل اند هرگاه وقوع هركي بر احتمال وقوع ديگر بيتاثير باشد:
 

8- احتمال شرطي:  نشان ميدهيم، احتمال وقوع پيشامد A به شرط آنكه 
بدانيم پيشامد B رخ داده است: 

 
تعريف افراز: زير مجموعه هايي با تهي از مجموعه S باشند به گونه اي احتماع همه آنها برابر S و 

اشتراك هر دوتاي برابر باشد در اين صورت ميگوييم اين مجموعه ها كي افراز روي S هستند.

كي افراز روي  سوال:
مجموعه اعداد طبيعي هستند.

پاسخ: بايد برابر اعداد طبيعي 
شود پس فقط عدد 1 باقي ميماند كه بايد درون مجموعه C قرار گيرد.  

قانون احتمال كل: دو يا چند عمل انجام ميشود كه احتمال هر كدام را حساب كرده در هم ضرب مكينيم و در نهايت احتمال 

همه حالت ها را با هم جمع مكينيم. )در مثال ها بهتر متوجه ميشويد.(
سوال: مدرسه A سه برابر مدرسه B دانش آموز دارد. 35 درصد دانش آموزان مدرسه A و 15 درصد دانش آموزان مدرسه B معدل 
بالاي 18 دارند، اگر همه دانش آموزان هر دو مدرسه در كي محوطه حاضر باشند و به تصادف يكي از آنها را انتخاب كنيم: )خرداد 

)1402
الف( با چه احتمالي فرد انتخابي از مدرسه A و با چه احتمالي از مدرسه B است؟

ب( با چه احتمالي فرد انتخابي معدل بالاي 18 دارد؟

پاسخ:
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سوال: دو ظرف كيسان داريم ظرف اول شامل 5 مهره سبز و 3 مهره آبي و ظرف دوم شامل 4 مهره سبز و 6 مهره آبي است. 
از ظرف اول مهره اي انتخاب كرده ودر ظرف دوم قرار ميدهيم. سپس كي مهره به تصادف از ظرف دوم انتخاب مكينيم با چه 

احتمالي اين مهره سبز است؟
پاسخ:

سوال: دو جعبه داريم. درون يكي از آنها 9 لامپ سالم و 3 لامپ معيوب قرار دارد و درون جعبه ديگر 15 لامپ قرار دارد كه 5 
تاي آنها معيوب است. به تصادف جعبه اي انتخاب كرده و كي لامپ از آن بيرون ميآوريم. چقدر احتمال دارد لامپ موردنظر سالم 

باشد؟)شهريور 1402(
پاسخ: روش اول

 


