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حسابانحسابان

�پیش نیازها

11 اتحادهای جبری:

  

انواع توابع:

∈

(

n
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توجه، توجه: توابع چندجمله ای گویا هستند ولی توابع گویا چندجمله ای نیستند.
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فصل فصل 11: تابع: تابع

خطر! توابع مادر نوابعی هستند گخ ما رسم آنها را می شناسیم و بلدیم آنها را رسم کنیم مانند

 اصطلاحاً در توابع جبری باید حداکثر یک “x” ببینیم و اگر تعداد “x” ها از یک بیشتر باشد باید آن را به یک کاهش 
دهیم مانند:

طریقه رسم:

1- رسم تابع مادر
عدد    

2- انتقال
3-  ...  ادامه دارد

نکته فوق سری: شاید براتون سؤال شه که چرا ننوشتم انتقال عمودی. در جواب می تونم بگم به دلیل اینکه ما اعمال دیگر 

هم داریم که روی تابع انجام می شوند.

نکات فوق حرفه ای: انتقال عمودی فقط روی برد تابع تأثیر میگذارد که اگر تابع کراندار باشد یعنی تابع بین دو عدد تغییر 

کند و یا به زبان ریاضی                باشد، می توانیم آن عددی که به تابع مادر اضافه یا کم شده است، را با دوم برد جمع 
و یا تفریق کنیم تا برد جدید نمایان شود.

11

22

33

کهتوابعی

دو سر برد
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اندکی مثال حل شده

انتقال افقی: در این انتقال عدد با x جمع می شود نه یک تابع جدا و باعث انتقال تابع روی محور x ها می شود. این انتقال 

تأثیری روی برد توابع ندارد و صرفاً روی دامنه تابع تغییر ایجاد می کند.  

خطر ! در این قسمت )انتقال افقی( برعکس انتقال عمودی تغییراتی که روی x ها انجام می دهیم برعکس است یعنی اگر 

عدد با x جمع شود تابع به جای حرکت به جلو به سمت عقب حرکت می کند ولی خب در انتقال عمودی ما اگر عددی رو 
با تابع مادرمون جمع کنیم با توجه به علامتش که اگر مثبت بود موافق با اون تابع رو به سمت بالا و اگر منفی بود موافق 

با علامت به سمت پایین تابع رو انتقال می دهیم.

11

11

22

را
راآن

را
مادر

کدام
حال باید به  به عنوان مثال تصور کنید F)1( = ۰ است. اگر با x تابع F عددی جمع یا از آن کم شود،مثلا 

g عددی بدهیم که جلوی F را 1 کند تا ریشه های تابع g به دست آید.

 g است،پس ریشه F)1( = ۰  عدد 1 ظاهر می شود و از آنجا که ما می دانیم F عدد 1- بدهیم جلوی g یعنی حال اگر ما به
عدد 1- است.
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روش متفاوت

روش 3
و

  
 

توجه توجه : روشی بیشتر اوقات برای تواع درجه 2 کاربرد دارد و کاربرد چندانی برای توابع درجه 3 ندارد دلیلش هم این 

است که در توابع درجه 3 وقتی از x فاکتور می گیریم پیدا کردن ریشه های تابه درجه 2 بدست آمده کار ساده ای نیست 
که کار ما را سخت می کند.

  

خیلی ها

است

ها

می گیریم

این روش
تابع

X2 (X_2) 2

X(X_4)
X(X_4)+ 4
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توجه توجه: توابع می توانند هم انتقال افقی و هم انتقال عمودی را داشته باشند مانند:

توجه! تقدم و تأخر انتقال ها را به صورت مفصل بعد از تدریس انبساط و انقباض ها توضیح می دهم.

انبساط و انقباض عمودی

 x ها قرینه می کنیم. یعنی ”x“ عددی منفی باشد چه؟! در این حالت نمودار تابع را نسبت به محور k یک سوال حال اگر
نقاطی که روی تابع هستند را دستکاری نمی کنیم و y آن نقاط را در “-k” ضرب می کنیم و روی محور نشان می دهیم و 

نقاط جدید را به هم وصل می کنیم و تبریک می گم شما نمودار   و   رو رسم کردین.
نکته حرفه ای: در انبساط و انقباض عمودی دامنه توابع ثابت و برد توابع k برابر می شود یعنی با داشتن سروته برد )برای 

توابع کراندار( تابع F)x( می توانید برد تابع kF)x( را بدست آورید به طوری که دامنه ثابت است.
  
کمی مثال:

   
 
 

  
 

 
 
 

F(X)

__F(X)F(X)

2F(X)

1
2
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انبساط و انقباض افقی

دوستان دقیقاً مثل انتقال های افقی که برعکس انتقال های عمودی بود اینجا هم قضیه برعکسه. خودمونی بگم تغییراتی 
که روی xها انجام می دیم، x برعکس اون تغییراتو اعمال می کنه ولی خب y ها نه! Y ها دقیقاً همون تغییری که ما روشون 

اجام می دیم همون تغییرو اعمال می کنه.
بذارید روی یک مثال قشنگ توضیح بدم. مثلًا داریم:    و بخواهیم   رو بکنیم.

باید اول تابع   رو رسم کنیم که به صورت زیر است:
 

حال برای رسم  باید توجه داشته باشیم که اعمال تغییر روی “x”ها برعکس هست که این یعنی برخلاف نظر خیلی ها به 
جای اینکه “x”ها »2« برابر شوند باید » « برابر شوند ولی خب یک سوال ایجاد می شود که چرا؟! در باکس پایین توضیح 

می دهم.
 

همان طور که دقت می کنید ضرب یک عدد در “x” در دوره تناوب   نیز تأثیر داشت که دلیل آن را در فصل بعد بررسی 
می کنیم.

است F

را

بکشیم.

انجام
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جواب سوال که در مثال بالا پیش آمد
سوال اینه که چرا وقتی یک عدد در “x” ضرب میشه معکوسش اعمال میشه؟ درواقع این سوالو من قبلًا جواب دادم ولی 

 از اونجایی که خیلی برام مهمین دوباره میگم
فرض کنید   وقتی عددی در “x” ضرب می شود مثلًا »3« می شود  . حال اگر بخواهیم تابع F به ما عدد “a” رو بده باید 
جلوی تابع “a” بشه. دقت کنید جلوی تابع “a” بشه نه “x” و جلوی تابع F جلوی تابع F،  »x3« وجود دارد که باید برابر 

“a” بشه پس داریم:  
یعنی باید به  ،   بدیم که به ما a بده در صورتی که قبلًا در تابع   با دادن a به تابع به ما a می داد. پس نتیجه می گیریم 

که باید در اعمال تغییر در “x” ها برعکس عمل کنیم.

توجه توجه! خطر!

داخل امتحان نهایی حتماً حتماً باید جدول نقطه یابی رو رسم کنید وگرنه نمره ای به شما تعلق نمی گیرد. همچنین سعی 
کنید در امتحان هیچ چیز رو داخل ذهنتون حساب نکنید و از نوشتن زیاد نترسید چون به نوشته های شما نمره می دهند 

نه به تفکراتتان.

 
 

نکته: تقدم تأخر در انتقال و انبساط انقباض

از انبساط و انقباض نه در کنکور و نه در امتحانات نهایی سوال آمده ولی از انتقالات سوالات فراوانی آمده

)دی 14۰۰( نمودار F)x( به صورت زیر است. نمودار تابع   را رسم کنید و دامنه آن را بنویسید. 
مرحله اول: انتخاب اینکه اول انتقال عمودی یا افقی را انجام دهیم )فرقی نداره(

 
مرحله دوم: ما انتقال افقی رو انتخاب می کنیم چون نیاز به دقت بالایی داره

سوالی

را

نیامده

دارد.را

F F

F

F(X)

F(X_1)
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مرحله سوم: انتقال عمودی رو انجام می دهیم.

  

اگر نمودار تابع F)x( به صورت زیر باشد نمودار تابع   مقادیر   و  ، a، b را بیابید.
   

)F)x )g)x

جواب:                منفی به دلیل قرینه شدن تابع نسبت به محور x ها و y هاست.
به دلیل اینکه نه تابع بالا و یا پایین شده و نه چپ و راست فقط نسبت به محور x ها و y ها 

قرینه شده و در یک ضریب ضرب شده.
  چون برد تابع نصف شده

  چون دامنه تابه »2« برابر شده

توابع صعودی و نزولی

صعودی   
هم صعودی و هم نزولی   

نه صعودی و نه نزولی توابع  
نزولی   

صعودی
   

صعودی )اکید نزولی 

     
نه نزولی و نه صعودی نزولی )اکید( 

)باید بازه بندی بشه(
صعودی  

نزولی  
هم صعودی و هم نزولی

F(X_1) +1

تابع
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بخش �ذیری
قضیه تقسیم ها:                    

              باقی مانده      خارج قسمت         مقسوم علیه          مقسوم

توجه توجه: همیشه باید درجه باقی مانده از مقسوم کمتر باشد. در غیر این صورت تقسیم رو ادامه می دیم تا این اتفاق 

بیوفتد.

نکته: اگر   باشد یعنی F)x( بر p)x( بخش پذیر است.

نکته حرفه ای: اگر           درجه اول باشد، می توانید با گذاشتن ریشه آن در معامله قضیه تقسیم باقی مانده         را      

بدست آورید.

مثال: اگر باقی مانده تقسیم چندجمله ای   بر   برابر   باشد، k را تعیین کنید. 
)شهریور 14۰1(

 
  

انقباض افقی
   

 
 
 

انبساط افقی

 
 
 

نسبت به محور x ها قرینه می شود       

 
 

r

را
بیفتد.

معادله

x4 +kx2_3
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نسبت به محور y ها قرینه می شود       

بخشی که زیر محور x هاست را قرینه کرده و در بالای محور x ها می کشیم       

بخشی که سمت چپ محور y هاست را پاک کرده و قرینه بخش سمت راست را در سمت چپ      
می کشیم  

جمع بندی 1

انتقال عمودی
k واحد به سمت بالا      

 
 
 

k واحد به سمت پایین      

 
 
 

انتقال عمودی فقط روی برد تأثیر می گذارد

انتقال افقی
   

  

انتقال افقی
k واحد به سمت راست      

انتقال افقی فقط روی دامنه تأثیر می گذارد
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انبساط عمودی

عرض ها k برابر می شوند       

 
 
 

انقباض عمودی

عرض ها k برابر می شوند       

 
 
 

مفاهیم
دوره تناوب: دوره تناوب معمولًا برای توابع مثلثاتی کاربرد دارد. به طور کلی و هر تابعی که یک واحد تکرارشونده داشته 

باشد دوره تناوب دارد به کوچکترین واحد تکرارشونده دوره تناوب می گویند.
cot و tan حواستان به دامنه باشد مخصوصاً در توابع

به زبان ریاضی

 
اگر شرط مقابل برقرار باشد می گوییم که تابع دوره تناوب T را دارد.

حال تعریف بالا چه می گوید. می گوید که T به شرطی دوره تناوب است که اگر F)x( را به اندازه  Tبه سمت راست یا چپ 
انتقال دهیم باز روی خود تابع قرار می گیرد.

دوره تناوب توابع مثلثاتی به صورت زیر حساب می شوند:

 
 
 

 
 
 
 

 

بگیرد.
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cot و کتانژانتtan  توابع تانژانت
در کتاب فقط نمودار تابع تانژانت و دامنه آن آمده است و خب مسلماً نیازی هم به آن نیست ولی خب من مودار cot را 

نیز رسم می کنم.

  
          

 

   

         
سوال: دامنه تابع   به صورت   است.

تابع   همان منقبض شده   با ضریب   است پس یعنی همۀ اجزای آن از جمله دامنه آن تقسیم بر 3 می شود.

معادلات مثلثاتی

تعداد جواب ها رو خواست  رسم نمودار و شمارش تعداد نقاط برخورد     
معادلات مثلثاتی

جواب ها رو خواست  بدست آوردن معادله کلی جواب و عددگذاری     
مفاهیم

 
   

 
   

 
   

نمودار
می کنیم.
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نکات کمکی
سعی کنید در معادلات مثلثاتی، عبارت را جوری ساده کنید که به ضرب دو عبارت مساوی صفر و یا به برابری دو توابع 

مثلثاتی برسید و خب این مهارت با تمرین زیاد بدست می آید.

فرمول هایی که باید حفظ باشید
 
 
 

مثال: معادله   را حل کنید.
 

  
 
 

)خرداد 99( جواب های معادله مثلثاتی   را در بازه   بدست آورید.  
  

 
 
 

تابع
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)خرداد 14۰2( معادله   را حل کنید.  
 
 
 

)دی 14۰1( معادله   را حل کنید.  
 

برای ساختن معادله ساده ای از این معادله پیچیده باید عدد »1« رو از بین ببریم و درنتیجه از فرمولی برای   استفاده 
می کنیم که در آن »1-« دارد.

 

 
تذکر: خطر: هیچ وقت در معادله ها ساده نکنید چون باعث حذف بعضی از جواب ها می شود. در این هنگام باید از ؟؟؟؟؟؟؟؟ 

فاکتورگیری استفاده کنیم.
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حدهای نامتناهی:

حدهای نامتناهی از اسمشان معلوم است که حدهایی هستند که پایان و انتهای آن ها معلوم نیست و یا به زبان ریاضی 
 به چه عددی باید میل کند و یا نزدیک شود که مقدار  به  میل کند، که در حد کتاب دوازدهم  

می شود.
تذکر: صفری که در مخرج کسری است که جواب حد آن بی نهایت است، صفر حدی است و خود صفر نیست چون اگر 

خود صفر باشد:
۱( کسر تعریف نشده است؛

۲( ما در حد هستیم و عددهایی که در حد هستند خود آن عدد نیستند؛ فقط اعدادی هستند که به شدن به آن عدد 
نزدیک می شوند و به خاطر نزدیک بودن آن خود آن عدد را می گیریم.

بگذارید با یک مثال روشن تون کنم:

»4« خود »4« نیست، فقط عددی هست که خیلی به »4« نزدیک می شود.
 خود »2« نیست، یک عددی نزدیک به »2« هست.

مثال: حدهای زیر را حساب کنید.

تذکر: باید حساب کنید که صفری که در مخرج هست، صفر مثبت است یا صفر منفی؛ چون در علامت  تأثیر دارد. مثلًا:

مثال: حد تابع زیر را محاسبه کنید.

هرچه  به سمت صفر میل می کند،  به سمت  می رود.
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مجانب قائم: وقتی جواب حدی می شود  )چه مثبت و چه منفی( می گوییم که آن تابع در آن نقطه مجانب قائم دارد.

درنتیجه:  در  دارای مجانب قائم است.
یا  مجانب قائم.

مثال: حاصل حدهای زیر را بیابید.

از آنجا که  و جواب  پس صورت نیز باید عددی منفی باشد که بشود  پس داریم: 

حد در بی نهایت:

مفاهیم: یعنی وقتی  میل می کند به سمت  تابع  به سمت چه عددی نزدیک می شود و برای محاسبه این 
حد از هم ارزی پرتوان استفاده می کنیم که یعنی از هر عبارت، عبارتی را برمی داریم که بزرگترین توان یا درجه را داشته 
باشد. بعد از ساده سازی اگر به عدد رسیدیم، گوییم که تابع حد در بی نهایت دارد ولی اگر به  رسیدیم گوییم تابع حد 

در بی نهایت ندارد.
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مثال: 

مجانب افقی: هرگاه حد در بی نهایت تابعی موجود بود، گوییم که تابع دارای مجانب افقی است و مجانب افقی آن را همان 

عددی که به سمت آن  در  میل می کند، گوییم.

 مجانب افقی
مثال: اگر  مجانب افقی تابع  باشد، مقدار  کدام است؟ )شهریور 14۰1(

هنگامی  مجانب افقی تابع است که حد تابع در بی نهایت وجود داشته باشد. پس حد تابع در بی نهایت را مساوی 
 قرار می دهیم و از هم ارزی پرتوان استفاده می کنیم.

اگر  باشد، مقدار  را بیابید. )خرداد 14۰2(

وقتی حد تابع در بی نهایت وجود دارد، یعنی بزرگترین درجه بالا با بزرگترین درجه مخرج برابر است؛ پس  و از 
هم ارزی پرتوان استفاده می کنیم و  بدست می آید.
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فرض کنید نمودار تابع   به صورت زیر باشد. نقطه P را با مختصات   روی نمودار تابع F در نظر می گیریم. فرض کنید خط 
L خطی است که بر نمودار تابع F مماس است. بدین معنی که خط L فقط در نقطه P تابع F را قطع می کند. حال چطور 

می توان به خط L معنا بخشید و آن را تعریف کرد.
به عبارت دیگر چطور می توان شیب این خط را تعریف کرد؟

برای این کار فرض کنید نقطه   یک نقطه دیگر باشد که روی F قرار دارد. می دانیم که شیب خط PQ برابر است با:  
نکته آن است که با نزدیک شدن نقطه Q به نقطه P شیب خطوط PQ به شیب خط L نزدیک می شود. با این ملاحظه 

شیب خط متصور شده Lرا به صورت زیر تعریف می کنیم:
برای تابع   شیب خط مماس بر تابع F در نقطه   را به صورت   

به زبون خودمونی: اگر از یک تابع مشتق بگیرید و داخل مشتق نمودار یک x جایگذاری کنیم عددی که مشتق با ما 
می دهد شیب خط مماس است که از نقطه x بر تابع مماس شده.

شرط لازم برای مشتق پذیری، پیوستگی است ولی کافی نیست یعنی تابعی که مشتق پذیره حتماً پیوسته هم هست ولی 
تابعی که پیوسته است لزوماً مشتق پذیر نیست.

نقاط مشتق پذیر
   

ناپیوسته نقاط گونه ای 

   
نقاط زاویه دار مماس قائم 

 
یک حالت عمومی تر حالتی است که میشه برای فرمول مشتق نوشت یعنی شما هر نوع تابعی که دارید که بتوان آن را به 

صورت توان دار نوشت به راحتی با فرمول بالا می توان مشتق آن را حساب کرد.
مثال:

 
 

u یک تابع دلخواه            
که در آن v و u توابعی مجزا هستند.   

 
 
 
 
 

همه توابعی که در اینجا مشتق آنها را می نویسیم می توان با فرمول تعریف مشتق:   یا   می توان آنها را ثابت کرد.
 
 
 
 
 
 

به بگیریم

مشتق پذیر است حتماْ پیوسته هم هست ولی

گوشه ای
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)شهریور 1399( مثال: اگر   باشد، با استفاده از تعریف مشتق   را حساب کنید.  
مبهم    
        

      
مشتق توابع زیر را محاسبه کنید.

)دی 14۰۰(  
)دی 14۰۰(  
)شهریور 14۰1(  

مثال: مشتق پذیری تابع   را در   بررسی کنید.
پیوسته است  : اول پیوستگی  
   : از ضوابط مشتق می گیریم

تابع در   مشتق پذیر نیست.   
اگر   باشد مقدار   را بدست آورید.

  
  

 
فصل 5: کاربرد مشتق

مفاهیم
بحرانی: نقاطی هستند که یا مشتق پذیر نیستند و یا مشتق در آن نقاط صفر است.

اکسترمم نسبی: نقاطی که مشتق در آن نقاط صفر و یا وجود ندارد است و آن نقطه یا نسبت به نقاط اطراف خود بالاتر یا 
پایین تر است. )نمودار   باید تغییر علامت بدهد(.

اکسترمم مطلق: نقاطی هستند که نسبت به تمام نقاط تابع یا بالاتر هستند یا پایین تر. )سروته باز، جز این نقاط قبول 
هستند(.

تذکر: نقاط بحرانی باید حتماً عضو دامنه باشند مثلًا:
در   بحرانی نیست در   مشتق پذیر نیست.                 

توجه: نقاط اکسترمم بحرانی هستند ولی نقاط بحرانی الزاماً اکسترمم نیستند یا به زبانی دیگر همه نقاطی که اکسترمم 
هستند حتماً بحرانی هستند ولی نقاطی که بحرانی هستند حتماً اکسترمم نیستند.

 
g و d، h، J، F :نقاط اکسترمم نسبی

b، J، h، g، F، c، d، c، a :بحرانی

Max مطلق  بالاترین نقطه نمودار تابع  
اکسترمم مطلق  

   Min مطلق  پایین ترین نقطه نمودار تابع
نقطه اکسترمم

Max نسبی  نقطه ای که نسبت به نقاط همسایگی آن نقطه بالاتر باشد  
اکسترمم نسبی  

Min نسبی  نقطه ای که نسبت به نقاط همسسایگی آن نقطه پایین تر باشد.  

 مشتق آنها صفر است ولی نقاط اکسترمم حساب نمی شود.

) un_1

,
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نکته حرفه ای: بحرانی تمام ریشه های   هستند ولی اکسترمم نسبی ریشه های غیرمکرر زوج   هستند.

  
3 و 4 و 1 : نقاط ext نسبی                           1 و 2- و 3 و 3 : نقاط بحرانی  

توجه: ما برای نقاط ext نسبی مقدار “x” راا علام می کنیم ولی برای ext مطلق مقدار “y” را اعلام می کنیم.
اگر   در بازۀ   پیوسته باشد و   باشد، تابع F حتماً در این بازه هم Max مطلق و هم Min مطلق دارد.

با توجه به نمودار داده شده، سوالات زیر را پاسخ دهید.  )خرداد 14۰1(
Max مطلق 8

Min مطلق 4-

Max نسبی 4

Min نسبی 2

ضرایب a و b را در تابع   طوری پیدا کنید که نقطه   اکسترمم نسبی تابع باشد.  
)شهریور 14۰1(   

  
  

بزرگ ترین بازه ای که   در آن بازه نزولی اکید است؟ )2 و 2-(
   

نکته: اگر تابع مشتق را تعیین علامت کنید، 3 حالت پیش می آید:
  تابع ثابت است   شیب   هم نقاط ext نسبی و مطلق هستند.

  تابع صعودی است و اگر   باشد تابع صعوری اکید است.
  تابع نزولی است و اگر   باشد تابع نزولی اکید است.

)خرداد 14۰۰( Ext های مطلق تابع   را در بازه   تعیین کنید. 

 
  
  

 

 

         

_
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1( اگر x خارج این محدوده باشه عرض مکعب صفر می شود و مکعب نمی تواند طول صفر داشته. یک مستطیل در یک 
نیم دایره محاط شده است. اگر شعاع دایره cm4 باشد، طول و عرض مستطیل را طوری بدست آورید که مساحت آن 

)دی 14۰1( بیشترین مقدار ممکن باشد.  
 
 
 

       
    طول
    عرض
نقطه عطف و جهت تقعر

نقطه عطف  نقطه ای از تابع هست که جهت تقعر در آن نقطه عوض می شود.
تقعر  جهت گودی تابع رو تقعر میگی مثلًا » « تقعر رو به بالا » «تقعر رو به پایین است.

                                                                       
 

توجه: در نقطه عطف تابع باید پیوسته و خط مماس واحد داشته باشد، در غیر این صورت گوییم
از نکته بالا نتیجه می گیریم که همه نقاط عطف وجود دارند به شرطی که یا   یا موجود نباشه ولی هر جایی که   بود و یا 

موجود نبود لزوماً نقطه عطف نیست.
)دی 1397( جهت تقعر و نقطه عطف نمودار تابع   را بدست آورید.  

  

نقطه عطف    

اگر نقطه   نقطه ی عطف منحنی   باشد، مقادیر b و a را بدست آورید.
  
  
  

رسم نمودار تابع
برای توابع هموگرافیک اول مجانب های قائم و مجانب های افقی آن را بدست آورید و آنها را روی صفحه مختصات رسم 
می کنیم بعد از تابع یک بار مشتق می گیریم و تعیین علامت می کنیم تا وضعیت یکنوایی تابع مشخص شود. هر تابع را 

)نمره دارد( رسم می کنیم ؟؟؟؟ رسم کنید.  
)دی 14۰۰( جدول رفتار و نمودار تابع   را رسم کنید.  

  

و آن نقطه یا نسبت اطراف خود بالاتر  یا پایین تر

e

نقطه
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مجانب قائم  

همیشه صعودی هست  

برای توابع درجه 3
از تابع 2 بار مشتق می گیریم و جهت تقعر تابع را مشخص می کنیم و با تعیین علامت   رفتار یکنوایی تابع را بررسی 

می کنیم و با توجه به علامت   نمودار را رسم می کنیم.
)شهریور 14۰۰( جدول رفتار و نمودار تابع   را رسم کنید. 

  

  

جدول رفتار و نمودار تابع   را رسم کنید.
مجانب افقی    
مجانب قائم     

 
   همیشه نزولی اکید   

4

ا

صعودی
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می کند.

و

باشد. باشد

 یک مستطیل در یک نیم دایره محاط شده است. اگر شعاع دایره ۴cm باشد،ظول و عرض مستطیل را طوری بدست 

آورید که مساحت آن بیشترین مقدار ممکن باشد.

است
می گویند، مثلا
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نباشد

ـ =

می آوریم و
بعد

.
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سوال 1 درستی یا نادرستی عبارات زیر را مشخص کنید.

الــف( اگــر             باشــد، نمــودار                        از انبســاط )انقبــاض( نمــودار تابــع                   در راســتای محــور xهــا بــه 
دســت می آیــد.  )خــرداد 1398( 

پاسخ:

* گفتیم که تغییرات روی دامنه همیشه برعکس اعمال می شوند؛ مثلًاً:

  .ب( نقطۀ               روی نمودار                    با نقطۀ                                     روی نمودار                      متناظر است

)دی ماه 1401(

پاسخ:

درســنامه: روشی کــه مــن بــرای ایــن نمونــه ســؤالات اســتفاده می کنــم بــه ایــن صــورت اســت کــه ابتــدا نقطــه مــورد 
نظــر را بــه دســت می ــآورم، بعــد مقــدار f آن را نیــز بــه دســت می ــآورم؛ بعــد اعمــال را روی نقــاط انجــام می دهــم. در مثــال 

ــال: ــوان مث ــه عن ــت. ب ــر اس واضح ت

سوال 2 اگر نقطۀ            روی تابع             باشد، با چه نقطه ای روی نمودار                متناظر است؟ 

پاسخ:

ابتــدا نقطــۀ اصــلی را کــه روی           اســت پیــدا می کنیــم. در ایــن ســؤال گفتــه کــه نقطــه             روی            هســت؛ 
ــم؛ یعــنی: ــه »x« ، »2« می دهیــم و »6« می  گیری یعــنی ب

به دست آوردیم که                   است. حال از این داشته استفاده می  کنیم. 

به این صورت که جلوی             را، یعنی      را مساوی »4« می  گذاریم و »x« نقطۀ متناظر را به دست می آوریم.              

پس نقطۀ متناظر             است. 

سوال 3 اگر بازۀ             دامنۀ تابع           باشد، دامنۀ تابع                     برابر ......................... است. )شهریور 1399(

پاسخ:

f بیــن             تعریــف شــده اســت؛ یعــنی اگــر عــددی خــارج از ایــن بــازه بــه f نســبت بدهیــم، f در آن نقــاط تعریــف 
نشــده اســت. پــس یعــنی                بایــد اعــدادی بیــن             بــه مــا بدهــد؛ چــون f در بیــن آن اعــداد            تعریــف 

شــده اســت.

      : چون دامنه بسته است، به همین دلیل اکید نیست.

پس دامنۀ تابع                     به صورت                است. 

فصل اول: تابعفصل اول: تابع
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سوال 4 نقطــۀ                 در تابــع                                      متناظــر بــا چــه نقطــه  ای روی تابــع                    اســت؟ )خــرداد 

1399- خــارج( 

پاسخ:

ابتدا در تابع                               به جای »X«، 2 می  گذاریم؛ چون 2 دامنۀ                             است. 

حــال فهمیدیــم کــه متناظــر نقطــۀ                 روی تابــع                            ، روی تابــع          ،           اســت؛ کــه ســؤال همیــن 
را نیــز از مــا خواســته اســت

ــرده و  ــم ک ــع                                      را رس ــودار تاب ــت. نم ــده اس ــم ش ــر رس ــکل زی ــع            در ش ــودار تاب سوال 5 نم

ــد. )خــرداد- 1401( ــن کنی ــع g را تعیی ــۀ تاب دامن

پاسخ:

ــا انتقــالات روی محــور yهــا نــه،  * همان گونــه کــه قــبلًاً خواندیــم، انتقــالات روی x هــا بــه صــورت برعکــس هســتند؛ امم
بــه صــورت مســتقیم انجــام می ـــوند.

سوال 6 الف( نمودار تابع                        را در بازه           رسم کنید. )شهریور 1401(

ب( به کمک نمودار            نمودار تابع                                     را رسم کنید. سپس دامنه و برد g را تعیین کنید.

پاسخ:
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پاسخ:
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پاسخ:
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سوال 7 نمــودًر تابــع                                              رً بــه کمــک ًنتقــال نمــودًر                       رســم کنیــد، ســپس ًکیــدًاً 

یکنوًخــتی تابــع             رً در تمــام دًمنــۀ خــود بــررسی کنیــد. )خــرداد 1402(

پاسخ:

ضابطۀ تابع            با ًضافه و کم کردن عدد »1«، می توًند به یک ضابطۀ زیبا تبدیل شود. به گونۀ زیر: 

ًز آنجا که تعریف روبه رو برًی g صادق ًست و یا  

با توجه به شکل نمودًر خوًهیم فهمید که تابع            در R که دًمنه ًش ًست صعودی ًکید ًست. 

سوال 8 درستی یا نادرستی عبارت زیر رً مشخص کنید. )خرداد 1399(

نمودًر تابع                در بازۀ             ، پایین تر ًز نمودًر                 قرًر دًرد. 

پاسخ:

سوال 9 ًگر                          باشد، حدود x رً بیابید. )خرداد 1402(

پاسخ:

ًبتدً پایه  ها رً به صورت توًن  دًر و به صورت یک عدد در بازۀ                 می  نویسیم: 

حال که پایه  ها با هم برًبرند و پایه ها بزرگ تر ًز »1« هستند، می  توًن نامساوی رً برًی توًن  ها نوشت. 
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سوال 10 ًگر                                           ، حدود x رً بیابید. )شهریور 1398(

پاسخ:

ــارًت در  ــوًن عب ــت[، می  ت ــودی ًس ــع صع ــنی تاب ــت ]یع ــک ًس ــر ًز ی ــر و بزرگ ت ــم برًب ــا ه ــای log ب ــه مبناه ــا ک ًز آنج
ــر: ــه صــورت زی ــا آن نامســاوی آورد؛ یعــنی ب پرًنتــز رً ب

سوال 11 مقادیر a و b رً طوری تعیین کنید که چند جمله ای  بر  و   بخش پذیر باشد. )دی 1400(

پاسخ:

طبــق قضیــه تقسیــم کــه در کتــاب درس بــود، مــا ًگــر ریشــه مقســوم علیه مــا رً در تابــع مقســوم بگذًریــم، جــوًب بایــد 
ــود؛ پس: ــر ش صف

 

سوال 12 ًگر چند جمله  ًی                          بر               بخش پذیر باشد، مقدًر a رً تعیین کنید. )خرداد 1402(

پاسخ:

طبق قضیه تقسیم دًریم: 

* نکته: ًگر عبارت           بر            بخش پذیر باشد، دًریم که                   چون:

سوال 13 نمودًر تابع                                  رً به کمک نمودًر                         رسم کنید.             )خرداد 1400(

پاسخ:
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پاسخ:
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سوال 11 مقادیر a و b رً طوری تعیین کنید که چند جمله ای  بر  و   بخش پذیر باشد. )دی 1400(

پاسخ:
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سوال 12 ًگر چند جمله  ًی                          بر               بخش پذیر باشد، مقدًر a رً تعیین کنید. )خرداد 1402(

پاسخ:

طبق قضیه تقسیم دًریم: 

* نکته: ًگر عبارت           بر            بخش پذیر باشد، دًریم که                   چون:

سوال 13 نمودًر تابع                                  رً به کمک نمودًر                         رسم کنید.             )خرداد 1400(

پاسخ:
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ــا رســم نمــودًر تابــع                                   رً رســم نمائیــد. ســپس تعییــن کنیــد کــه ًیــن  سوال 14 ًبتــدً ب

ــت. )خــرداد 1401( ــزولی ًس ــدًاً ن ــای ًکی ــه بازه  ــودی و در چ ــدًاً صع ــای ًکی ــه بازه  ــع در چ تاب
پاسخ:

ــا  ــه عوًمــل درجــه یــک ی ــه می کنیــم و ســعی کنیــد ب ــه ســاده ترین عامل هــا تجزی ــرًی رســم نمــودًر ًبتــدً آن رً ب * ب
ــثلاًاً ــع هســتند. م ــل کنیــد کــه آن عوًمــل همــان ریشــه های تاب ــدًر تبدی عوًمــل درجــه یــک توًن 
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سوال 15 ضابطــۀ تابــع بــه فــرم                                        رً بنویسیدکــه دورۀ تنــاوب آن 2 و مقــدًر ماکزیمــم آن 4 و مقــدًر 

ــد. مینیمم آن 2- باش

پاسخ:

سوال 16 دورۀ تناوب تابع                           برًبر ............ ًست. 

پاسخ:

دورۀ تناوب یک تابع مثلثاتی ًز فرمول                به دست می  آید. 

سوال 17 شکل زیر قسمتی ًز نمودًر تابع یا ضابطۀ                                             ًست. a و b رً بیابید؟ )کنکور 1401(

پاسخ:

ًین سؤًل دشوًرتر ًز سؤًل  های ًمتحان نهایی ًست ولی برًی تمرین در خانه مناسب ًست. 

ًبتــدً دقــت می کنیــم کــه تابــع “cos” بــه صــورت نــزولی،                  شــروع بــه حرکــت می  کنــد ولی در ًیــن نمــودًر تابــع 
بــه صــورت صعــودی شــروع کــرده؛ پــس یعــنی نمــودًر نســبت بــه محــور “x” هــا قرینــه شــده کــه لازمــه ًیــن، ًیــن 
ًســت کــه             باشــد. نقطــه  ًی رً کــه بــه مــا دًده شــده ًســت رً نیــز می توًنیــم در تابــع بگذًریــم و تابــع رً مســاوی 

صفــر قــرًر دهیــم تــا دو معادلــه بــر حســب a و b بهدســت بیاریــم.

فصل دوم: مثلثاتفصل دوم: مثلثات
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بــه صــورت صعــودی شــروع کــرده؛ پــس یعــنی نمــودًر نســبت بــه محــور “x” هــا قرینــه شــده کــه لازمــه ًیــن، ًیــن 
ًســت کــه             باشــد. نقطــه  ًی رً کــه بــه مــا دًده شــده ًســت رً نیــز می توًنیــم در تابــع بگذًریــم و تابــع رً مســاوی 

صفــر قــرًر دهیــم تــا دو معادلــه بــر حســب a و b بهدســت بیاریــم.

فصل دوم: مثلثاتفصل دوم: مثلثات
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سوال 18 ضابطۀ یک تابع سینوس با دورۀ تناوب 3 و مقادیر ماکزیمم 5 و مینمم 3 رً بنویسید. )خرداد 1400(

پاسخ:

 

* یادآوری: فرمول هایی که مقادیر  Max و Min و دورۀ تناوب رً حساب کردیم:

سوال 19 نمودًر تابع به صورت زیر ًست. حاصل a+b رً به دست آورید.                 )دی 1401(

پاسخ:

سوال 20 ًگر دورۀ تناوب                          برًبر     باشد، مقدًر b برًبر                  ًست. )خرداد 1402(

پاسخ:
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سوال 21 دًمنۀ تابع                        برًبر ًست با .......... )خرداد 1402(

پاسخ:

ــه ســمت  ــا          در بعــضی نقــاط ماننــد       مخــرج ًیــن کســر ب ــر ًســت ب ــع tan کــه برًب ــه تعریــف تاب ــا توجــه ب * ب
صفــر میــل می کنــد ولی صــورت کســر بــه ســمت »1«؛ و بــه همیــن دلیــل مقــدًر تابــع بــه ســمت            میــل می کنــد 
و چــون       عــددی تعریــف نشــده ًســت، می گوییــم کــه تابــع tan در ًیــن نقــاط )نقــاطی کــه cos برًبــر صفــر می شــود( 

تعریــف شــده نیســت.

ًز روی نمودًر زیر می توًن ًین بردًشت رً کرد.

ــت آوردن  ــه دس ــرًی ب ــف نشــده ًســت. ب ــع tan تعری ــاط                                تاب ــود در نق ــه مشــاهده می ش ــه ک همان گون
ًیــن نقــاط کافی ًســت cos رً مســاوی صفــر قــرًر دهیــد و معادلــه رً حــل کنیــد.

سوال 22 درستی یا نادرستی عبارت زیر رً مشخص کنید. )دی 1397(

تابع tan در دًمنۀ خود صعودی ًست. ✓

* حال ًگر سؤًل رً دستکاری کنیم و بگیم: 

 .صعودی ًست R در tan تابع

پاسخ:

در ًیــن حالــت عبــارت، عبــارتی غلــط ًســت؛ زیــرً تابــع در      ًز         بــه          می ــرود، کــه ًیــن خــودش نــوع نــزولی 
 R ًســت؛ یعــنی تابــع تانژًنــت فقــط در دًمنــۀ خــودش صعــودی ًســت و نــه

سوال 23 دورۀ تناوب تابع   برًبر  ًست. )دی 1397، خرداد 1399 خارج، شهریور 1400(

پاسخ:

* یادآوری: گفتیم که دورۀ تناوب tan ًز فرمول                به دست می آید. 
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سوال 21 دًمنۀ تابع                        برًبر ًست با .......... )خرداد 1402(

پاسخ:

ــه ســمت  ــا          در بعــضی نقــاط ماننــد       مخــرج ًیــن کســر ب ــر ًســت ب ــع tan کــه برًب ــه تعریــف تاب ــا توجــه ب * ب
صفــر میــل می کنــد ولی صــورت کســر بــه ســمت »1«؛ و بــه همیــن دلیــل مقــدًر تابــع بــه ســمت            میــل می کنــد 
و چــون       عــددی تعریــف نشــده ًســت، می گوییــم کــه تابــع tan در ًیــن نقــاط )نقــاطی کــه cos برًبــر صفــر می شــود( 

تعریــف شــده نیســت.

ًز روی نمودًر زیر می توًن ًین بردًشت رً کرد.

ــت آوردن  ــه دس ــرًی ب ــف نشــده ًســت. ب ــع tan تعری ــاط                                تاب ــود در نق ــه مشــاهده می ش ــه ک همان گون
ًیــن نقــاط کافی ًســت cos رً مســاوی صفــر قــرًر دهیــد و معادلــه رً حــل کنیــد.

سوال 22 درستی یا نادرستی عبارت زیر رً مشخص کنید. )دی 1397(

تابع tan در دًمنۀ خود صعودی ًست. ✓

* حال ًگر سؤًل رً دستکاری کنیم و بگیم: 

 .صعودی ًست R در tan تابع

پاسخ:

در ًیــن حالــت عبــارت، عبــارتی غلــط ًســت؛ زیــرً تابــع در      ًز         بــه          می ــرود، کــه ًیــن خــودش نــوع نــزولی 
 R ًســت؛ یعــنی تابــع تانژًنــت فقــط در دًمنــۀ خــودش صعــودی ًســت و نــه

سوال 23 دورۀ تناوب تابع   برًبر  ًست. )دی 1397، خرداد 1399 خارج، شهریور 1400(

پاسخ:

* یادآوری: گفتیم که دورۀ تناوب tan ًز فرمول                به دست می آید. 
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سوال 24 درستی یا نادرستی عبارت زیر رً مشخص کنید. )شهریور 1400(

در بازۀ                            مقدًر            ًز مقدًر           کوچک  تر ًست. ✓ 

پاسخ:

* برًی فهم بهتر ًینکه چرً            بزرگ تر ًز            در بازۀ                      ًست، می توًن ًین گونه تفکر کرد که: 

      : چــون تابــع                           ًســت و هــر عــدد بــر یــک عــدد بیــن بــازۀ               تقسیــم شــود، عــدد بزرگتــر می شــود، 
می تــوًن دریافــت کــه              بزرگتــر مســاوی           ًســت.

سوال 25 معادله                               رً حل کنید. )شهریور 1398(

پاسخ:

 :)sin برًی حل معادلات مثلثاتی ًبتدً باید سعی کنید معادله رً به فرم )برًی *

:sin به دست آورید. حال برًی به دست آوردن نقاط دقیق برًی cos و همچنین ًین فرم ها رً برًی

بــه ًیــن صــورت ًســت کــه بــا توجــه بــه دًیــره مثلثــاتی، تمــام نقــاطی کــه روی دو خــط آّبی قــرًر می گیرنــد 
جــوًب هســتند.

:sin برًی

:cos برًی

به ًین صورت ًست که باز با توجه به دًیره مثلثاتی خوًهیم دًشت: 

دو خط آبی و همه نقاطی که در تناوب های بعدی روی ًین نقاط قرًر می گیرند جوًب هستند. 

توجــه کنیــد: معــادلات tan تــا بــه حــال در ًمتحــان نهــایی نیامــده ًســت؛ ولی مــن یــک ًشــاره کوچــک بعــدًاً بــه آن 
خوًهــم کــرد.
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سوال 26 معادله                                   رً حل کنید. )خرداد 1399(

پاسخ:

سوال 27 معادله ی                                رً حل کنید. )دی 1399(

پاسخ:

* یادآوری: فرمول مثلثاتی دو برًبر کمان به صورت زیر بود. 

سوال 28 معادله                              رً حل کنید. )دی 1397 و شهریور 1399(

پاسخ:

بــه دلیــل ًینکــه رًبطــۀ 2 نقــاطی کــه ًز رًبطــۀ 1 نیــز بــه دســت می  آیــد رً نیــز شــامل می شــوند؛ پــس رًبطــۀ 2 کلی  تــر 
ًســت و آن رً بــه عنــوًن جــوًب نهــایی قبــول می کنیــم.

سوال 29 معادلۀ مثلثاتی                                      رً حل کنید. )شهریور 1401(

پاسخ:

سوال 30 معادلۀ                                             در بازۀ             چند جوًب دًرد؟ )دی 1401(

پاسخ:

مجمــوع جوًب هــای 1  و 2 هــر دو یــک ســری نقــاط رً نمایــش می دهنــد؛ پــس هــر کــدًم رً گــه بگوییــم جــوًب معادلــه 
ًســت.
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سوال 26 معادله                                   رً حل کنید. )خرداد 1399(

پاسخ:

سوال 27 معادله ی                                رً حل کنید. )دی 1399(

پاسخ:

* یادآوری: فرمول مثلثاتی دو برًبر کمان به صورت زیر بود. 

سوال 28 معادله                              رً حل کنید. )دی 1397 و شهریور 1399(

پاسخ:

بــه دلیــل ًینکــه رًبطــۀ 2 نقــاطی کــه ًز رًبطــۀ 1 نیــز بــه دســت می  آیــد رً نیــز شــامل می شــوند؛ پــس رًبطــۀ 2 کلی  تــر 
ًســت و آن رً بــه عنــوًن جــوًب نهــایی قبــول می کنیــم.

سوال 29 معادلۀ مثلثاتی                                      رً حل کنید. )شهریور 1401(

پاسخ:

سوال 30 معادلۀ                                             در بازۀ             چند جوًب دًرد؟ )دی 1401(

پاسخ:

مجمــوع جوًب هــای 1  و 2 هــر دو یــک ســری نقــاط رً نمایــش می دهنــد؛ پــس هــر کــدًم رً گــه بگوییــم جــوًب معادلــه 
ًســت.
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: خطر: هیچ گاه در حل معادله در دو عبارت رً ساده نکنید، زیرً باعث حذف جوًب می شود. مثلاًاً

                     مــا ًگــر یــک x رً ًز طرفیــن ســاده کنیــم، جــوًب               حــذف می شــود. فقــط در صــورتی می تــوًن ســاده 
کــرد کــه ریشــه عبــارت ســاده شــده رً ًعلاًم کنیــم.

سوال 31 معادلۀ                                              رً حل کنید. )خرداد 1398(

پاسخ:

معادلات تانژًنتی )ًختیاری(:

فرمــول »تانژًنــت جمــع دو کمــان« رً بــه خاطــر دًشــته باشیــد، بهتــر ًســت؛ ولی تــا بــه حــال ًز معــادلات تانژًنــتی در 
ًمتحانــات نهــایی ســؤًل نیامــده ًســت.

سوال 32 تساوی                                           رً ثابت کنید. 

پاسخ:

سوال 33 )تمرین(  مقادیر                                 رً به دست آورید. 

پاسخ:* نکته: برًی                       کافی ًست به جای                     بگذًرید. 

حسابان دوازدهم گروه آموزشی مشاوره ای نوتروفیل
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تذکــر خیــلی مهــم: جــوًب حدهــایی کــه      می شــود؛ یعــنی حــد تابــع وجــود نــدًرد، چــون مقــدًر تابــع بــه عــدد 
ــر  ــتی بزرگ ت ــدد مثب ــر ع ــع ًز ه ــن تاب ــد ًی ــد ح ــان می ده ــه نش ــت ک ــادی ًس ــط نم ــد و        فق ــل نمی کن ــخص می مش

ــدًرد در آن نقطــه ــع وجــود ن ًســت؛ پــس جــوًب حدهــایی کــه    می شــوند، حــد آن توًب

سوال 34 مقدًر a رً طوری بیابید که                      )دی 1401(

پاسخ:

ًبتدً صفر مثبت بودن یا منفی بودن مخرج رً محاسبه میکنیم.

* 2 ًز یک مقدًر بیشتر ًز 2 کم می شود؛ مثلاًاً                      که عدد منفی ًست، کمتر ًز صفر ًست. 

بــرًی      شــدن جــوًب، وقــتی مخــرج صفــر ًســت بایــد صــورت بــه ســمت عــدد میــل کنــد، کــه در ًیــن ســؤًل عــددی 
منــفی ًســت؛ چــون صفــر، صفــر منــفی ًســت و بــرًی         شــدن نیــاز بــه یــک عــدد منــفی دًریــم.

سوال 35 حاصل                               )دی 1401(

پاسخ:

 

* یادآوری: 

سوال 36 حد زیر رً محاسبه کنید. )شهریور 1401(

پاسخ: 

می توًنیــد بــه جــای  عــددی کوچک تــر ًز 2 بگذًریــد. مــثلاًاً 1/9، کــه ًگــر جــوًب مثبــت شــد یعــنی       ًســت و ًگــر جــوًب 
منــفی شــد یعــنی       ًســت

سوال 37 حد تابع زیر رً محاسبه کنید. )خرداد 1401(

فصل سوم: حدهای نامتناهیفصل سوم: حدهای نامتناهی
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حسابان دوازدهم گروه آموزشی مشاوره ای نوتروفیل
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تذکــر خیــلی مهــم: جــوًب حدهــایی کــه      می شــود؛ یعــنی حــد تابــع وجــود نــدًرد، چــون مقــدًر تابــع بــه عــدد 
ــر  ــتی بزرگ ت ــدد مثب ــر ع ــع ًز ه ــن تاب ــد ًی ــد ح ــان می ده ــه نش ــت ک ــادی ًس ــط نم ــد و        فق ــل نمی کن ــخص می مش

ــدًرد در آن نقطــه ــع وجــود ن ًســت؛ پــس جــوًب حدهــایی کــه    می شــوند، حــد آن توًب

سوال 34 مقدًر a رً طوری بیابید که                      )دی 1401(

پاسخ:

ًبتدً صفر مثبت بودن یا منفی بودن مخرج رً محاسبه میکنیم.

* 2 ًز یک مقدًر بیشتر ًز 2 کم می شود؛ مثلاًاً                      که عدد منفی ًست، کمتر ًز صفر ًست. 

بــرًی      شــدن جــوًب، وقــتی مخــرج صفــر ًســت بایــد صــورت بــه ســمت عــدد میــل کنــد، کــه در ًیــن ســؤًل عــددی 
منــفی ًســت؛ چــون صفــر، صفــر منــفی ًســت و بــرًی         شــدن نیــاز بــه یــک عــدد منــفی دًریــم.

سوال 35 حاصل                               )دی 1401(

پاسخ:

 

* یادآوری: 

سوال 36 حد زیر رً محاسبه کنید. )شهریور 1401(

پاسخ: 

می توًنیــد بــه جــای  عــددی کوچک تــر ًز 2 بگذًریــد. مــثلاًاً 1/9، کــه ًگــر جــوًب مثبــت شــد یعــنی       ًســت و ًگــر جــوًب 
منــفی شــد یعــنی       ًســت

سوال 37 حد تابع زیر رً محاسبه کنید. )خرداد 1401(

فصل سوم: حدهای نامتناهیفصل سوم: حدهای نامتناهی
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سوال 38 حد زیر رً به دست آورید. )خرداد 1399(

سوال 39 حد تابع زیر رً محاسبه کنید. )خرداد 1402(

چــون مخــرج در قــدر مطلــق ًســت و جــوًب قــدر مطلــق همیشــه عــددی مثبــت ًســت؛ پــس بــدون محاســبه کمتــر یــا 
بیشــتر بــودن صفــر مخــرج آن رً صفــر بیشــتر می گذًریــم.

سوال 40 با توجه به شکل، حدود توًبع زیر رً محاسبه کنید. )شهریور 1398(

پاسخ:

سوال 41 حد تابع زیر رً محاسبه کنید. )شهریور 1398(

ــورت و  ــملاًت ص ــنی ًز ج ــم؛ یع ــتفاده می کنی ــوًن ًس ــر ت ــارزی ه ــت ًز هم  ــد در بی نهای ــبه ح ــرًی محاس ــادآوری: ب * ی
ــع  ــد آن تاب ــم و ح ــرًر می دهی ــع ق ــا تاب ــم ًرز ب ــم و ه ــت برمی دًری ــه رً دًرًس ــن درج ــه بزرگ تری ــارت ک ــرج آن عب مخ

ــم. ــبه می کنی ــد رً محاس جدی

سوال 42 حاصل حد تابع                       برًبر ًست با .....3...... . )خرداد 1398(

پاسخ:

حسابان دوازدهم گروه آموزشی مشاوره ای نوتروفیل
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سوال 43 مجانب های قائم و ًفقی تابع                           رً در صورت وجود بیاید. )خرداد 1402(

پاسخ:

* یــادآوری: هــر تابــع وقــتی بــه ســمت      میــل می کــرد، می گوییــم مجانــب قائــم دًرد کــه معمــولااً در ریشــه های مخــرج 
کــه صــورت رً صفــر نمی کننــد. ًیــن ًتفــاق می افتــد و هــر وقــت حــد تابــع در     رً محاســبه کنیــم؛ عــدد بــه دســت آمــده 

فــقی تابــع گفتــه می شــود. )در صــورت وجــود( مجانــبً 

سوال 44 مجانب های قائم و ًفقی تابع                              رً محاسبه کنید. )دی 1397(

پاسخ:

سوال 45 مجانب های قائم و ًفقی تابع                         رً محاسبه کنید. )خرداد 1401(

پاسخ:
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سوال 43 مجانب های قائم و ًفقی تابع                           رً در صورت وجود بیاید. )خرداد 1402(

پاسخ:

* یــادآوری: هــر تابــع وقــتی بــه ســمت      میــل می کــرد، می گوییــم مجانــب قائــم دًرد کــه معمــولااً در ریشــه های مخــرج 
کــه صــورت رً صفــر نمی کننــد. ًیــن ًتفــاق می افتــد و هــر وقــت حــد تابــع در     رً محاســبه کنیــم؛ عــدد بــه دســت آمــده 

فــقی تابــع گفتــه می شــود. )در صــورت وجــود( مجانــبً 

سوال 44 مجانب های قائم و ًفقی تابع                              رً محاسبه کنید. )دی 1397(

پاسخ:

سوال 45 مجانب های قائم و ًفقی تابع                         رً محاسبه کنید. )خرداد 1401(

پاسخ:
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سوال 46 درستی یا نادرستی عبارت زیر رً تعیین کنید. )دی 1401(

ًگر                                             باشند، حاصل                          برًبر 9 ًست. ×

پاسخ:

ــوًن جــدً جــدً مشــتق  ــع رً می خوًســت، می ت ــا هــم جمــع شــوند و مشــتق مجمــوع دو تاب ــع ب سوال 47 ًگــر دو تاب

ــم. ــبه می کنی ــا رً محاس ــوع آن ه ــتق گیری مجم ــد ًز مش ــم و بع ــع رً بگیری توًب

پاسخ:

ــتفاده ًز  ــا ًس ــد و ب ــری بنویسی ــوًن کس ــورت ت ــه ص ــکال رً ب ــت رًدی ــر ًس ــکالی بهت ــع رًدی ــا توًب ــتی کار ب ــرًی رًح ب
ــد. ــول مشــتق گیری                                  مشــتق آن رً بگیری فرم

ــه  ــا ک ــت؛ آنج ــات ًس ــل ًثب ــتق                                قاب ــف مش ــتفاده ًز تعری ــا ًس ــتق گیری ب ــای مش سوال 48 فرمول ه

ــر  ــع رً ب ــن توًب ــرًی مشــتق  گیری هســتند. ًثبــات فرمــول مشــتق ًی ــع                     رًحــتی ب ــا  توًب ــع              و ی توًب
عهــده شــما وًگــذًری می کنــم و خــود تابــع                 رً در فرمــول مشــتقی ًثبــات می کنــم.

پاسخ:

]سؤال »10« امتحان نهایی[ )خرداد 1402(

سوال 49 ًگر                                          باشد، در ًین صورت                          برًبر با 7 ًست. )دی 1398(

پاسخ:

فصل چهارم: مشتقفصل چهارم: مشتق

حسابان دوازدهم گروه آموزشی مشاوره ای نوتروفیل
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سوال 50 ًگــر f و g توًبــعی مشــتق پذیر باشــد و                                          مقادیــر                                       رً بــه دســت 

آوریــد. )دی 1397(

پاسخ:

* مشتق ضرب، تقسیم، جمع و تفریق توًبع به صورت زیر ًست. 

مشتق ترکیب توًبع نیز با فرمول زیر به دست می  آید. 

ــم،  ــتق می گیری ــه در آن مش ــه  ًی ک ــه g در نقط ــد ک ــتفاده کنی ــرو ًس ــتق  گیری روبه  ــول مش ــوًن ًز فرم ــورتی می  ت در ص
ــال: ــد. مث ــتق پذیر باش ــۀ                  مش ــز در نقط ــد و f نی ــتق  پذیر باش مش

ًگــر توجــه کنیــد  در نقطــۀ             مشــتق پذیر ًســت ولی f در نقطــۀ            مشــتق پذیر نیســت؛ پــس نمی تــوًن مشــتق 
تابــع               رً بــه دســت آورد.

سوال 51 مشتق هر یک ًز توًبع زیر رً محاسبه کنید. )ساده کردن مشتق ًلزًمی نیست.( )شهریور 1399(

پاسخ:

ــه  ــروع ب ــع ش ــن تاب ــه ًز خارجی  تری ــت ک ــه ًس ــت، ًینگون ــونی هس ــتر خودم ــه بیش ــتق  گیری ک ــر مش روش دیگ
ــم ــت می  کنی ــل حرک ــمت دًخ ــه س ــم و ب ــتق  گیری می  کنی مش

و به ًین نکته هم توجه کنیم که توًن همیشه خارجی ترین ًست. برًی مثا: قسمت ًلف سؤًل بالا.

1* مشتق یک چیز به توًن 7، می شه هفت ضرب  در ًون چیز به توًن 6

2* وقتی تابع  های خارجی تمام شد و به چیز رسیدیم، مشتق ًون چیز رو هم ضرب می  کنیم. 

* دًخلی  ترین تابع رً بگیرید که کارتون رًحت  تر بشه. 

1* چیز به توًن 4 مشتق میشه، چهار ضرب در چیز به توًن 3

2* به چیز رسیدیم؛ پس مشتق چیز رو ضرب می  کنیم.
4242
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سوال 50 ًگــر f و g توًبــعی مشــتق پذیر باشــد و                                          مقادیــر                                       رً بــه دســت 

آوریــد. )دی 1397(

پاسخ:

* مشتق ضرب، تقسیم، جمع و تفریق توًبع به صورت زیر ًست. 

مشتق ترکیب توًبع نیز با فرمول زیر به دست می  آید. 

ــم،  ــتق می گیری ــه در آن مش ــه  ًی ک ــه g در نقط ــد ک ــتفاده کنی ــرو ًس ــتق  گیری روبه  ــول مش ــوًن ًز فرم ــورتی می  ت در ص
ــال: ــد. مث ــتق پذیر باش ــۀ                  مش ــز در نقط ــد و f نی ــتق  پذیر باش مش

ًگــر توجــه کنیــد  در نقطــۀ             مشــتق پذیر ًســت ولی f در نقطــۀ            مشــتق پذیر نیســت؛ پــس نمی تــوًن مشــتق 
تابــع               رً بــه دســت آورد.

سوال 51 مشتق هر یک ًز توًبع زیر رً محاسبه کنید. )ساده کردن مشتق ًلزًمی نیست.( )شهریور 1399(

پاسخ:

ــه  ــروع ب ــع ش ــن تاب ــه ًز خارجی  تری ــت ک ــه ًس ــت، ًینگون ــونی هس ــتر خودم ــه بیش ــتق  گیری ک ــر مش روش دیگ
ــم ــت می  کنی ــل حرک ــمت دًخ ــه س ــم و ب ــتق  گیری می  کنی مش

و به ًین نکته هم توجه کنیم که توًن همیشه خارجی ترین ًست. برًی مثا: قسمت ًلف سؤًل بالا.

1* مشتق یک چیز به توًن 7، می شه هفت ضرب  در ًون چیز به توًن 6

2* وقتی تابع  های خارجی تمام شد و به چیز رسیدیم، مشتق ًون چیز رو هم ضرب می  کنیم. 

* دًخلی  ترین تابع رً بگیرید که کارتون رًحت  تر بشه. 

1* چیز به توًن 4 مشتق میشه، چهار ضرب در چیز به توًن 3

2* به چیز رسیدیم؛ پس مشتق چیز رو ضرب می  کنیم.
4343



گروه آموزشی مشاوره ای نوتروفیلحسابان دوازدهم

4444

شی
موز

ت آ
دال

 ع
می

حا
ل، 

وفی
وتر

ن
شی

موز
ت آ

دال
 ع

می
حا

ل، 
وفی

وتر
ن
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سوال 52 مشتق توًبع رً حساب کنید. 

سوال 61 نمــودًر تابــع f بــه صــورت زیــر ًســت. بــا بیــان دلیــل مشــخص کنیــد کــدًم یــک ًز نمودًرهــای زیــر نمــودًر 

مشــتق تابــع ًســت.  )خــرداد 1398(

پاسخ:

نمــودًر مشــتق تغییــرًت شیــب نمــودًر رً بــه مــا نشــان می دهــد و ًز روی شــکل نمــودًر f می تــوًن فهمیــد در ًبتــدً شیــب 
تابــع مثبــت بــوده و تابــع صعــودی ًســت و در یــک عــدد مثبــت شیــب نمــودًر صفــر شــده و تغییــر علاًمــت دًده؛ یعــنی 
ــودن تغییــر فــاز دًده ًســت. پــش تنهــا شــکلی کــه ویژگی هــای فــوق رً  ــزولی ب ــه ن ــودن ب شیــب نمــودًر ًز صعــودی ب

دًرد قســمت )ب( ًســت.

53

54

55

56

57

58

59

60
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سوال 62 مشتق تابع زیر رً محاسبه کنید. 

پاسخ:

* مشتق توًبع tan و cot به صورت زیر ًست. 

ــول  ــت؛ ط ــوب ًس ــده مطل ــخص ش ــاط مش ــن نق ــل ًز بی ــکل مقاب ــع f در ش ــودًر تاب ــن نم ــر گرفت ــا در نظ سوال 63 ب

نقطه ــای کــه:  )شــهریور 1401(

b .ًلف( تابع در آن پذیر نیست

d .ب( مماس در آن موًزی محور طول ها ًست

e .ج( مشتق و مقدًر تابع در آن مثبت ًست

پاسخ:

توضیحات تکمیلی: 

ًلــف( توًبــع در جاهــایی مشــتق ناپذیرند کــه یــا در آن هــا پیوســته نباشــند، یــا مشــتق چــپ و رًســت آن بــا هــم برًبــر 
نباشــند و یــا وجــود ندًشــته باشــد )بــه بی نهایــت میــل کنــد }جــوًب تعریــف مشــتق بی نهایــت شــود.{(؛ کــه در شــکل 

بــالا بــه دلیــل برًبــر نبــودن مشــتقات چــپ و رًســت تابــع مشــتق پذیر نیســت.

ب( ًگــر بــه مــا بگوینــد کــه خــط ممــاس مــوًزی محــور xهــا و یــا عمــود بــر محــور yهــا باشــد، یعــنی جــایی کــه شیــب 
خــط ممــاس بــر آن نقطــه صفــر ًســت.

ج( در جاهــایی کــه تابــع در حــال صعــود ًســت، گوییــم کــه مشــتق تابــع مثبــت ًســت و در جاهــایی کــه نمــودًر بــالای 
محــور xهــا ًســت، تابــع مقــدًر مثبــت ًختیــار می کنــد؛ یعــنی مــا دنبــال جــایی هســتیم کــه هــم بــالای محــور xهــا و 

هــم در حــال صعــور باشــدکه نقطــۀ e جــوًب مســئله ًســت.

ــع  ــودًر تاب ــر نم ــع ب ــۀ                          وًق ــنی                                       در نقط ــر منح ــاس ب ــط مم ــه خ سوال 64 معادل

ــد. )خــرداد 1399( بنویسی

پاسخ:

* وقــتی می گوییــم یــک خــط در یــک نقطــه بــر منحــنی ممــاس ًســت؛ یعــنی در آن نقطــه مقــدًر تابــع بــا مقــدًر خــط 
ممــاس برًبــر ًســت؛ زیــرً در ًیــن نقطــه خــط بــا منحــنی در تمــاس ًســت.
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سوال 62 مشتق تابع زیر رً محاسبه کنید. 

پاسخ:

* مشتق توًبع tan و cot به صورت زیر ًست. 

ــول  ــت؛ ط ــوب ًس ــده مطل ــخص ش ــاط مش ــن نق ــل ًز بی ــکل مقاب ــع f در ش ــودًر تاب ــن نم ــر گرفت ــا در نظ سوال 63 ب

نقطه ــای کــه:  )شــهریور 1401(

b .ًلف( تابع در آن پذیر نیست

d .ب( مماس در آن موًزی محور طول ها ًست

e .ج( مشتق و مقدًر تابع در آن مثبت ًست

پاسخ:

توضیحات تکمیلی: 

ًلــف( توًبــع در جاهــایی مشــتق ناپذیرند کــه یــا در آن هــا پیوســته نباشــند، یــا مشــتق چــپ و رًســت آن بــا هــم برًبــر 
نباشــند و یــا وجــود ندًشــته باشــد )بــه بی نهایــت میــل کنــد }جــوًب تعریــف مشــتق بی نهایــت شــود.{(؛ کــه در شــکل 

بــالا بــه دلیــل برًبــر نبــودن مشــتقات چــپ و رًســت تابــع مشــتق پذیر نیســت.

ب( ًگــر بــه مــا بگوینــد کــه خــط ممــاس مــوًزی محــور xهــا و یــا عمــود بــر محــور yهــا باشــد، یعــنی جــایی کــه شیــب 
خــط ممــاس بــر آن نقطــه صفــر ًســت.

ج( در جاهــایی کــه تابــع در حــال صعــود ًســت، گوییــم کــه مشــتق تابــع مثبــت ًســت و در جاهــایی کــه نمــودًر بــالای 
محــور xهــا ًســت، تابــع مقــدًر مثبــت ًختیــار می کنــد؛ یعــنی مــا دنبــال جــایی هســتیم کــه هــم بــالای محــور xهــا و 

هــم در حــال صعــور باشــدکه نقطــۀ e جــوًب مســئله ًســت.

ــع  ــودًر تاب ــر نم ــع ب ــۀ                          وًق ــنی                                       در نقط ــر منح ــاس ب ــط مم ــه خ سوال 64 معادل

ــد. )خــرداد 1399( بنویسی

پاسخ:

* وقــتی می گوییــم یــک خــط در یــک نقطــه بــر منحــنی ممــاس ًســت؛ یعــنی در آن نقطــه مقــدًر تابــع بــا مقــدًر خــط 
ممــاس برًبــر ًســت؛ زیــرً در ًیــن نقطــه خــط بــا منحــنی در تمــاس ًســت.
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سوال 65 یــک تــوده باکتــری پــس ًز t ســاعت دًرًی جــرم                                   گــرم ًســت. در چــه لحظه ــای، آهنــگ 

رشــد جــرم تــوده باکتــری برًبــر آهنــگ متوســط آن در بــازه                      می شــود؟ )دی 1401(

پاسخ:

* آهنــگ متوســط در یــک بــازه یعــنی ســر و تــه بــازه رً بــا یــک خــط بــه هــم وصــل کنیــم و شیــب آن خــط رً محاســبه 
کنیــم. آن شیــب می شــود شیــب متوســط تابــع در آن بــازه.

سوال 66 ًگر                              باشد مقدًر              رً محاسبه کنید. )خرداد 1402(

پاسخ:

سوال 67 مشتق توًبع زیر رً محاسبه کنید. )خرداد 1402(

* مشتق توًبع پیچیده مثل مثال »67« ًز تکنیک که توًبع رً --  در نظر بگیریم رًحت تر ًست مشتق گیری. 

سوال 70 در تابــعی بــا ضابطــۀ                               مجمــوع آهنــگ لحظــه  ًی تغییــر در لحظــه             و آهنــگ متوســط 

تغییــر تابــع           در بــازه             رً بیابیــد.

پاسخ:

68

69

حسابان دوازدهم گروه آموزشی مشاوره ای نوتروفیل
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سوال 72 جای خالی رً پر کنید. 

ًگر f در x=a پیوسته                        ، آنگاه f در x=a مشتق  ناپذیر ًست. 

سوال 73   مشتق  پذیری   تابع                                             رً          x=0      بررسی کنید.)شهریور1399(

پاسخ:

پس تابع پیوسته ًست در ؛ حال مشتق تابع رً می گیریم. 

به دلیل برًبر نبودن مشتقات چپ و رًست تابع، تابه در x=0 مشتق پذیر نیست. 

سوال 74 مشتق  پذیری تابع مقابل رً در نقطۀ x=1 بررسی کنید. )دی 1398(

پاسخ: 

پس تابع در f پیوسته ًست  در x=1 ؛ حال مشتق تابع رً محاسبه می کنیم. 

پس تابع در              مشتق  پذیر نیست؛ به دلیل ًینکه مشتقات آن )رًست و چپ( با هم برًبر نیست. 
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حسابان دوازدهم گروه آموزشی مشاوره ای نوتروفیل
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سوال 72 جای خالی رً پر کنید. 

ًگر f در x=a پیوسته                        ، آنگاه f در x=a مشتق  ناپذیر ًست. 

سوال 73   مشتق  پذیری   تابع                                             رً          x=0      بررسی کنید.)شهریور1399(

پاسخ:

پس تابع پیوسته ًست در ؛ حال مشتق تابع رً می گیریم. 

به دلیل برًبر نبودن مشتقات چپ و رًست تابع، تابه در x=0 مشتق پذیر نیست. 

سوال 74 مشتق  پذیری تابع مقابل رً در نقطۀ x=1 بررسی کنید. )دی 1398(

پاسخ: 

پس تابع در f پیوسته ًست  در x=1 ؛ حال مشتق تابع رً محاسبه می کنیم. 

پس تابع در              مشتق  پذیر نیست؛ به دلیل ًینکه مشتقات آن )رًست و چپ( با هم برًبر نیست. 
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گروه آموزشی مشاوره ای نوتروفیلحسابان دوازدهم
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سوال 75 خط مماس بر منحنی                                   در کدًم نقطه: 

ًلف( موًزی خط                          ًست؟ 

پاسخ:

                                                                   برًی ًین که موًزی باشد  باید شیب ها با هم برًبر باشند

ًگر عمود بر یک خط رً می خوًست شیب باید قرینه و معکوس باشد.

سوال 76 مشتق پذیری تابع                                                رً در نقطه               بررسی کنید. )خرداد ۱۴۰۲(

پاسخ: 

چون مشتقات چپ و رًست با هم برًبر نیستند پس تابع در  

            مشتق پذیر نیست. 

سوال 77 درست یا نادرست عبارت زیر رً مشخص کنید. )خرداد ۱۴۰۲( 

 .تابع                         در نقطه             مشتق پذیر ًست

پاسخ:

* ًز آنجا که می دًنیم تابع        در             ًصلاًاً پیوسته نیست که بتوًند مشتق پذیر باشد. 

حسابان دوازدهم گروه آموزشی مشاوره ای نوتروفیل
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سوال 78 با توجه به نمودًر            به سؤًلات دًده شده پاسخ دهید. )خرداد ۱۴۰۱(

ًلف( مقدًر ماکزیمم مطلق رً بنویسید ۸ 

ب( مقدًر مینیمم رً بنویسید. 4- 

پ( طول نقطه ماکزیمم نسبی رً بنویسید. 4 

ت( طول نقطه مینیمم نسبی رً بنویسید. 2

پاسخ:

* بــرًی ًکســترمم هــای مطلــق حتمــااً بایــد y یــا عــرض نقطــه ًعلاًم شــود ًمــا بــرًی ًکســترمم هــای نســبی حتمــا x یــا 
طــول نقــاط رً ًعلاًم کنیــد.

* نقــاطی کــه در یــکی ًز همســایگی های چــپ و یــا رًســت خــود تعریــف شــده نیســتند نمی توًننــد ًکســترمم نســبی 
باشــند ولی بــرًی ًکســترمم مطلــق شــدن )در صــورت بــودن( مشــکلی ندًرنــد. مــثلاًاً در مثــال بــالا نقطــه           بــه دلیــل 
ــد ماکزیمــم نســبی ًعلاًم شــود و فقــط ماکزیمــم  ــع در همســایگی آن نقطــه تعریــف نشــده ًســت نمی توًن ًیــن کــه تاب

مطلــق ًعلاًم می شــود.

فصل پنجم: نقاط بحرانیفصل پنجم: نقاط بحرانی
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حسابان دوازدهم گروه آموزشی مشاوره ای نوتروفیل
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سوال 78 با توجه به نمودًر            به سؤًلات دًده شده پاسخ دهید. )خرداد ۱۴۰۱(

ًلف( مقدًر ماکزیمم مطلق رً بنویسید ۸ 

ب( مقدًر مینیمم رً بنویسید. 4- 

پ( طول نقطه ماکزیمم نسبی رً بنویسید. 4 

ت( طول نقطه مینیمم نسبی رً بنویسید. 2

پاسخ:

* بــرًی ًکســترمم هــای مطلــق حتمــااً بایــد y یــا عــرض نقطــه ًعلاًم شــود ًمــا بــرًی ًکســترمم هــای نســبی حتمــا x یــا 
طــول نقــاط رً ًعلاًم کنیــد.

* نقــاطی کــه در یــکی ًز همســایگی های چــپ و یــا رًســت خــود تعریــف شــده نیســتند نمی توًننــد ًکســترمم نســبی 
باشــند ولی بــرًی ًکســترمم مطلــق شــدن )در صــورت بــودن( مشــکلی ندًرنــد. مــثلاًاً در مثــال بــالا نقطــه           بــه دلیــل 
ــد ماکزیمــم نســبی ًعلاًم شــود و فقــط ماکزیمــم  ــع در همســایگی آن نقطــه تعریــف نشــده ًســت نمی توًن ًیــن کــه تاب

مطلــق ًعلاًم می شــود.

فصل پنجم: نقاط بحرانیفصل پنجم: نقاط بحرانی
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گروه آموزشی مشاوره ای نوتروفیلحسابان دوازدهم
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سوال 79 جاهای خالی رً کامل کنید. 

ًلف( ًگر تابع           در بازه            صعودی باشد، علاًمت مشتق           در ًین بازه مثبت ًست. )تیر ۹۸(

ــد /  ــزولی ًکی ــر                    ن ــودی / ًگ ــد صع ــر                    باش ــت/ ًگ ــد ًس ــودی ًکی ــع صع ــد تاب ــر                     باش ًگ
ــت. ــزولی ًس ــر                   ن ًگ

ب( بزرگ ترین بازه ًی ًز R که تابع                                          در آن نزولی ًکید باشد، بازه )2+,2-( ًست. 

)خرداد ۹۹ خارج(

پاسخ:

بــرًی بــه دســت آوردن وضعیــت صعــودی نــزولی بــودن یــک تابــع ًبتــدً ًز تابــع مشــتق می گیریــم و بعــد مشــتق تابــع 
رً تعییــن علاًمــت می کنیــم.

* دقــت کنیــد بــا توجــه بــه ســؤًل کــه گفتــه نــزولی ًکیــد نبایــد نقــاطی رً کــه مشــتق صفــر می شــود رً محاســبه کنیــم 
یعــنی بــازه بایــد بــاز باشــد.

سوال 80 ضرًیب b,a  رً طوری بیابید که نقطه )2,1( ًکسترمم نسبی تابع شود. )شهریور ۱۴۰۱(

پاسخ:

ــنی  ــد یع ــع                                           باش ــتق تاب ــه مش ــه ریش ــه آن نقط ــود ک ــبی می ش ــترمم نس ــه ًی ًکس ــتی نقط وق
خوًهیــم دًشــت کــه:

نقطه باید روی تابع باشد که ًکسترمم آن تابع باشد یعنی آن نقطه در تابع صدق کند یعنی 

نمودًر تابعی رً بنویسید که مشتق آن: 

در یــک نقطــه برًبــر صفــر شــود                   تابــعی می خوًهــد کــه یــک ًکســترمم نســبی دًشــته باشــد در یــک  سوال 81

نقطــه نمــودًر تابــع بــا محــور x  هــا مــوًزی باشــد.

سوال 82 در تمام نقاط مثبت باشد              تابعی صعودی یا ًکیدًاً صعودی می خوًهد. 

سوال 83 در تمام نقاط منفی باشد                 تابعی نزولی یا ًکیدًاً نزولی می خوًهد. 

حسابان دوازدهم گروه آموزشی مشاوره ای نوتروفیل
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سوال 84 در             برًبر 3 باشد.                        تابعی مثال بزنید که در نقطه            شیب خط مماس برًبر 3 باشد. 

سوال 85 در تمــام نقــاط یکســان باشــد                                 مشــتق توًبــع ثابــت و یــا توًبــعی کــه شیــب خــط ممــاس 

بــر آن هــا در تمــام نقــاط برًبــر ًســت رً می گویــد.

سوال 86 مقدًر ًکسترمم های مطلق تابع                                               رً در بازه ]2 و 1-[ مشخص کنید. 

)دی ۹۸( )شهریور ۹۹ با اندکی تغییر(

پاسخ:

نقاط بحرًنی 

* بــرًی ســؤًلاتی کــه ًز مــا ًکســترمم های مطلــق  رً می خوًهــد بایــد نقــاط بحــرًنی رً محاســبه کنیــد و در تابــع بگذًریــد 
علاًوه بــر ًین هــا نقــاط ًبتــدًیی و ًنتهــایی بــازه رً نیــز در تابــع گذًشــته و مقــدًر آن رً محاســبه کنیــد بیشــترین مقــدًر 

رً           و کم تریــن رً            مطبــق می نامیــم

سوال 87 مقادیر ًکسترمم های نسبی و مطلق تابع                                   رً در بازه ی ]-2,3[ به دست آورید.

پاسخ:

نقاط بحرًنی 

Max نسبی هم ندًرد 

* برًی بدست آوردن ًکسترمم های نسبی ← جدول تعیین علاًمت       و تعیین صعودی نزولی 

برًی بدست آوردن ًکسترمم های مطلق ← نقاط بحرًنی رً محاسبه و بدست آوردن مقادیر سر و ته نقاط بحرًنی تابع

5050
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حسابان دوازدهم گروه آموزشی مشاوره ای نوتروفیل
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سوال 84 در             برًبر 3 باشد.                        تابعی مثال بزنید که در نقطه            شیب خط مماس برًبر 3 باشد. 

سوال 85 در تمــام نقــاط یکســان باشــد                                 مشــتق توًبــع ثابــت و یــا توًبــعی کــه شیــب خــط ممــاس 

بــر آن هــا در تمــام نقــاط برًبــر ًســت رً می گویــد.

سوال 86 مقدًر ًکسترمم های مطلق تابع                                               رً در بازه ]2 و 1-[ مشخص کنید. 

)دی ۹۸( )شهریور ۹۹ با اندکی تغییر(

پاسخ:

نقاط بحرًنی 

* بــرًی ســؤًلاتی کــه ًز مــا ًکســترمم های مطلــق  رً می خوًهــد بایــد نقــاط بحــرًنی رً محاســبه کنیــد و در تابــع بگذًریــد 
علاًوه بــر ًین هــا نقــاط ًبتــدًیی و ًنتهــایی بــازه رً نیــز در تابــع گذًشــته و مقــدًر آن رً محاســبه کنیــد بیشــترین مقــدًر 

رً           و کم تریــن رً            مطبــق می نامیــم

سوال 87 مقادیر ًکسترمم های نسبی و مطلق تابع                                   رً در بازه ی ]-2,3[ به دست آورید.

پاسخ:

نقاط بحرًنی 

Max نسبی هم ندًرد 

* برًی بدست آوردن ًکسترمم های نسبی ← جدول تعیین علاًمت       و تعیین صعودی نزولی 

برًی بدست آوردن ًکسترمم های مطلق ← نقاط بحرًنی رً محاسبه و بدست آوردن مقادیر سر و ته نقاط بحرًنی تابع

5151



گروه آموزشی مشاوره ای نوتروفیلحسابان دوازدهم

5252

شی
موز

ت آ
دال

 ع
می

حا
ل، 

وفی
وتر

ن
شی

موز
ت آ

دال
 ع

می
حا

ل، 
وفی

وتر
ن

گروه آموزشی مشاوره ای نوتروفیلحسابان دوازدهم
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سوال 88  ًکسترمم های مطلق و نسبی تابع                                              رً به دست آورید. 

پاسخ:

سوال 89 جهت تقعر و نقطه عطف نمودًر تابع                                        رً بدست آورید. )تیر1398(

پاسخ:

حسابان دوازدهم گروه آموزشی مشاوره ای نوتروفیل
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سوال 90  جهت تقعر و مختصات نقطه عطف تابع                                             رً تعیین کنید. )شهریور 1401(

پاسخ:

)1,0(: نقطه عطف

سوال 91 ًگر نقطه عطف                  نقطه عطف تابع با ضابطه                                                باشد. مقادیر a , b رً بدست 

آورید. خرداد)1401(

پاسخ:

سوال 92 با رسم جدول تغییرًت تابع زیر نشان دهید که تابع در چه بازه ای صعودی و در چه بازه ای نزولی ًست؟ 

)خرداد 1402(

پاسخ:

ــه ًطــرًف خــود  ــم کــه نســبی هــم ًســت [ نســبت ب ــا یــک ًکســترمم دًری ــالا م * ًضــافی: در نقطــه              ســوًل ب
ــم  ــت ه ــق هس ــم مطل ــم مینیم ــه ه ــن نقط ــت. ًی ــره] هس ــاط پایین ت ــام نق ــه تم ــبت ب ــق [ نس ــم مطل ــره{ و ه پایین ت

نســبی
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سوال 90  جهت تقعر و مختصات نقطه عطف تابع                                             رً تعیین کنید. )شهریور 1401(

پاسخ:

)1,0(: نقطه عطف

سوال 91 ًگر نقطه عطف                  نقطه عطف تابع با ضابطه                                                باشد. مقادیر a , b رً بدست 

آورید. خرداد)1401(

پاسخ:

سوال 92 با رسم جدول تغییرًت تابع زیر نشان دهید که تابع در چه بازه ای صعودی و در چه بازه ای نزولی ًست؟ 

)خرداد 1402(

پاسخ:

ــه ًطــرًف خــود  ــم کــه نســبی هــم ًســت [ نســبت ب ــا یــک ًکســترمم دًری ــالا م * ًضــافی: در نقطــه              ســوًل ب
ــم  ــت ه ــق هس ــم مطل ــم مینیم ــه ه ــن نقط ــت. ًی ــره] هس ــاط پایین ت ــام نق ــه تم ــبت ب ــق [ نس ــم مطل ــره{ و ه پایین ت

نســبی
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گروه آموزشی مشاوره ای نوتروفیلحسابان دوازدهم
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سوال 93 در شکل مقابل طول نقاط ًکسترمم مطلق و نسبی رً مشخص کنید )خرداد 1402(

پاسخ:

مینیمم مطلق 

ماکزیمم مطلق و نسبی 

مینیمم نسبی 

سوال 93 جدول رفتار و نمودًر توًبع زیر رً رسم کنید.  )خرداد 1401(

پاسخ:

مجانب قائم 

مجانب ًفقی 

* بــرًی رســم یــک نمــودًر مجانب هــای آن رً مشــخص کنیــد. بعــد ًز تابــع مشــتق بگیریــد تاوضعیــت صعــودی / نــزولی 
تابــع رً بــه دســت آوریــد. ًگــر تابــع درجــه 3 بــود بایــد مشــتق مرتبــه دوم آن رً نیــز بگیریــد تــا وضعیــت تقعــر تابــع 

بــه دســت آیــد.

94

حسابان دوازدهم گروه آموزشی مشاوره ای نوتروفیل

2929

شی
موز

ت آ
دال

 ع
می

حا
ل، 

وفی
وتر

ن
شی

موز
ت آ

دال
 ع

می
حا

ل، 
وفی

وتر
ن

 پاسخ:

پاسخ:

95

96

5454



حسابان دوازدهم گروه آموزشی مشاوره ای نوتروفیل

5555

شی
موز

ت آ
دال

 ع
می

حا
ل، 

وفی
وتر

ن
شی

موز
ت آ

دال
 ع

می
حا

ل، 
وفی

وتر
ن

حسابان دوازدهم گروه آموزشی مشاوره ای نوتروفیل

2929

شی
موز

ت آ
دال

 ع
می

حا
ل، 

وفی
وتر

ن
شی

موز
ت آ

دال
 ع

می
حا

ل، 
وفی

وتر
ن

 پاسخ:

پاسخ:

95

96

5555



گروه آموزشی مشاوره ای نوتروفیلحسابان دوازدهم

5656

شی
موز

ت آ
دال

 ع
می

حا
ل، 

وفی
وتر

ن
شی

موز
ت آ

دال
 ع

می
حا

ل، 
وفی

وتر
ن

گروه آموزشی مشاوره ای نوتروفیلحسابان دوازدهم
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پاسخ:

پاسخ:

    )خرداد 1400(                                                        

پاسخ:    
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پاسخ:

درجه3:جمع بندی رسمی نمودارها:
1- پیدا کردن مشتق تابع و وضعیت صعودی و یا نزولی تابعتوابع گویا:

2- پیدا کردن مشتق مرتبه2 تابع و تعیین وضعیت مقعرهای تابع1- پیدا کردن مجانب ها
3- مساوی صفر قرار دادن مشتقات مرتبه 1 و 2 برای بدست آوردن 2- پیدا کردن مشتق تابع و مشخص کردن صعودی نزولی تابع

نقاط بحرانی و نقطه عطف
4- کشیدن نمودار3- کشیدن جدول رفتار تابع

4- کشیدن نمودار

سوال 101 در کره ای به شعاع R یک ًستوًنه محاط کرده ایم. شعاع قاعده و ًرتفاع ًستوًنه رً طوری به دست آورید که حجم 

ًستوًنه، بیشترین مقدًر ممکن رً دًشته باشد.

ًرتفاع ًستوًنه رً h می نماییم و ًز آنجا که o وسط h ًست.

پاسخ:

                  دًریم:

حجم ًستوًنه برًبر ًست با: 

100
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پاسخ:

درجه3:جمع بندی رسمی نمودارها:
1- پیدا کردن مشتق تابع و وضعیت صعودی و یا نزولی تابعتوابع گویا:

2- پیدا کردن مشتق مرتبه2 تابع و تعیین وضعیت مقعرهای تابع1- پیدا کردن مجانب ها
3- مساوی صفر قرار دادن مشتقات مرتبه 1 و 2 برای بدست آوردن 2- پیدا کردن مشتق تابع و مشخص کردن صعودی نزولی تابع

نقاط بحرانی و نقطه عطف
4- کشیدن نمودار3- کشیدن جدول رفتار تابع

4- کشیدن نمودار

سوال 101 در کره ای به شعاع R یک ًستوًنه محاط کرده ایم. شعاع قاعده و ًرتفاع ًستوًنه رً طوری به دست آورید که حجم 

ًستوًنه، بیشترین مقدًر ممکن رً دًشته باشد.

ًرتفاع ًستوًنه رً h می نماییم و ًز آنجا که o وسط h ًست.

پاسخ:

                  دًریم:

حجم ًستوًنه برًبر ًست با: 

100
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گروه آموزشی مشاوره ای نوتروفیلحسابان دوازدهم
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برًی به دست آوردن نقاط بحرًنی ًز تابع مشتق می گیریم:

ًین یعنی ًگر ًرتفاع ًستوًنه     برًبر R باشد بیشترین حجم ًستوًنه رً خوًهیم دًشت.

سوال 102 ورق فلــزی مســتطیل شــکل، بــه طــول 16 ســانتی متر و عــرض 6 ســانتی متر رً در نظــر بگیریــد. می خوًهیــم 

ًز چهارگوشــه آن مربع هــای کوچــکی بــه ضلــع x بــرش بزنیــم و آن هــا رً کنــار بگذًریــم. ســپس لبــه جعبــه رً بــه ًنــدًزه 
a برمی گردًنیــم تــا یــک جعبــه ســرباز ســاخته شــود. مقــدًر x چقــدر باشــد تــا حجــم جعبــه، حدًکثــر مقــدًر ممکــن 

گــردد؟ )شــهریور ۱۴۰۰( 

پاسخ: 

طول جعبه =   

عرض جعبه=  

حجم جعبه:

 

ًز آنجا که                     نیست پس قابل قبول نیست و فقط              قابل قبول ًست که بیشترین مقدًر حجم ممکن رً جعبه 
دًرد. 

سوال 103 یک مستطیل در یک نیم دًیره محاط شده ًست. ًگر شعاع دًیره 4 سانتی متر باشد، طول و عرض مستطیل رً طوری 

به دست آورید که مساحت آن بیشترین مقدًر ممکن باشد؟ )دی ۱۴۰۱(

پاسخ: 

 

ًز آنجا که کمیت طول نمی توًند منفی باشد یعنی            قابل قبول نیست. 

حسابان دوازدهم گروه آموزشی مشاوره ای نوتروفیل
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سوال 104 جدول تغییرًت تابع زیر ر ً رسم کنید و نمودًر تابع رً بکشید. 

پاسخ: 

سوال 103 نمودًر تابع f رً به گونه ًی رسم کنید که شرًیط زیر رً دًشته باشد. 

پاسخ: 

)1و 1( ًکسترمم نسبی ًز نوع ماکزیمم

گــر نقطــه ًی بــا  * بایــد حوًســمان باشــد کــه نقطــه ًی رً بالاتــر ًز »1« قــرًر دهیــم تــا نقطــه )1 و 1( ماکیزمــم نســبی شــودً 
رجحیــت دًرد. ز »1« نباشــد نقطــه )1 و 1( ماکیزمــم مطلــق می شــود کــه بــه ماکزیمــم نســبیً  عــرقی بیشــترً 

5858
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سوال 104 جدول تغییرًت تابع زیر ر ً رسم کنید و نمودًر تابع رً بکشید. 

پاسخ: 

سوال 103 نمودًر تابع f رً به گونه ًی رسم کنید که شرًیط زیر رً دًشته باشد. 

پاسخ: 

)1و 1( ًکسترمم نسبی ًز نوع ماکزیمم

گــر نقطــه ًی بــا  * بایــد حوًســمان باشــد کــه نقطــه ًی رً بالاتــر ًز »1« قــرًر دهیــم تــا نقطــه )1 و 1( ماکیزمــم نســبی شــودً 
رجحیــت دًرد. ز »1« نباشــد نقطــه )1 و 1( ماکیزمــم مطلــق می شــود کــه بــه ماکزیمــم نســبیً  عــرقی بیشــترً 
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