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فصل اول: ماتریس و کاربرد ها

به آرایش مستطیلی از اعداد حقیقی که شامل سطر و ستون است ]ماتریس[ می گویند.
  

هر مورد را ]درایه[ می گویند.

 

 انواع ماتریس

 [O] ماتریس صفر = تمام درایه ها اعداد صفر باشد.
ماتریس سطری = تنها دارای یک سطر است.
ماتریس ستونی = تنها دارای یک ستون است.

ماتریس مربعی = تعداد سطرها و ستون برابر است.
 

a
b

 
 
 

0
0

ماتریس قطری

درایه های غیرواقع بر قطر اصلی صفر است. )قطر اصلی می تواند صفر باشد یا نباشد.(
 

a
a

 
 
 

0
0

ماتریس اسکالر

درایه های روی قطر اصلی برابرند و قطری هم است.
 I  
=  
 

1 0
0 1

ماتریس همانی
خطر خطر اگر همة درایه ها یک باشد همانی نیست!!

ماتریس بالا مثلثی = ماتریس مربعی که درایه های پایین قطر اصلی همگی صفر هستند.
ماتریس پایین مثلثی = ماتریس مربعی که درایه های بالای قطر اصلی همگی صفر هستند.

تساوی ماتریس ها = دو ماتریس هم مرتبه را مساوی می گوییم هرگاه درایه های نظیر به نظیر آن ها برابر باشد.
جمع ماتریس ها = باید درایه ها را دو به دو جمع کنیم.

x را به دست آورید. y z+ −2 B برابر باشد، مقدار
x y
 

=  − 

2 9
7

 و
z

A
x

+ 
=  − 

1 9
5 2

سؤال( اگر دو ماتریس

جواب( درایه های نظیر را برابر می گذاریم⇐   

  

ضرب یک عدد حقیقی در ماتریس = باید عدد را در تک تک درایه ها ضرب کرد.
خواص مهم

خاصیت جابه جایی         
خاصیت شرکت پذیری   

خاصیت عضو قرینه   

هندسههندسه۳۳ - فصل اول -ماتریکس و کاربردها - فصل اول -ماتریکس و کاربردها

2=z + 1
1=z

A+B=B+A

A+(B+C)=(A+B)+C
A+(-A)=O
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ضرب ماتریس ها

   mp pn mnA B C× = داریم←
درایه سطر i ام و ستون j ام در ماتریس c، از ضرب سطر i ام A در ستون j ام B به دست می آید.

 
  

نکته:نکته: مجموع عناصر روی قطر اصلی AB برابر با عناصر روی BA است.
A را محاسبه کنید. B× سؤال( 

پاسخ(

                                          

                                                

  

نکته:نکته: ضرب ماتریس ها خاصیت جابه جایی ندارد.

خواص

 
B C

AB AC
≠
=   A (B C) (A B) C× × = × ×       A (B C) (A B) (A C)× + = × + ×          mn n mnA I A× =

A تهی شود یعنی ماتریس صفر به ما بدهد.  B× نکته:نکته: ممکن است A و B ناتهی باشند اما

: A I=2 اگر A ماتریس مربعی باشد آن گاه اگر

    

 است.
r a r b

AB
r c r d
 

=  
 

1 1

2 2
 را در ماتریس B ضرب کنیم نتیجه می گیریم که

r
A

r
 

=  
 

1

2

0
0

اگر ماتریس قطری مثل
  

a به دست می آید. b

c d

r r
r r
 
 
 

r را در ماتریس B ضرب کنیم
A

r
 

=  
 

0
0

اگر ماتریس اسکالر مثل

اتحادها روی ماتریس ها برقرار است:  
  

kA کافی است درایه های روی قطر اصلی را به توان n برسانیم. نکته: نکته: اگر A یک ماتریس قطری باشد برای محاسبه

وارون ماتریس ها

 AA I− =1 BA و AB I= = A−1 می نامیم و یا آن را ماتریس B می نامیم و برای هر ماتریس مربعی مانند A وارون آن را
  | A شرط وارون پذیری0≠|

| دترمینان در ادامة درس با آن آشنا می شویم ... A |

a b
A

a a
 

=  
 

1 2

3 4

×
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روش محاسبه وارون و خواصِ آن

       

       

  

نکته:نکته: وارون هر ماتریس مربعی در صورت وجود منحصر به فرد است.

دترمینان

| را داریم: A |  n≤ ≤1 3 اگر A ماتریس مربعی باشد
 

   

  

  )3x3دستور ساروس برای محاسبه دترمینان )مخصوص

             

نکته:نکته: دترمینان ماتریس قطری از ضرب درایه های روی قطر اصلی به دست می آید.

نکته:نکته: اگر درایه های یک سطر با ستون دترمینان در عددی ضرب شود حاصل دترمینان نیز در آن عدد ضرب می شود.

اگر عدد از دترمینان خارج شود به توان مرتبه ماتریس می رسد:  

دستگاه معادلات

 

تعداد جواب دستگاه

1-            است. دو خط متقاطع داریم و دستگاه یک جواب دارد.
2-                 است. دو خط موازی داریم و دستگاه جواب ندارد.

3-                  است. دو خط بر هم منطبق داریم و دستگاه بی شمار جواب دارد.

| باشد دستگاه یک جواب دارد )دو خط متقاطع ( A نکته:نکته: اگر0≠|

| باشد یا دستگاه فاقد جواب است )دو خط موازی( یا اینکه بی شمار جواب دارد. )دو خط بر هم منطبق( A نکته:نکته: اگر0=|

سؤالات تکمیلی

k برقرار باشد. | kA |= 625 ij معرفی شده است، مقدار k را طوری پیدا کنید که رابطه
i j

a
i j
=

=  ≠

1
0

ijA به صورت [a ] ×= 3 3 ماتریس

  

11

22

33
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A باشد، آن گاه مقادیر x و y را به دست آورید. B  
+ =  

 

5 4
8 3

 را در نظر بگیرید، اگر
x y

B
+ + 

=  
 

1 2
3 2

A و  
=  
 

2 3
5 1

ماتریس های

 

m برابر با .......... است. r+  یک ماتریس همانی باشد حاصل
r m − 
 
 

1
0 1

الف( اگر ماتریس

جواب( دو

AX صدق می کنند. ماتریس X، کدام است؟ B= B در رابطه  
=  
 

1 2
0 3

A و  
=  − − 

2 3
1 2

ماتریس های

   
− − 
 
 

1 12
1 8

(4    
 − − 

1 13
1 6

(3    
 − 

2 11
1 6

(2    
 − − 

2 13
1 8

(1

 حاصل می شود. پس:
d b

A
c aad bc

− − 
=  −−  

1 1 a از دستور b
A

c d
 

=  
 

جواب( گزینه 1 نکته: وارون ماتریس

  

  

A کدام است؟ A−2 4 ij تعریف شده است. مجموع درایه های ماتریس
; i j

a
; i j

=
=  ≠

1
2

ijA به صورت [a ] ×= 3 3 ماتریس
 

21 (4  18 (3  15 (2  12 (1

جواب( گزینه 2 ابتدا درایه های ماتریس A را می نویسیم:

  

  

  

بنابراین مجموع درایه ها برابر 15 است.

| را بیابید. A |  باشد، مقدار
| A |

A | A |
 
 =  
  

0 1
1 1
0 2 1

اگر

 
( / )

| A |
| A | | A | (| A | ) ( ) | A | | A |

| A |
=

= − + ⇒ − + = ⇒  =
2

0 25

1
2 1 2 3 2 0

2
جواب(  

X X
− − − −       

⇒ = × = − × ⇒ =       − −− +        

2 3 1 2 2 13 2 131 1
1 2 0 3 1 8 1 84 3


A IX X

I
AX B A A X A B X A B

− × =− − −= → = → =
1 1 1 1



گروه آموزشی مشاوره ای نوتروفیلهندسه دوازدهم  

66

شی
موز

ت آ
دال

 ع
می

حا
ل، 

وفی
وتر

ن
شی

موز
ت آ

دال
 ع

می
حا

ل، 
وفی

وتر
ن

| را بیابید. A |  باشد مقدار
| A |

A | A |
 
 =  
  

0 1
1 1
0 2 1

سؤال( اگر

 | A | | A | (| A | ) ( ) | A | | A |= − + ⇒ − + =22 1 2 3 2 0 جواب(  

 
| A |
| A |

=
 =

1
2

 

 را با استفاده از ماتریس وارون حل کنید.
x y
x y
+ =

 + =

2 4
7 4 15

سؤال( دستگاه

R A B
ad bc

−= ⇒
−

1 1 x
y

− =     
=     − =     

1

4 1 4 1 1
7 2 15 2 2

جواب(  
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لایه مخروطی = سطح حاصل از دوران خط d حول خط I را می نامیم. 

خط I را محور، نقطه A را رأس و خط d را مولد می نامیم.

یادآوری: منظور از فصل مشترک خط و کره مجموعه نقاطی است که هم در صفحه و هم در کره قرار دارند.

حالات مختلف صفحه و سطح مخروطی

الف( اگر صفحه p بر محور سطح مخروطی عمود باشد و از رأس آن عبور نکند، دایره داریم:
 

ب( اگر صفحه p بر محور I عمود نباشد و با مولد d نیز موازی نباشد و تنها یکی از دو نیمه مخروط را قطع کند، بیضی داریم.

پ( اگر صفحه p با مولد d موازی باشد و از رأس مخروط عبور نکند، فصل مشترک صفحه و سطح مخروطی یک سهمی است و اگر از 
رأس مخروط عبور کند یک خط است.

فصلفصل۲۲ - آشنایی با مقاطع مخروطی - آشنایی با مقاطع مخروطی
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ت( اگر صفحه p هر دو تکه بالایی و پایینی سطح مخروطی را قطع کند و شامل محور I نباشد، فصل مشترک صفحه و سطح مخروطی 
یک هذلولی است. 

مکان هندسی:مکان هندسی: مجموعه نقاطی از صفحه یا فضا است که همه آن ها ویژگی مشترکی داشته باشند. 

چند مکان معروف

=AB مکان هندسی نقطه ای که از دو نقطه A و B به یک فاصله است خط عمودمنصف AB می گویند. 1- عمودمنصف پاره خط

2- نیمساز یک زاویه = مکان هندسی نقطه ای از صفحه آن زاویه است که فاصله آن از دو ضلع زاویه برابر باشد.

3- دایره = مکان هندسی نقاطی از صفحه که از نقطه ثابت به یک فاصله باشند دایره است.

4- دو خط موازی = مکان هندسی نقاطی از صفحه که از خط d به فاصله مشخص باشند دو خط موازی در دو طرف خط d هستند

سؤال( نقاط A و B و C در صفحه مفروض اند نقطه ای بیابید که از A و B به یک فاصله و از C به فاصله 3 سانتی متر باشد؟

جواب( 

مکان هندسی نقاطی که از A و B به یک فاصله اند عمود منصف AB است و مکان هندسی نقاطی که از نقطه C به  فاصله 3 باشد 
دایره ای به مرکز شعاع 3 است.

(D,E) جواب است. نقطة برخورد خط d و دایره
اگر خط d و دایره یکدیگر را در دو نقطه قطع کند مسئله دو جواب دارد.

اگر مماس شوند مسئله یک جواب دارد.
در صورتی که یکدیگر را قطع نکنند جواب ندارد.

11

22

33

44
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تعریف: مکان هندسی نقاطی از صفحه است که فاصله آن از نقطه ای ثابت واقع در آن صفحه مقداری ثابت باشد، آن نقطه ثابت را مرکز 

دایره و ان فاصله ثابت را شعاع می نامیم.
معادله استاندارد دایره  

مرکز دایره                     معادله ضمنی دایره 
  

y2 باید برابر و یک باشند یعنی گاهی نیاز است ضرایب را ساده کرد.  x2 و توجه کنید که ضرایب
∆ می گویند. a بزرگ تر از صفر باشد؛ که به آن b c+ −2 2 4 شرط دایره بودن این است که

x یک دایره باشد حدود K را بیابید؟ y x y k+ − − + + =2 2 22 4 1 سؤال( اگر0

جواب( 

∆ باشد:   باید0<
  

           

اوضاع نسبی دو دایرره

1- متخارج 

     

2- مماس خارج

    

3- متقاطع 

 

4- مماس داخل

   

5- متداخل   

طول مماس مشترک خارجی دو دایره 
طول مماس مشترک داخلی دو دایره  

وتر مشترک دو دایره متقاطع

 (x y ax by c) (x y a x b y c ) (a a ) x (b b ) y c c′ ′ ′ ′ ′ ′+ + + + − + + + + ⇒ − + − + − =2 2 2 2 0  

معادله مماس قائم بر دایره

اگر خطی در نقطه T بر دایره ای مماس باشد آن گاه خطی که مرکز دایره را به نقطه T وصل می کند قائم بر دایره می نامند. برای پیدا کردن 
شیب خط مماسی که در نقطه T بر دایره رسم می شود ابتدا شیب پاره خط OT را پیدا کرده و بعد معکوس و قرینه می کنیم.

دایرهدایره

(x ) (y B) R−α + − =2 2 2

R a b c= + −2 21 4
2

a b( , )− −
2 2

x y ax by c+ + + + =2 2 0

TT d (R R )′ ′= − −2 2

TT d (R R )′= − +2
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حالات خط و دایره

OH R> 1- نقطه مشترک ندارد

                         

 OH R= 2- یک نقطه مشترک دارد 

                   

 OH R< 3- دو نقطه مشترک دارد 

                     

x مماس خارج باشد؟ y y+ − − =2 2 2 3 )O و بر دایره0 , )−1 2 سؤال( معادله دایره ای را بنویسید که مرکز آن

جواب( 

+ است. + =
1 0 4 12 2
2

) و شعاع آن , ) x y y+ − − =2 20 1 2 3 مرکز دایره 0
OO است پس معادله دایره می شود:  R R′ ′= + OO است. شرط مماس خارج ( ) ( )′ = − + − − =2 21 0 2 1 طول خط المرکزین10

  

  

حالات نقطه و دایره

OA باشد نقطه خارج از دایره است.  r> -1

 

          

OA نقطه روی دایره است.  r= -2

                      

OA نقطه داخل دایره است.                       r< -3

x در مبدأ مختصات بر نیمساز ربع دوم و چهارم باشد شعاع دایره چقدر است؟ y ka y+ + + =2 2 2 4 سؤال( اگر دایره0

y قرار دارد. x= جواب( این دایره را می کشیم و می فهمیم که نیمساز ربع اول و سوم یکی از قطرهای آن است پس مرکز دایره روی

 k = 2 −k و = −2 ) است و چون روی نیمساز ربع اول و سوم است باید طول و عرض آن برابر باشد پس k , )− −2 مختصات مرکز دایره
است.

  

11

22

33

R ( k)= + − × = + =2 21 2 4 4 0 16 16 4 2
2

11

22

33
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x مماس باشد. y− + =3 4 3 )o و بر خط0 , )−1 1 سؤال( معادله دایره ای را بنویسید که مرکز آن نقطه

جواب( 

         
| ( ) ( ) |d − − +

= =
+2 2

3 1 4 1 3 2
3 4

(x ) (y )− + + =2 21 1 4
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F واقع در همان صفحه مقداری ثابت  ,F′ تعریف = بیضی مکان هندسی نقاطی از صفحه است که مجموع فاصله های آن از دو نقطه ثابت

باشد.
c2 نمایش می دهند. F را کانون بیضی و فاصله این دو نقطه از یکدیگر را فاصله کانونی می نامند و با ,F′ قرارداد = 

a2 است. ، یعنی مجموع فاصله های هر نقطه روی بیضی از دو کانون مقدار ثابت MF MF a′+ = 2 نکته: اگر M نقطه ای از بیضی باشد آن گاه

AA قطر بزرگ a′← = 2 A کانونی اند و ,A′ رأس های 
BB قطر کوچک b′← = 2 B ناکانونی اند و ,B′ رأس های

F می گذرد و خطی که عمودمنصف′FF است محور تقارن است. ,F′ خطی که از
 

نکته: نقطه برخورد دو محور تقارن بیضی، مرکز تقارن آن است.

خروج از مرکز بیضی

هرچه دو کانون بیضی به هم نزدیک تر باشند بیضی به دایره شبیه تر است و هر چقدر این دو کانون از یکدیگر دورتر باشند بیضی کشیده تر 
است.

 ce e
a

= < <0 1 خروج از مرکز بیضی را با e نمایش می دهند که معیار کشیدگی بیضی است. 

تذکر: اگر e به سمت 1 میل کند بیضی کشیده تر است و اگر به سمت صفر میل کند بیضی به دایره شبیه تر می شود.

وتر کانونی بیضی

F عبور کند و بر آن عمود باشد. ,F′ MN وتر کانونی است هر گاه از یکی از کانون های بیضی

              
 

خاصیت بازتابندگی بیضی

                   

اگر شعاع نوری از یکی از کانون های بیضی عبور کند و بر بدنه داخلی بیضی بتابد بازتابش آن از کانون دیگر عبور می کند.

بیضیبیضی

OA a
OF OF c

a b c
FA a c
OB b

=
′= =

⇒ = +
= −
=

2 2 2

bMN
a

=
22



هندسه دوازدهم گروه آموزشی مشاوره ای نوتروفیل

1313

شی
موز

ت آ
دال

 ع
می

حا
ل، 

وفی
وتر

ن
شی

موز
ت آ

دال
 ع

می
حا

ل، 
وفی

وتر
ن

سؤال( در یک بیضی افقی به مرکز مبدأ مختصات طول قطرها برابر 10 و 6 است؛

الف( خروج از مرکز بیضی را بیابید.
           

                    

ب( مختصات کانون ها و مختصات دو سطر قطر بزرگ و دو سر قطر کوچک را به دست آورید.
                      

                

پ( بیضی را روی محور مختصات رسم کنید.

. اگر خروج از مرکز  MF′ = 6 MF و = 8 ′F قرار دارد به طوری که سؤال( در شکل روبه رو نقطه M روی بیضی با کانون های F و

1 باشد اندازه نصف قطر کوچک بیضی را به دست آورید.
7

بیضی

جواب( 

 a =17      a =2 MF پس14 MF a′+ = 2 می دانیم
  

  

  

7



گروه آموزشی مشاوره ای نوتروفیلهندسه دوازدهم  

1414

شی
موز

ت آ
دال

 ع
می

حا
ل، 

وفی
وتر

ن
شی

موز
ت آ

دال
 ع

می
حا

ل، 
وفی

وتر
ن

تعریف = مکان هندسی نقاطی از صفحه است که از خط ثابت d و نقطه ثابت F به یک فاصله باشد.

a2 نشان می دهند. فاصله F خط هادی را پارامتر سهمی می نامند و آن را با 
وتر کانونی سهمی = خطی که از کانون سهمی بر محور سهمی عمود می شود سهمی را در دو نقطه M و′M قطع می کند که به پاره 

خط′MM وتر کانونی می گویند.

نکته: دهانه سهمی رو به کانون است.

نکته: هر سهمی یک محور تقارن دارد که از کانون سهمی می گذرد و بر خط هادی عمود است.

معادله استاندارد سهمی

 y ax=2 4

حالات سهمی

                       سهمی قائم                                                                سهمی افقی
                                        

 (x ) a(y B)−α = −2 4 ) است: , )β α معادله سهمی با محور افقی که رأس آن

y باشد، − 3 )S و خط هادی آن , )−2 1 معادله سهمی را بنویسید که رأس آن
 مختصات کانون سهمی را بنویسید.

جواب( 

α و = 2 )S است در نتیجه , )−2 1 a است چون دهانه سهمی به طرف پایین است پس0>
)F است. , a) ( , )α β+ = −2 5 x) است و مختصات کانون ) (y )− = − +22 8 1 β است. معادله آن = −1

HS SF a= =
MH MF′ =

سهمیسهمی

فاصله کانونی

=

 سهمی افقی سهمی قائم
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 Ay By cx D+ + + =2 2 سهمی افقی0

x داده شده است آن را به صورت متعارف بنویسید.  x+ +2 3 5 سؤال( معادله یک سهمی به صورت

جواب( 

  

  

  

بازتابندگی آینه سهموی

1- اگر اشعه نوری موازی محور کانونی سهمی بتابد بازتاب آن از کانون سهمی می گذرد.                 

2- اگر اشعه نوری از کانون بر سهمی بتابد موازی محور کانونی سهمی بازتاب می کند.                              

3- اگر اشعه نوری به آینه سهموی بتابد زوایای تابش و بازتابش با هم برابرند.                                       

y را بیابید. y x− − + =2 2 8 9 سؤال( معادله متعارف و فاصله کانونی سهمی به معادلة0

جواب( 

 a=2 y) فاصله کانونی  ) (x )− = −21 8 1  

ب( مختصات رأس کانون و معادله خط هادی سهمی را به دست آورید.
 x = )               معادله خط هادی  1− , )1 1 رأس سهمی   

 ( , )3 1 مختصات کانون  

11

22

33

3

k)
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)F مفروض است. معادله سهمی و خط هادی آن را بنویسید. , )−1 2 )A و کانون , )1 2 سؤال( سهمی با رأس

جواب( 

سهمی قائم و دهانة آن به سمت پایین می باشد.
 y = 6 معادله خط هادی   (x ) (y )− = − −21 16 2 a فاصله کانونی       معادله آن برابر است با  AF= = 4

دیش مخابرات

سؤال( اگر اندازه گودی یک دیش مخابراتی دو برابر شود فاصله کانونی این دیش چه تغییری می کند؟

جواب( 

  

سؤالات تکمیلی

، محور xها را با کدام طول ها قطع می کند؟  B( , )−4 1 )A و , )2 5 18 کوچک ترین دایرة گذرا بر دو نقطة
   ,−3 2 (4   ,−2 1(3   ,−0 3 (2   ,−1 3 (1

B دو سر قطری از  A و )B دایره ای است که نقطه های , )−4 1 )A و , )2 5 جواب( گزینه 1 می دانیم کوچک ترین دایرة گذرا از دو نقطه

آن بوده و مرکز این دایره نقطه وسط پاره خط AB است. داریم:

  

b
a ( h)
a b

h

′
= =

2

2
14 2
2

4

1818

_2
 

_3
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5− قطع می کند.  0   فاصله کانون تا خط هادی یک سهمی 2 واحد است. این سهمی محور yها را در دو نقطه به عرض های 1 و
طول رأس آن با علامت مثبت کدام است؟

  5
2

(4   9
4

(3  3
2

(2   5
4

(1

جواب(

. فرض  a  با توجه به فرض، شکل سهمی به صورت مقابل می شود. در ضمن این سهمی، افقی و دهانة آن رو به چپ بوده و داریم1=
 S( , )α β کنیم

  

  

  

  

 

 
الف( مکان هندسی نقاطی که از دو ضلع یک زاویه به یک فاصله اند، ............... )نیمساز( آن زاویه است.

ب( بیضی مکان هندسی نقاطی از یک صفحه است که از یک خط ثابت در آن صفحه و از یک نقطه ثابت غیر واقع بر آن خط در آن 
صفحه به یک فاصله باشد.                                                                    )درست ـ نادرست)

سؤالات تکمیلی

AF و همچنین AF و′BF یکدیگر را درون  BF′ = ′F قرار دارند. اگر در شکل روبه رو دو نقطه A و B روی بیضی با کانون های F و
′FMF متساوی الساقین است و M روی قطر کوچک بیضی قرار دارد. بیضی در نقطه ای مانند M قطع کنند، نشان دهید: مثلث 

جواب(

 نقاط A و B روی بیضی قرار دارد، با توجه به تعریف بیضی:

AF) برابری سه ضلع همنهشت هستند )0/5(، نتیجه دو زاویه BF , AF BF , FF FF )′ ′ ′ ′= = = ′BFF بنا به حالت دو مثلث′AFF و
MF یعنی M روی عمودمنصف پاره خط′AFF )قطر کوچک  MF′= ، )0/25( مثلث′MFF متساوی الساقین است و  �AFF BF F′ ′=

بیضی( است. )25/0) 
x مماس باشد. = −3 )O مرکز آن بوده و بر خط , )1 0 سوال( معادلة دایره ای را بنویسید که

جواب( 

 

  

3030

AF+AF´=2a=BF+BF´ AF=BF AF=BF´)0/25(
)0/25(

)1ـ
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x) مماس بیرون باشد. ) (y )+ + − =2 21 1 x بر دایره2 y x y c+ − + + =2 2 2 2 سوال( مقدار c را چنان بیابید که دایره0

جواب( 

 (x ) (y ) O ( , ), r′ ′+ + − = ⇒ − =2 21 1 2 1 1 2  (5/0)  

 (x ) (y ) c O( , ) , r c− + + = − ⇒ − = −2 21 1 2 1 1 2   (5/0)  

 OO′ = 2 2   (25/0)  
( / )OO r r c c′ ′= + → = + − ⇒ =0 25 2 2 2 2 0 (25/0)  

x وتری به طول 4 ایجاد کند. y+ =2 )O مرکز آن بوده و روی خط2 , )− −1 1 سؤال( معادله دایره ای را بنویسید که

جواب( 

x را تعیین کنید. y x y+ − + =2 2 2 2 )A نسبت به دایره0 , )−1 2 سؤال( وضعیت نقطه

جواب(

 مرکز و شعاع دایره را به دست می آوریم
 x y x y o( , ) , r+ − + = → − =2 2 2 2 0 1 1 2  (5/0)  

 OA =1  (25/0) OA r→ <  

نقطه داخل دایره قرار دارد. )0/25(

′FBF� چند درجه است؟ 2 برابر طول قطر کوچک است، اندازه زاویه سؤال( در بیضی مقابل طول قطر بزرگ

جواب( 

2 2
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سؤالات تکمیلی

الف( مختصات رأس، کانون و معادله خط هادی سهمیx2-4y+8x =0 را به دست آورید،

ب( نمودار سهمی را با استفاده از نقاط کمکی رسم کنید.

جواب( 
الف( فرم استاندارد سهمی به صورت                        است. )0/5(

سهمی قائم و دهانه آن رو به بالا باز می شود. )0/52( رأس سهمی نقطه                 است. )0/52( و          )0/52(، 
مختصات کانون آن نقطه                                 است )0/25(. معادله خط هادی سهمی به صورت                    است )0/52(.

ب( نقاط کمکی              و             )0/5(
رسم سهمی با استفاده از نقاط کمکی )0/52(

 
سؤال( سهمی                  مفروض است، به مرکز کانون سهمی و به شعاع 3 دایره ای رسم می کنیم، برخورد دایره و سهمی را بیابید

جواب( 
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دستگاهِ مختصات در صفحه نمایانگر فضای دو بعدی        می باشد.
چگونه نقاط رابطه ای که به صورت نامساوی بیان شده مشخص کنیم؟

y صدق می کند؟ | x |≤ y و x> 2 مثال: تمام نقاطی را مشخص کنید که در رابطه

    

 R3 معرفی فضای

R3 را که مختصات آن داده شده است نمایش دهیم؟ چگونه نقطه ای از فضای

)A را می خواهیم رسم کنیم: , , )2 1 3 مثال: نقطه

روی محور xها نقطة 2 و روی محور yها نقطة 1 را می یابیم و بعد 3 واحد روی محور z بالا می رویم.

محورهای مختصات و خواص آن

yzxzxyozoyox

 ( , y,z)0 (x , ,z)0 (x , y, )0 ( , , z)0 0 ( , y, )0 0 (x , , )0 تصویر قائم0

 ( x , y,z)− (x , y,z)− (x , y, z)− ( x , y,z)− − ( x , y, z)− − (x , y, z)− قرینه−

 x | x |=2 y | y |=2 z | z |=2 x y+2 2 x z+2 2
 y z+2 2

فاصله

R3 از فرمول رو به رو به دست می آید:   فاصله دو نقطه در فضای

فصل سوم: بردارهافصل سوم: بردارها

y | x |≤ ⇒

(x x ) (y y ) (z z )− + − + −2 2 2
0 1 0 1 0 1

R2
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 R2 بردارها در

a نشان می دهند.


AB را می گویند که ابتدای آن A و انتهای آن B است که بردارها را با


هر خط جهت دار مانند
بردار مساوی )همسنگ( = به برداری می گوییم که هم اندازه و هم جهت باشد.

بردار قرینه = دو بردار موازی و هم اندازه که هم جهت نیستند را می گویند.
a(a را می توان  ,a )1 2


)O نشان می دهیم. ابتدای هر بردار مانند , )0 0


معمولًا مبدأ مختصات را به عنوان بردار صفر در نظر می گیریم و با

مبدأ مختصات در نظر گرفت:  
جمع و تفریق بردار به روش متوازی الاضلاع

جمع و تفریق بردار به روش مثلث
                   

 R3 طول بردار در

a(a از رابطه مقابل به دست می آید:   ,a ,a )1 2 3


طول هر بردار مانند
جمع دو بردار   

ضرب عدد در بردار

  

a است.


ra در خلاف جهت بردار


r باشد بردار a و اگر0>


ra هم جهت


r باشد بردار اگر0<

خواص جمع بردارها

   a b b a+ = +
   

 r(a b) ra rb+ = +
   

 R3 بردارهای یکه در 

  
c را در نظر بگیرید: ( , , )= −1 2 2


   b ( , , )= −5 0 2


  a ( , , )= 2 1 3


سؤال( بردارهای

a را به صورت مجموع مضاربی از بردارهای یکه بنویسید. c+ 2
 

الف( بردار

 
a را مشخص کنید. b−3 2


ب( طول بردار

جواب( 

 ( , , ) ( , , ) ( , , )− − =3 2 1 3 2 5 0 2 16 3 5  

  

a a a= +2 2
1 2



| a | a a a′ = + +2 2 2
1 2 3



a b (a b , a b , a b )+ = + + +1 1 2 2 3 3


ra r(a ,a ,a )= 1 2 3


a ( a) o+ − =
 

i( , , ) j ( , , ) k ( , , )= =1 0 0 0 1 0 0 0 1

a c ( , , ) i j k+ = − = − +2 4 3 7 4 3 7
 

| a b |− = + + =2 2 23 2 16 3 5 290
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ضرب داخلی

b را داریم می خواهیم زاویه بین این دو بردار را پیدا کنیم: (b ,b )= 1 2


a و (a ,a )= 1 2


فرض کنید دو بردار
ضرب داخلی یک بردار عدد حقیقی است.  

 

a.b ضرب داخلی می گویند a.b به  | a || b | cos⇒ = θ
 

 a.b a b a b a b= + +1 1 2 2 3 3
 

R3 باشند در این صورت:  b(b دو بردار در ,b ,b )1 2 3


a(a و ,a ,a )1 2 3


تعریف: اگر

خواص ضرب داخلی

 a.b b.a=
   

-1

 a.a | a |= 2  
-2

 a.(b c) a.b a.c+ = +
      

-3

π است.
2

a.b است در واقعcosθ برابر با =0
 

a بر هم عمود باشند ,b
 

4- اگر

 | a || b | cos | a || b |θ ≤
   

-5

 b


a بر بردار


تصویر قائم بردار

                   

 a.ba b
| b |

′ = ×2

 
 



                                                                                     

 a.b| a |
| b |

′ =
 

 b را خواست از فرمول


a بر بردار


اگر اندازه بردار

b(m بر هم عمود هستند مقدار m را پیدا کنید. , , m )− −1 2 2 7


a و ( ,m, )= 3 3


سؤال( بردارهای

جواب(

a.b باشد.    باید
  

  

  

  

a.bcos
| a || b |

θ =  

a ra′ =
 

( ,m, ).(m , , m )− − =3 3 1 2 2 7 0
(m ) m ( m )− + × + − =3 1 2 3 2 7 0
m m m− + + − =3 3 2 6 21 0
m =11 24

m =
24
11
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)c در نظر بگیرید: , , )0 2 1


b و  i k= +
  

a و i j k= + −2 3
   

سؤال( سه بردار

 a ( , , )= −2 3 1


     b ( , , )= 1 0 1


cosθ را به دست آورید.  θ است، b برابر با


a و


الف( زاویه بین دو بردار

 a.b | a || b | cos= θ
   

 cos= θ1 14 2                          cosθ = 1
2 7

جواب(   

b را به دست آورید. c−
 

a بر


ب( تصویر قائم بردار

 d b c , ,−1 2 0
  

        ada d ( , , )
d

−
= × = −

4 1 2 0
5


 

  

ضرب خارجی

می توان ضرب دو بردار را به گونه ای تعریف کرد که حاصل ضرب آن ها همواره یک بردار باشد.
  

  

 | a b | | a || b | sin× = θمی توان گفت
نکات مهم:

i   اگر در جهت فلش ها برویم مثبت است. j k× =     i i× =0

 a a b⊥ × b و a b⊥ × b.(a     این خاصیت گویای این مطلب است که b)× =0       a.(a b)× =0

a باشد. b o× =
  

a با هم موازی هستند اگر


b و


دو بردار

حجم متوازی السطوح

 | b c |×
 

c تولید شده پس مساحت آن برابر است با


b و


چون قاعدة این متوازی السطوح توسط بردارهای
از طریق دترمینان هم می توان مساحت را به دست آورد:

  

| را محاسبه  a b |×2
 

| و زاویه بین آن ها 30 درجه است مقدار عبارت b |= 4


| و a |= 6


b مفروض اند به طوری که


a و


سؤال( دو بردار
کنید. 

جواب( 

  

a باشد. b′ ′× =0
 

a و به طول 12 را طوری بیابید که


b غیر هم جهت با


a مفروض است. بردار ( , , )= −4 4 2


سؤال( بردار

جواب( 

  

  

  

i j k
| a b | a a a

b b b
× = 1 2 3

1 2 3

 

| a b | | a || b | sin ( )( )( )× = = =
12 2 30 2 6 4 24
2


   

a b b || a b ( k , k , k)× = ⇒ → = −0 4 4 2
     

| b | | k |− =6 12


kk b ( , , )=−= ± → = − −22 8 8 4


=
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)C سه رأس متوازی الاضلاع ABCD باشد مساحت این متوازی الاضلاع چقدر است؟  , , )−3 2 6 ، B( , , )−2 3 1 ، A( , , )4 1 3 سؤال( اگر

جواب( 

 AC ( , , )= −7 1 3         AB ( , , )= − −2 2 4         AB AC ( , , )× = 10 34 12  

 | AB AC |SeIv¶= × = + + = =2 2 210 34 12 1400 10 14  

سؤالات تکمیلی

b را در نظر بگیرید. j k= +2 2
  

a و  ( , , )= −2 0 2


سؤال( بردارهای 

b را به دست آورید.


a و


الف( زاویه بین دو بردار
b به دست آورید.


a را بر امتداد بردار b+

 
ب( تصویر قائم بردار

جواب( 

 a.b ( , , ).( , , )= − =2 0 2 0 2 2 4
 

    (25/0)  

 | a | | b |= = 2 2
 

   (25/0)  

 a.bcos ( / ) ( /
| a || b |

θ = = →θ =
1 0 25 60 0 25
2



 

  الف( 
 a b ( , , ) ( , , ) ( , , )+ = − + = −2 0 2 0 2 2 2 2 4
     (25/0)  

 

( / )( / )

(a b).b(a b) b ( , , ) ( , , )
| b |
+′+ = = =2

0 50 25

12 0 2 2 0 3 3
8

  
  




ب( 

سؤال( با توجه به شکل، به سؤالات زیر پاسخ دهید.
الف( نام وجه از شکل که معادله آن به صورت زیر مشخص شده را بنویسید.

ب( معادلات مربوط به پاره خط )یال( AD را بنویسید.

پ( مختصات نقطه D را بنویسید.

ت( معادله صفحه ای را بنویسید که موازی با صفحه xoz باشد و مکعب مستطیل را نصف کند.
جواب(

(25/0) CDFG )الف 
(5/0) 

x
y
z

≤ ≤
 =
 =

0 2
4
3

ب(

(25/0) D( , , )2 4 3 پ(
(5/0) y = 2 ت(  

a ساخته شود کدام  b×
 

b و


a و


b باشند، حجم متوازی الاسطوحی که بر روی سه بردار ( , , )= −1 2 4


a و ( , , )= −2 3 1


سؤال( اگر
است؟

250 (4  245 (3  230 (2  225 (1

| است. داریم: a b |× 2 
a) یعنی b).(a b)× ×

   
a برابر b×

 
b و


a و


جواب( گزینه 2 حجم متوازی السطوح ساخته بر روی بردارهای

 
i j k

i b i j k× = − = + +
−

2 3 1 10 9 7
1 2 4


 

 

| حجم متوازی السطوح a b |= × = + + = + + =2 2 2 210 9 7 100 81 49 230
 

مساحت
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b را در نظر بگیرید. i j k= − + −2
   

 ، a ( , , )= −3 2 1


سؤال( دو بردار 

3R واقع است؟ )شماره ناحیه ذکر شود(،  a در کدام ناحیه از فضای


الف( بردار
a را حساب کنید. b+ 2

 
ب( طول بردار

b را پیدا کنید. 


a و


پ( برداری عمود بر دو بردار
جواب( 

a در ناحیه چهارم )0/5(


بردار
 a b ( , , ) ( , , ) ( , , )+ = − + − − = − −2 3 2 1 2 2 1 1 1 0 1
 

  (5/0)  

 | a b |+ =2 2
 

  (25/0) ب(  
b بر آن ها عمود است. )0/25(


a و


پ( ضرب خارجی دو بردار
 a b ( , , )× = −1 1 1
 

  (5/0)  
، چند  a


b بر روی بردار


a مفروض اند. تصویر قائم بردار b i j k− = + −2 3

    
| و b |= 7


| و a |= 5


b با معلومات


a و


سؤال( دو بردار

a است؟ 


برابر
   /1 4 (4   /1 2 (3   /0 8 (2   /0 7 (1

جواب( 

گزینه 3 با توجه به فرض داریم:
 | a b | | a | | b | a.b ( ) a.b− = + − ⇒ + + = + −2 2 2 22 4 1 9 25 49 2
       

 

 a.b a.b⇒ = − ⇒ =14 74 2 30
   

 

a برابر می شود:


b روی


در نتیجه اندازه تصویر قائم
 | a.b | | | | b || b | /

| a | | a |
′

′⇒ = = = ⇒ = =
30 66 1 2
5 5

  


   

c باشد،  i j k= − + −
   

a)(a.b) موازی بردار b)×
   

b در فضا مفروض اند. اگر بردار ( , , )= −
2 2 2
3 3


a و ( , , )= − α1 2


سؤال( بردارهای
α کدام است؟  مقدار 

1 (2 1) صفر 

α به دست نمی آید. 4) هیچ مقداری برای   3 (3

  
 
a ( , , )

a b ( , , )
b ( , , )

= − α α −→ × = α − −
= − 

1 2 4 2 4 224 2 3 3 32
3 3


 

  

طبق فرض داریم:

 (a.b)(a b) || c (a b) || c

α −
α − −

× ⇒ × ⇒ = = ⇒ α− = → α = →α =
− −

4 2 4 22 4 23 3 3 2 2 2 1
1 1 1 3 3
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سوال 1  جاهای خالی را با عبارات مناسب پر کنید.

الف( ماتریس قطری که  درایههای روی قطر اصلی آن با هم برابر باشند، ماتریس ................. مینامیم. )دی 97(
، نقطه ای به مختصات ................. است. )دی 97( y x y+ − =2 2 2 ب( رأس سهمی به معادله 0

پ( حاصل ضرب ماتریس ها خاصیت جا به جایی ................. . )دی 97(
،  بیضی به یک ................. تبدیل می شود. )شهریور 1400( c

a
ت( در حالی که 1=

پاسخ:

ت( پاره خط پ( ندارد     , 
 
 
1 1
2 ب(  الف( ماتریس اسکالر 

سوال 2 درستی و نادرستی عبارات زیر را مشخص کنید.

B است. )دی 99( C= ، آنگاه  AB AC= الف( اگر برای ماتریس های متمایز A و B و C داشته باشیم: 

x قرار دارد. )دی 99( y x+ + =2 2 2 ) روی دایره 0 ),−3 2 ب( نقطه 

) است. )دی 99( )a. a b× =0
 

، حاصل  b


a و  پ( برای دو بردار غیر صفر 

 . i j k× =
  

ــم:  R2 داری ــات در  ــای مختص ــد روی محوره ــای واح ــول ه ــه ط k ب


j و 


 ، i


ــردار  ــه ب ــرای س ت( ب

)شــهریور1400(

پاسخ:

ت( درست پ( درست   ب( نادرست   الف( نادرست  

 ، a33 ij باشــد، درایــه هــای 

i j i j
a i j

i j i j

− <
= =
 + >

2 ijA یــک ماتریــس 3×3 بــا درایــه هــای  a =   سوال 3 اگــر 
a12 را بدســت آوریــد. )دی 99( a31 و 

پاسخ:

a =32 2   a = + =31 3 1 4  a = − = −12 1 2 1

یادآوری: می دانیم درایه سطر iام و ستون jام در ماتریس C، از ضرب سطر iام در ستون jام بدست می آید.

سوال 4 مقادیر x و y را از معادله زیر بدست آورید. )دی 99(

پاسخ:

[ ] [ ]x y  = − − 
2 42 4 20 1

[ ] [ ] x x
x x y

x y y
= ⇒ =

− = − ⇒  − = − ⇒ =

2 4 2
2 4 2 4 2

4 2 2 8

هندسه دوازدهمهندسه دوازدهم
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−A را بدست آورید. )1401( 41
2

A، حاصل 
 
 =
 − 

1 2 1
2 6 2
1 1 2

سوال 5 اگر 

پاسخ:

یادآوری: از روش دترمینان ساروس می رویم.

A A A = ⇒ − = − = − 
 

3
441 12 2

2 2

ــد  ــته باش ــواب نداش  ج
( )
x my
m x y
+ =

 − + =

2 1
1 3

ــطی  ــادلات خ ــتگاه مع ــه دس ــد ک ــوری بیابی ــدار m را ط سوال 6 مق

ــهریور 1400( )ش

پاسخ:

( )
ma b c m m m
ma b c m
= −

= ≠ ⇒ = ≠ ⇒ − = ⇒ ′ ′ ′ =− 

12 1 1 2
21 1 3

A را بیابید. )دی 97( .A ، حاصل  A = −2 ijA باشد و  a
×

 =  3 3
سوال 7 اگر 

پاسخ:

( ) ( )A .A A A= − = − = − − =32 2 8 2 16

) به ازای چه مقادیر m دارای جواب منحصر به فرد می باشد؟ )دی 97( )
( )

m x y m

x m y

− + =


+ + =

2 3
4 1 2

سوال 8 دستگاه 

پاسخ:

( )( )

{ }

mm m mm m
m ,

≠− ≠ ⇒ − + − ≠ ⇒ + ≠ −
∈ − −

53 3 0 3 1 12 04 1 3
5 3�

A−1 را بدســت  ij داده شــده اســت. ماتریــس 
i j i ja
i j i j

 − >= 
+ ≤

2
ijA بــه صــورت  a

×
 =  2 2

سوال 9 ماتریــس 

آوریــد. )شــهریور 1402(
Aپاسخ: A

A−

 = = −  
− −   = =   − −−    

1

2 3 13 4
1 4 3 4 3

3 2 3 21

sin باشد، آن گاه دترمینان ماتریس A برابر .................... است. )شهریور 1402( cosA cos sin
− θ θ =  θ θ 

سوال 10 اگر 

پاسخ:

A sin cos= − θ − θ = −2 2 1
2626
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−A را بدست آورید. )1401( 41
2

A، حاصل 
 
 =
 − 

1 2 1
2 6 2
1 1 2

سوال 5 اگر 

پاسخ:

یادآوری: از روش دترمینان ساروس می رویم.

A A A = ⇒ − = − = − 
 

3
441 12 2

2 2

ــد  ــته باش ــواب نداش  ج
( )
x my
m x y
+ =

 − + =

2 1
1 3

ــطی  ــادلات خ ــتگاه مع ــه دس ــد ک ــوری بیابی ــدار m را ط سوال 6 مق

ــهریور 1400( )ش

پاسخ:

( )
ma b c m m m
ma b c m
= −

= ≠ ⇒ = ≠ ⇒ − = ⇒ ′ ′ ′ =− 

12 1 1 2
21 1 3

A را بیابید. )دی 97( .A ، حاصل  A = −2 ijA باشد و  a
×

 =  3 3
سوال 7 اگر 

پاسخ:

( ) ( )A .A A A= − = − = − − =32 2 8 2 16

) به ازای چه مقادیر m دارای جواب منحصر به فرد می باشد؟ )دی 97( )
( )

m x y m

x m y

− + =


+ + =

2 3
4 1 2

سوال 8 دستگاه 

پاسخ:

( )( )

{ }

mm m mm m
m ,

≠− ≠ ⇒ − + − ≠ ⇒ + ≠ −
∈ − −

53 3 0 3 1 12 04 1 3
5 3�

A−1 را بدســت  ij داده شــده اســت. ماتریــس 
i j i ja
i j i j

 − >= 
+ ≤

2
ijA بــه صــورت  a

×
 =  2 2

سوال 9 ماتریــس 

آوریــد. )شــهریور 1402(
Aپاسخ: A

A−

 = = −  
− −   = =   − −−    

1

2 3 13 4
1 4 3 4 3

3 2 3 21

sin باشد، آن گاه دترمینان ماتریس A برابر .................... است. )شهریور 1402( cosA cos sin
− θ θ =  θ θ 

سوال 10 اگر 

پاسخ:

A sin cos= − θ − θ = −2 2 1
2727
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aA وارون پذیر نباشد، مقدار a برابر ...................... است.  =  − 
8

3 4 سوال 11 اگر 

پاسخ:

A برابر با صفر باشد  باید 
( ) ( )a a a×− − × = ⇒ − − = ⇒ =4 3 8 0 4 24 0 6

ــد. اگــر A یــک ماتریــس قطــری  B مفــروض ان m n
 
 =
 − 

2 1 1
0

3 1 2
mA و  n

− =  + 
2 2
1 1

سوال 12 دو ماتریــس 

A را محاســبه کنیــد. )خــرداد 99( B+ باشــد، حاصــل 
پاسخ:

( ) ( ) ( )
( )

m m
B

n n

B , A

A B

 − = ⇒ =  ⇒ = − ⇒ + = ⇒ = −   − 
= − − + − = − =

+ = + − = −

2 1 12 0 2
2 0 1

1 0 1 3 1 2
2 1 1 7 1 2 11 2

2 11 9

A را محاسبه کنید. )خرداد 98( 3 A باشد، حاصل 
 
 =
 
 

2 3 4
0 2 3
0 1 2

سوال 13 اگر 

پاسخ:

( ) ( )A A
 
 = = + + − + + = ⇒ = =
 
 

3
2 3 4 2 3
0 2 3 0 2 8 0 0 0 6 0 2 2 8
0 1 2 0 1

ــارت  ــل عب ــد، حاص ــانی 3×3 باش ــس هم I3 ماتری B و 
 
 = −
 
 

3 0 0
0 1 0
0 0 2

A و 
 
 =
 − − 

2 3 2
1 2 3
1 2 1

ــر  سوال 14 اگ

ــد. )دی 99( ــر را بدســت آوری زی

پاسخ:

( ) ( )
A B I

A

B

A B I

× + =

= − − − − − + = − + =

= −

× + = − + = −

32
4 9 4 4 12 3 9 13 4
6

8 24 8 16
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1 2

3 2 A و   =   
2 3
5 1 ــای  ــس ه سوال 15 ماتری

ــرداد 1402( ــد. )خ ــت آوری ــر x و y را بدس ــد، آن گاه مقادی باش
xپاسخ: x

y y
+ + = ⇒ =

 + + = ⇒ = −

2 1 5 2
3 2 4 1

، ماتریس A را بدست آورید. )خرداد 1402( .A −   =      
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7 3 2 1 سوال 16 در تساوی ماتریسی 

پاسخ:

A A
−− −       = ⇒ =              

− − −     = =     − −−      

15 2 1 2 5 2 1 2
7 3 2 1 7 3 2 1

1 3 2 1 2 7 4
7 5 2 1 17 915 14

 

B
 
 = −
 
 

2 1 0
1 3 2
2 0 5

ij و

i j i j
a j i j

i j

+ =
= >
 <0

ijA که  a
×

 =  3 3
سوال 17 ماتریــس A مربعی مرتبه ســه به صــورت 

باشد

الف( ماتریس A را به صورت آرایش مستطیلی بنویسید.
ب( دترمینان ماتریس B را محاسبه کنید. )خرداد 1401(

پاسخ:

B = 39 ب(      
 
 
 
 

2 0 0
1 4 0
1 2 6

الف( 

 را با استفاده از ماتریس وارون حل کنید. )خرداد 1401(
x y
x y
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2 4
7 4 15

سوال 18 دستگاه 
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x x
x A B

y y
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1 1 11 4 1 4

1 7 2 15 2 2

 A B× ــه  ــد ک ــت آوری ــوری بدس ــر a و b را ط ــد، مقادی B باش − =   
1 2
3 2  و 

aA b
 =  − 
4

1 ــر  سوال 19 اگ

ماتریــس قطــری باشــد. )خــرداد 1401(
aپاسخ: aa aA B b b b b

− = = + − + × = ⇒ ⇒  − − − − = =   

2 8 0 44 3 8 2
3 2 2 3 0 3
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ij معــرفی شــده اســت. مقــدار k را طــوری پیــدا 
i j

a
i j
=

=  ≠

1
0

ــه صــورت  ijA ب a
×

 =  3 3
سوال 20 ماتریــس 

k برقــرار باشــد. )خــرداد 1402( kA = 625 کنیــد کــه رابطــه 
پاسخ:

( )

A A

k kA k k A k k

 
 = ⇒ =
 
 

= = × = ⇒ = ±3 4

1 0 0
0 1 0 1
0 0 1

1 625 5

سوال 21 با استفاده از ویژگی های ضرب ماتریس ها و ماتریس همانی I، درستی رابطه زیر را ثابت کنید.
پاسخ:

( )A I A A I− = − +2 23 6 9

( ) ( )( )A I A I A I A AI IA I− = − − = − − +2 2 23 3 3 3 3 9

A A I= − +2 6 9  پس داریم:                                                                     
AI IA A

I I

= =


=
2 می دانیم: 

A باشد، نشان دهید: )دی 1401( − =  − 
3 1
1 1 سوال 22 اگر 

پاسخ:

( )A A− −=1 115
5

( )

A A

A A

− −

−

 − − = ⇒ =   −−    −
 

 − − −   = ⇒ = =     − −−     −
 

1 1

1

1 1
1 11 1 10 10

1 3 1 32 5
10 10

1 1
115 5 5 5 10 105 55 5 5 15 1 350

10 10

d bA c aad bc
− − =  −−  
1 1

یادآوری:
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A
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1 0 1
2 4 1
3 6 9

A I
− − −     

     − = − =
     
     

2 0 2 3 0 0 1 0 2
2 3 4 8 2 0 3 0 4 5 2

6 12 18 0 0 3 6 12 15

 [ ]x y
x

 
 −
 − 

3
2 2 B تعویض پذیــر باشــد، حاصل   =   

4 3
3 4  و 

x yA  =  − 2 1 سوال 24 اگــر ضــرب ماتریــس هــای 

را بیابید. )دی 97(

پاسخ:

[ ]

x y x y

x y x y x y
x y

x x
y y

       = ⇒       − −       
+ + + −   = ⇒   + −   

 + = ⇒ = −  ⇒ − − = − + − = − = ⇒ =   − 

4 3 4 3
2 1 3 4 3 4 2 1
4 3 3 4 4 6 4 3

5 2 3 8 3 4
23 8 5 1

1 2 2 2 2 4 2 0
3 4 2 2 1

A−1 حل کنید. )دی 99( سوال 25 دستگاه مقابل را با استفاده از 

پاسخ:

x y
A A

x y

A , B

x x
X A B

y y

−

−

− = − − ⇒ = ⇒ = + =  + =  
−   = =   −   

=    − − +     = = × ⇒ × = = ⇒         − + =         

1

1

3 5 1 3 5 3 10 132 12 8
1 1 5 1

2 3 813
3 31 11 5 1 1 40

2 3 8 2 24 2 213 13
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سوال 26 درستی و نادرستی عبارات زیر را مشخص کنید.

. )دی 1400( AB A B= الف( اگر A و B، دو ماتریس 2×2 باشند، آن گاه 

A است. )خرداد 1401( =2 A باشد، آن گاه 40 = 5 ب( اگر A یک ماتریس 3×3 و 

، آن گاه  rA rB= ــر باشــد و  ــف صف ــقی دلخــواه و مخال ــک عــدد حقی ــه و r ی ــس هــم مرتب ــر A و B دو ماتری پ( اگ

. )خــرداد 1400( A B= ــم:  داری

پاسخ:

A      پ( درست =32 ب( درست 40 الف( درست  

x را  y z+ +2 3 ، در ایــن صــورت حاصــل  A B=  و 
x yB + =  − 

3 2
2 1  و 

xA z
 =   
2 5

1 سوال 27 اگــر 

بدســت آوریــد. )دی 1400(
پاسخ:

x x
x x y x y yz

z

x y z

 = ⇒ =
+   = ⇒ + = ⇒ =   −     = −


−
⇒ + + =

32 3
22 5 3 2 2 5 21 2 1

2

12 3
2

 باشد، دترمینان ماتریس AB را بدست آورید.
i j

B
i j×

− ≠
=  =

2 3
1

0
] و  ]A i j ×= − 3 22 3 سوال 28 اگر 

 )دی 1400(
پاسخ:

( ) ( ) ( )

B A

AB

AB

×

− − − −   = = − − −   
 

− −   − −    = − = − − −     − −   
= − − + − =

2 3

1 40 1 1 1 21 0 1 3 0
1 4 4 1 50 1 11 2 2 1 11 0 13 0 0 3 3

4 6 1 6 5 6 0
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mA ماتریس اسکالر باشد، مقادیر m و n را بیابید. )دی 1401( m n
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0
2

سوال 29 الف( 

، ماتریس B را به صورت آرایش مستطیلی بنویسید. ijB b
×

 =  3 3
 و 

ij

i i j
b j i j

i j

+ =
= − <
 >

1
2

1

ب( اگر 

B را محاسبه کنید. )I ماتریس همانی مرتبه 3 است.( I+2 2 پ( ماتریس 
پاسخ:

m m n m− = → = → = =2 0 2 2 الف(       

B
 
 =
 
 

2 0 1
1 3 1
1 1 4

ب(  

B I
     
     + = + =
     
     

2
5 1 6 1 0 0 7 1 6

2 6 10 8 2 0 1 0 6 12 8
7 7 18 0 0 1 7 7 20

پ(  
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2 1 0
1 3 2
2 0 5

ij و 

i i j
a i j i j

j i i j

 − =


= − >
 − <

2 1
ijA که  a

×
 =  3 3

سوال 30 اگر ماتریس 

A را بدست آورید. )شهریور 98( B× الف( حاصل ماتریس 
ب( دترمینان ماتریس B را به دست آورید.

پاسخ:

A A B
       
       = × = × − =
       
       

0 1 2 0 1 2 2 1 0 3 3 12
1 3 1 1 3 1 1 3 2 1 10 11
2 1 8 2 1 8 2 0 5 19 5 42

الف(                                     

( ) ( ) ( )B = − − + − =2 15 1 9 0 6 39 ب(    

 وارون پذیر نباشد. )شهریور 98(
mA  =   

4
1 2 سوال 31 مقدار m را طوری بیابید که ماتریس 

پاسخ:

A باید m m= ⇒ − = ⇒ =0 2 4 0 2
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A را بیابید. )شهریور 99( B+ 2 B باشند، حاصل 
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A و 
− 

 = −
 
 

2 1 1
0 1 2
0 3 4

سوال 32 اگر 

پاسخ:

A + −= = × =1 22 2 10 203 4

B B A B= − ⇒ = + =2 26 36 56

 فاقد جواب است؟ )شهریور 99(
x y
mx y
− =

 + = −

2 3
6 4

سوال 33 به ازای چه مقداری از m، دستگاه معادلات 

پاسخ:

m mm
− = → + = → = −1 2 0 6 2 0 36 A شود. بنابراین:    باید 0=

A−1 را محاسبه کنید. )شهریور 1402(  باشد، مقدار 
A

A
A

 − 
=  
 

53 1 4 سوال 34 اگر 

پاسخ:

A A
A A A A

A A

−

−

 = → =


= + → − + = → 
 = → =


1
2 2

1

1 1
3 4 5 4 9 5 0 5 4

4 5

، نشان دهید: )دی 1401(  A − =  − 
3 1
1 1 سوال 35 اگر 

پاسخ:

( )A A− −=1 115
5

A A− −

 − − − = =   −   −
 

1 1
1 1

1 11 1 10 10
1 3 1 32 5

10 10

:می دانیم 
d bA c aad bc

− − =  −−  
1 1

( )A A −
 − − −   = → = =     − −−     −
 

1
1 1

115 5 5 5 10 105 55 5 5 15 1 350
10 10
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سوال 36 درستی یا نادرستی عبارت های زیر را مشخص کنید.
′d و d بــه یــک فاصلــه انــد. نیمســاز زاویــه بیــن آن دو خــط می  الــف( مــکان هنــدسی نقــاطی کــه از دو خــط متقاطــع 

باشــد. )دی 97(
ب( صفحــه ای بــا مولــد ســطح مخــروط دواری، مــوازی اســت و از رأس آن عبــور نــمی کنــد. فصــل مشــترک صفحــه و 

ســطح مخــروطی، یــک بیــضی اســت. )دی 97(

A2 برابر 5 می باشد. )دی 97( A  باشد، مجموع درایه های سطر دوم 
 
 = −
 
 

1 2 2
1 0 1
2 1 2

پ( اگر ماتریس 

ت( اگــر مجمــوع فواصــل نقطــه A از دو کانــون بیــضی بیشــتر از طــول قطــر بــزرگ بیــضی باشــد، نقطــه A در خــارج 
بیــضی اســت. )دی 1400(

پاسخ:

A
− − 
 = − −
 − 

2
1 0 8
1 1 4
7 6 1

پ( نادرست ب( نادرست   الف( درست  
ت( درست

) دو سر قطری از آن باشد. )دی 97( )B ,−2 1 ) و  )A ,−4 1 سوال 37 معادله دایره ای را بنویسید که نقاط 

پاسخ:

( )O , , AB r− − +  = = + = → = 
 

2 24 2 1 1 10 6 2 2 10 10
2 2

( )x y− + =2 21 10

ــره  ــه دای ــد یــک معادل x بتوان y x y a+ − + + =2 2 3 5 ــد کــه 0 ــه دســت آوری سوال 38 حــدود a را طــوری ب
ــد. )دی 97( باش

پاسخ:

a b c a a a+ − > → + − > → < → <2 2 174 0 9 25 4 0 4 34
2

 می دانیم:

سوال 39 جاهای خالی را با عبارات مناسب پر کنید.

ــت. )خــرداد  ــر ......................... اس ــس براب ــان ماتری ــل دترمین ــد، حاص ــکالر باش  اس
f

a
e c b

 
 
 
 

2 0
0 0 ــس  ــر ماتری ــف( اگ ال

)1400

ــد d مــوازی باشــد و از رأس ســطح مخــروطی عبــور کنــد، در ایــن صــورت فصــل مشــترک  ــا مول ب( اگــر صفحــه P ب
ــت. )خــرداد 1400( ــک .......................... اس ــروطی، ی ــطح مخ ــه P و س صفح

ــس  ــک ماتری ــند، آن را ی ــر باش ــم براب ــا ه ــلی ب ــر اص ــای روی قط ــه ه ــام درای ــد و تم ــری باش ــسی قط ــر ماتری پ( اگ
........................... می نامیــم. )خــرداد 99(

پاسخ:

پ( اسکالر ب( خط     
f

a a
e c d e c

2 0 2 0
0 0 0 aالف( 8  b

e c f
= =

 = = =

2
0

باید: 

3434
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x وتــری بــه طــول  y+ =2 2 ) مرکــز آن بــوده و روی خــط  )O ,− −1 1 سوال 40 معادلــه دایــره ای را بنویسیــد کــه 
4 ایجــاد کنــد. )خــرداد 99(

)پاسخ: ) ( )OH
− + − −

= = =
+2 2

2 1 1 1 2 5 5
52 1

( ) ( )ˆAOH H : OH AH OA r r
∆

= + = → + = → =
22 2 2 2 290 5 2 3

) :بنابراین ) ( )x y+ + + =2 21 1 9

x را تعیین کنید. )خرداد 99( y x y+ − + =2 2 2 2 ) نسبت به دایره 0 )A ,−1 2 سوال 41 وضعیت نقطه 

پاسخ:

x y x y+ − + =2 2 2 2 0  ( )O ,−1 1   r = 2                          OA =1 
 

پس نقطه داخل دایره است. OA r<

x شــامل قطرهــایی از آن بــوده و خــط  y− = 3 x و  y+ سوال 42 معادلــه دایــره ای را بنویسیــد کــه خطــوط 1=

x بــر آن ممــاس باشــد. )دی 99( y+ = −4 3 5
پاسخ:

x y x
x y y
+ = = 

⇒ − = = − 

1 2
3 1

   
( ) ( )r

+ − +
= =

+2 2
4 2 3 1 5 2

4 3

) است. ) ( )x y− + + =2 22 1 4 r است. معادله دایره برابر با  = 2 ) و شعاع آن  )O ,−2 1 مرکز دایره 

x ممــاسی بــر دایــره رســم کــرده  y x y+ − − =2 2 2 2 3 ) روی دایــره بــه معادلــه  )A ,2 3 سوال 43 در نقطــه 

ایــم. معادلــه ایــن خــط ممــاس را بــه دســت آوریــد. )دی 1400(
پاسخ:

( ) ( )x y− + − =2 21 1 5    ( )O ,11

 m
m

−′ = =
1 1

2
OAm شیب خط مماس  −

= =
−

3 1 2
2 1

( )y x− = − −
12 3
2

هندسه دوازدهم گروه آموزشی مشاوره ای نوتروفیل

1313

شی
موز

ت آ
دال

 ع
می

حا
ل، 

وفی
وتر

ن
شی

موز
ت آ

دال
 ع

می
حا

ل، 
وفی

وتر
ن

سوال 44 نقــاط C ،B ،A و D در صفحــه مفــروض انــد. نقطــه ای در ایــن صفحــه بیابیــد کــه از A و B بــه یــک فاصلــه 
و از C و D نیــز بــه یــک فاصلــه باشــد.

مکان هندسی نقاطی که از نقاط A و B به یک فاصله اند، عمود منصف پاره خط AB است.
مکان هندسی نقاطی که از نقاط C و D به یک فاصله اند، عمود منصف پاره خط CD است.

پاسخ:

محل برخورد دو عمود منصف، جواب مسئله است.
حالات ممکن: ]یک جواب – بدون جواب – بی شمار جواب[

) یــک نقطــه از آن باشــد. )شــهریور  )B ,−1 1 ) مرکــز و  )O ,−2 3 سوال 45 معادلــه دایــره ای را بنویسیــد کــه نقــاط 
)98

پاسخ:

( ) ( )r OB= = + + − − =2 21 2 1 3 5   ( ) ( )x y+ + − =2 22 3 25

ــد. )خــرداد  ــاس باش x مم = −3 ــط  ــر خ ــوده و ب ــز آن ب ) مرک )O ,10 ــه  ــد ک ــره ای را بنویسی ــه دای سوال 46 معادل
)1402

پاسخ:

( ) ( )x y R−α + −β =2 2 2 می دانیم: 

OH
+

= =
+2 2

1 3
4

1 0
  OH R=   ( )x y− + =2 21 16

x نسبت به هم چه وضعی دارند؟ )دی 97( y+ =2 2 4 x و  y x+ − =2 2 2 4 سوال 47 دایره های 

پاسخ:

OO′ = + =21 0 1 ) است.         )O ,00 ) و  )O ,′ 10 مرکزها به ترتیب 

r r OO r r′ ′ ′− = − < < + = +5 2 5 2 5 و 2 است.   شعاع ها به ترتیب 
دو دایره متقاطع هستند.

 ( ) ( )x y+ + − =2 21 1 2 x بــر دایره  y x y c+ − + + =2 2 2 2 سوال 48 مقــدار c را چنــان بیابید که دایره 0
ممــاس بیرون باشــد. )خــرداد 1402(

پاسخ:

( ) ( )x y+ + − =2 21 1 2    ( )O ,′ −11   r′ = 2

( ) ( ) ( )x y c O ,− + + = − ⇒ −2 21 1 2 1 1   r c= −2

OO′ = 2 2    OO r r c c′ ′= + → = + − → =2 2 2 2 0
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) یــک نقطــه از آن باشــد. )شــهریور  )B ,−1 1 ) مرکــز و  )O ,−2 3 سوال 45 معادلــه دایــره ای را بنویسیــد کــه نقــاط 
)98

پاسخ:

( ) ( )r OB= = + + − − =2 21 2 1 3 5   ( ) ( )x y+ + − =2 22 3 25

ــد. )خــرداد  ــاس باش x مم = −3 ــط  ــر خ ــوده و ب ــز آن ب ) مرک )O ,10 ــه  ــد ک ــره ای را بنویسی ــه دای سوال 46 معادل
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پاسخ:

( ) ( )x y R−α + −β =2 2 2 می دانیم: 

OH
+

= =
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1 3
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1 0
  OH R=   ( )x y− + =2 21 16
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r r OO r r′ ′ ′− = − < < + = +5 2 5 2 5 و 2 است.   شعاع ها به ترتیب 
دو دایره متقاطع هستند.
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پاسخ:
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سوال 49 الــف( هــر گاه دو خــط d و I مــوازی باشــند، از دوران d حــول I ســطحی ایجــاد می شــود. اگــر صفحــه P بــر 
خــط I عمــود باشــد، ســطح مقطــع صفحــه P و ســطح ایجــاد شــده، بیــضی اســت. )درســت / نادرســت(

 ( ) ( )x y− + + =2 21 2 16 ــره  ــر دای ــت یــک، کــه ب ــا شــعاع ثاب ــره هــای ب ب( مــکان هنــدسی مرکــز همــه دای
) و شعاع ......5...... است. )دی 1401(  )O ,−1 2 مماس خارج باشند، دایره ای به مرکز 

پاسخ:

r = + =4 4 1 5

x را نسبت به هم مشخص کنید. )شهریور 98( y+ =2 2 2 x و دایره  y+ = 2 سوال 50 وضعیت خط 
پاسخ:

( ) ( )r OM= = + + − − =2 21 2 1 3 5   ( ) ( )x y+ + − =2 22 3 25

MF و  = 8 ــه طــوری کــه  ــرار دارد ب ــون هــای F و F’ ق ــا کان ــه رو، نقطــه M روی بیــضی ب سوال 51 در شــکل رو ب

 باشــد، انــدازه نصــف قطــر کوچــک بیــضی را بــه دســت آوریــد. )خــرداد 
1
7

. اگــر خــروج از مرکــز بیــضی  MF′ = 6
)1402

پاسخ:

MF پس داریم: MF a′+ = 2 بنا به تعریف بیضی: 

ca a c
a

= → = = → =
12 14 7 1
7

a b c b= + → =2 2 2 4 3

ــادی آن را  ــط ه ــهمی و خ ــه س ــت. معادل ــروض اس ) مف )F ,−1 2 ــون  ) و کان )A ,1 2 ــا رأس  ــهمی ب سوال 52 س
بنویسیــد. )خــرداد 1402(

پاسخ: 

با توجه به رأس و کانون سهمی، دهانه آن رو به پایین و قائم است.
( ) ( )a AF x y= = − = − −24 1 16 2

y = 6 معادله خط هادی: 

سوال 53 اگــر انــدازه گــودی یــک دیــش مخابــراتی دو برابــر شــود، فاصلــه کانــونی ایــن دیــش چــه تغییــری می کنــد؟ 
)خرداد 1402(

پاسخ:

نصف می شود. 

 
( )
b

ha
a b

h

′
= =

2

2
4 2 1

2
4
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سوال 54 عبارت های زیر را کامل کنید.
ــه  ــضی ب ــده و بی ــر ش ــضی کمت ــدگی بی ــود، کشی ــک ش ــر نزدی ــدد صف ــه ع ــز ب ــروج از مرک ــضی، خ ــر در بی ــف( اگ ال

ــود. )خــرداد 1401( ــر می ش ــک ت ....................... نزدی
ب( ســهمی مــکان هنــدسی نقــاطی از یــک صفحــه اســت کــه از یــک خــط ثابــت در آن صفحــه و از یــک ...................... 

ثابــت غیــر واقــع بــر آن خــط در آن صفحــه بــه یــک فاصلــه باشــد. )شــهریور 99(
ــر .........................  ــضی براب ــز بی ــروج از مرک ــد، خ ــونی آن باش ــه کان ــر فاصل ــضی دو براب ــزرگ بی ــر ب ــول قط ــر ط پ( اگ

ــت. )شــهریور 99( اس
1پاسخ:

2
پ(  ب( نقطه   الف( دایره  

سوال 55 در یک بیضی افقی به مرکز مبدأ مختصات، طول قطرها برابر 10 و 6 است:
الف( خروج از مرکز بیضی را بیابید.

ــت  ′B را بدس ــک B و  ــر کوچ ــر قط ′A و دو س ــزرگ A و  ــر ب ــر قط ــات دو س ′F، مختص ــا F و  ــون ه ــات کان ب( مختص
آوریــد

پ( بیضی را روی محور مختصات رسم کنید. )خرداد 1401(
پاسخ:

cb b a a a b c c
a

= → = = → = = + = =2 2 2 42 6 3 2 10 5 4
5

الف(                                

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )A , ,A , , F , ,F , , B , ,B ,′ ′ ′− − −5 0 5 0 4 0 4 0 0 3 0 3 ب(                                       

پ( 

y را بیابید. y x− − + =2 2 8 9 سوال 56 الف( معادله متعارف و فاصله کانونی سهمی به معادله 0
ب( مختصات رأس کانون و معادله خط هادی سهمی را به دست آورید. )خرداد 1401(

پاسخ:

a = 2 فاصله کانونی           ( ) ( )y x− = −21 8 1 الف( 

x = معادله خط هادی 1−                   ( ),11 ب( رأس سهمی 

( ),3 1 مختصات کانون آن 

3838
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آوریــد
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= → = = → = = + = =2 2 2 42 6 3 2 10 5 4
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الف(                                

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )A , ,A , , F , ,F , , B , ,B ,′ ′ ′− − −5 0 5 0 4 0 4 0 0 3 0 3 ب(                                       

پ( 

y را بیابید. y x− − + =2 2 8 9 سوال 56 الف( معادله متعارف و فاصله کانونی سهمی به معادله 0
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سوال 57 در شــکل رو بــه رو، ســهمی بــا رأس A و کانــون F و خــط هــادی d رســم شــده اســت. از کانــون F بــه نقطــه 

دلخــواه M روی ســهمی وصــل کــرده و امتــداد داده ایــم تــا خــط d را در N قطــع کنــد و از نقطــه MT ،M را بــر d عمــود 

.)خــرداد 1401( FN NT
FA TH

=
2 کرده ایــم. ثابــت کنیــد: 

پاسخ:

:NHF با توجه به قضیه تالس در مثلث MT FH�

MT MF

NM NT
NF NT NF NTMF TH

MT NM NF NM FA TH FA TH
FH NF FH MF

×

=

= ⇒ = → =
= → =


2 2
2

′FBFˆ چنــد درجــه  سوال 58 اگــر در بیــضی، طــول قطــر بــزرگ دو برابــر طــول قطــر کوچــک باشــد، انــدازه زاویــه 
اســت؟ )دی 97(

پاسخ: 

a b c a b b b b c b= = − = − = =2 2 2 2 2 22 4 3 3

OF c b ˆ ˆtan B B FBF
OB b b

′= = = = = = × =1 1
3 3 60 2 60 120 

) رأس آن باشــد. ســپس معادلــه خــط هــادی آن  )S ,1 2 ) کانــون و  )F ,−1 2 سوال 59 معادلــه ســهمی را بنویسیــد کــه 
را بنویسیــد. )دی 97(

پاسخ:

ــه  ــت. معادل y اس = 6 ــادی،  ــط ه ــه خ a و معادل = 4 ــت و  ــن اس ــه پایی ــش، رو ب ــه رأس و کانون ــه ب ــا توج ــهمی ب س

( ) ( )x y− = − −21 16 2 ســهمی: 

هندسه دوازدهم گروه آموزشی مشاوره ای نوتروفیل
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y را در نظر بگیرید. )دی 1400( x y= +2 2 4 سوال 60 سهمی 
الف( مختصات رأس کانون و خط هادی سهمی را به دست آورید.
ب( نقاط برخورد سهمی با محورهای مختصات را به دست آورید.

پاسخ:

( ) ( )y x y y x= + − = +22 2 4 2 2 2 سهمی افقی و رو به راست است.

,− 
 
 

3 2
2

کانون سهمی:    a = 1
2

فاصله کانونی:    ( ),−2 2 رأس سهمی: 

x = −
5
2

معادله خط هادی: 

) است. ),00 ) و با محور xها  ),0 4 ) و  ),00  ،y مختصات نقاط برخورد با محور

ــا 10 اســت. اگــر  ــر ب ) و طــول قطــر بــزرگ براب )F ,′ −2 0 ) و  )F ,4 0 سوال 61 در یــک بیــضی، مختصــات کانــون هــا 
) روی ایــن بیــضی قــرار داشــته باشــد، مقــدار m را بیابیــد. )دی 1401( )P ,m1 نقطــه 

پاسخ:

PF PF a m m m′+ = + + + = → = ±2 22 9 9 10 4

ــد. )دی  ــت آوری x را بدس y+ =2 2 25 ــره  y و دای x+ + =2 7 5 ــهمی 0 ــورد س ــه برخ ــات نقط سوال 62 مختص
)1401

پاسخ:

( )
y x x

x x x x
xx y

 + + = = − → + − − = → − − = →  =+ =

2
2 2

2 2
7 5 0 3

7 5 25 7 30 0
1025

( ) ( )x y y , , ,

x yÛ.Þ.Þ

 = − → = → = ± → − − −


= → = −

2

2

3 16 4 3 4 3 4

10 75

سوال 63 بیضی با قطرهای 6 و 10 مفروض است. خروج از مرکز بیضی را بدست آورید. )شهریور 98(

aپاسخ: a ca b c c
b b a
= → =

→ = + → = → = = → =
2 2 22 10 5 44

2 6 3 5

y معادله خط هادی آن باشد. )شهریور 99(  = 3 ) رأس و  )A ,4 6 سوال 64 معادله سهمی را بنویسید که 
پاسخ:

سهمی قائم و دهانه آن رو به بالا است.
a فاصله کانونی. = 3

( ) ( ) ( ) ( )x h a y k x y− = − ⇒ − = −2 24 4 12 6 فرم استاندارد سهمی به صورت: 
4040
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y را در نظر بگیرید. )دی 1400( x y= +2 2 4 سوال 60 سهمی 
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سوال 63 بیضی با قطرهای 6 و 10 مفروض است. خروج از مرکز بیضی را بدست آورید. )شهریور 98(
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x را بنویسید. )شهریور 1402( = −3 ) و خط هادی  )F ,1 2 سوال 65 معادله سهمی با کانون 
پاسخ:

( ) ( )
a

F a, ,
α + =

α + β = → β =

1
1 2

2

( ) ( )ax a a
a y x

x
α+ == α − = 

→α − = − → − = + = − α = − 

21 2
3 2 8 1

3 1

3 باشــد، فاصلــه رأس A تــا 
4

′AA قطــر بــزرگ برابــر بــا 16 و خــروج از مرکــز  سوال 66 اگــر در یــک بیــضی، طــول 
نزدیــک تریــن کانــون را بــه دســت آوریــد. )شــهریور 1401(

پاسخ:

ac c AF a c
a

== → = = − =83 6 2
4

′F کانــون هــای بیــضی هســتند. ثابــت  ′A دو ســر قطــر بــزرگ و نقــاط F و  سوال 67 در بیــضی رو بــه رو، نقــاط A و 
. )شــهریور 1400( A F AF′ ′ = کنیــد: 

پاسخ:

بنا به تعریف بیضی داریم: 

( ) ( )

AF AF a , A F A F a
A F A F AF AF
A F A F FF AF AF FF AF A F

′ ′ ′ ′+ = + = →
′ ′ ′ ′+ = + →
′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′+ + = + + → =

2 2

y را در نظر بگیرید. )شهریور 1400( y x− + + =2 2 8 9 سوال 68 سهمی به معادله 0
الف( مختصات رأس کانون و معادله خط هادی سهمی را به دست آورید.

ب( نمودار سهمی را رسم کنید.
پاسخ:

( )
( ) ( )

( )

F , y y x

x y x

A , a

− − + = − − +

= − = − +

− =

2

2

3 1 2 1 8 9 1

1 1 8 1
11 2

الف(                                                                                              

ب(   
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. )خــرداد  a b c= +2 2 2 OF باشــد، ثابــت کنیــد:  c= OB و  b=  ، OA a= ــل، اگــر  سوال 69 در شــکل مقاب
)1400

پاسخ:

. BF BF′= ′FF قرار دارد:  نقطه B روی عمود منصف پاره خط 
فاصله هر نقطه روی بیضی از دو کانون برابر با قطر بزرگ است: 

BF BF a BF BF a′ ′+ = → = =2
OF OB BF c b a+ = → + =2 2 2 2 2 2  :BOF بر اساس فیثاغورث در مثلث

 و طــول قطــر کوچــک بیــضی 16 باشــد، طــول قطــر بــزرگ بیــضی و 
3
5

سوال 70 اگــر خــروج از مرکــز بیــضی برابــر 

فاصلــه کانــون آن را بــه دســت آوریــد. )خــرداد 98(
cپاسخ: c a b a b c

a
a

a a
c

= → = = = +

=
= + →  =

2 2 2

2 2

3 3 8
5 5

10964
625

طول قطر بزرگ 20 و فاصله کانونی 12 است.

y را در فضــای دو بعــدی رســم کنیــد. )خــرداد  x+ ≤2 x و 0 > −2 سوال 71 شــکل کلی نمــودار مربــوط بــه روابــط 
)1402

پاسخ:

) در فضــا مفــروض انــد. فاصلــه مختصــات وســط  )B , ,101 سوال 72 نقطــه A بــه ارتفــاع 3 روی محــور zهــا و نقطــه 
AB تــا مبــدأ مختصــات را حســاب کنیــد. )خــرداد 1402(

پاسخ:

( )AB , ,= 10 4

17 است.
2

M و فاصله تا مبدأ مختصات  , , 
 
 
1 0 2
2

، مختصات وسط AB برابر با  ( )A , ,00 3 مختصات نقطه 

  + + = 
 

2
2 21 170 2

2 2

4242
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. )خــرداد  a b c= +2 2 2 OF باشــد، ثابــت کنیــد:  c= OB و  b=  ، OA a= ــل، اگــر  سوال 69 در شــکل مقاب
)1400

پاسخ:

. BF BF′= ′FF قرار دارد:  نقطه B روی عمود منصف پاره خط 
فاصله هر نقطه روی بیضی از دو کانون برابر با قطر بزرگ است: 

BF BF a BF BF a′ ′+ = → = =2
OF OB BF c b a+ = → + =2 2 2 2 2 2  :BOF بر اساس فیثاغورث در مثلث

 و طــول قطــر کوچــک بیــضی 16 باشــد، طــول قطــر بــزرگ بیــضی و 
3
5

سوال 70 اگــر خــروج از مرکــز بیــضی برابــر 

فاصلــه کانــون آن را بــه دســت آوریــد. )خــرداد 98(
cپاسخ: c a b a b c

a
a

a a
c

= → = = = +

=
= + →  =

2 2 2

2 2

3 3 8
5 5

10964
625

طول قطر بزرگ 20 و فاصله کانونی 12 است.

y را در فضــای دو بعــدی رســم کنیــد. )خــرداد  x+ ≤2 x و 0 > −2 سوال 71 شــکل کلی نمــودار مربــوط بــه روابــط 
)1402

پاسخ:

) در فضــا مفــروض انــد. فاصلــه مختصــات وســط  )B , ,101 سوال 72 نقطــه A بــه ارتفــاع 3 روی محــور zهــا و نقطــه 
AB تــا مبــدأ مختصــات را حســاب کنیــد. )خــرداد 1402(

پاسخ:

( )AB , ,= 10 4

17 است.
2

M و فاصله تا مبدأ مختصات  , , 
 
 
1 0 2
2

، مختصات وسط AB برابر با  ( )A , ,00 3 مختصات نقطه 

  + + = 
 

2
2 21 170 2

2 2
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) را به دست آورید. )خرداد 1402( )b , ,−1 10


) و  )a , ,−2 1 2
سوال 73 زاویه بین دو بردار 

پاسخ:

a.b a b cos cos cos= θ→ = θ→ θ = →θ =
13 3 2 45
2




 است. )خرداد 1402(
a.ba b
b

′ = 2

 
 b برابر 


a روی بردار  سوال 74 نشان دهید تصویر قائم بردار 

. a b a kb′ ′→ =
  

� b موازی است: 


a′ با بردار  بردار 

پاسخ:

( ) ( ) ( )a a ' b a a ' .b a.b kb .b− ⊥ → − = → − =0 0
        

a.b a.bk a kb b
b b

′= → = =2 2

   
 

) در نظر بگیرید. )c , ,= 0 2 1
b و  i k= +
  

a و  i j k= + −2 3
  

سوال 75 سه بردار 

cosθ را بیابید. θ باشد،  b برابر با 


a و  الف( زاویه بین دو بردار 

b را به دست آورید. c−
  a بر  ب( تصویر قائم بردار 

پاسخ:

( ) ( )a , , b , ,= − =2 3 1 101


الف(                                                                      

a.b a b cos cos cos= θ→ = θ→ θ =
11 14 2

2 7
  

( ) ( )a.dd b c , , a d , ,
d

−′= − − = = −2
41 2 0 1 2 0
5

   


ب(                                                                           

 ABC باشــند، مســاحت مثلــث ABC ســه رأس مثلــث ( )C , ,−110 ) و  )B , ,3 1 4 ) و  )A , ,−2 1 3 سوال 76 اگــر 
را بــا اســتفاده از ضــرب خــارجی بردارهــا بــه دســت آوریــد. )خــرداد 1401(

پاسخ:

( ) ( ) ( )AB , , AC , , AB AC , ,= = − − × = −1 2 1 3 2 3 8 0 8
   

ABC
S AB AC∆ = × =

1 4 2
2
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ــر  ــط اگ ــر و فق ــد اگ ــم عمودن ــر ه b ب


a و  ــردار  ــد دو ب ــت کنی b ثاب


a و  ــر  ــر صف ــردار غی ــرای دو ب سوال 77 ب

)1401 )خــرداد   . a.b =0
پاسخ:

a
b

a.b a b cos cos=

=

π
= → θ = ←→ θ = →θ =0

0
0 0 0

2




  

a بر امتداد  ) باشند، آنگاه تصویر قائم  )a , ,= − −1 3 0
) و  )b , ,= −3 4 2


و  ( )c , ,= −11 4
سوال 78 اگر 

b را به دست آورید. )دی 97( c+
 

پاسخ:

( )
( )

( )
( )( ) ( ) ( )

a. b c
b c , , a b c

b c

, , , ,
, , , ,

+
′+ = − = + =

+

− − −
− = −

22 3 6

1 3 0 2 3 6 12 3 6 2 3 6
49 7

 
   

 

) تولیــد می شــود را بــه دســت  )b , ,= 011


) و  )a , ,= 101
سوال 79 مســاحت متــوازی الاضلاع کــه توســط بردارهــای 

آوریــد. )دی 97(
پاسخ:

( )a b , , S a b× = − − = × = + + =1 11 1 1 1 3
  

) را در فضــا در نظــر می گیریــم. کــدام هــا روی خــط  )C , ,= −3 2 1 ) و  )B , ,= 2 2 1 ) و  )A , ,= 1 2 1 سوال 80 نقــاط 

y قــرار دارنــد؟ چــرا؟ )دی 99(
z
=

 =

2
1

z می باشد. y و 1= = 2 پاسخ:  نقاط A و B؛ زیرا در این دو نقطه 

) را در نظر بگیرید. )دی 99( )b , ,= −0 2 1


) و  )a , ,= −1 2 1
سوال 81 دو بردار 

R3 واقع است؟ a در کدام ناحیه از فضای  الف( بردار 

a را به دست آورید. b−2


ب( طول بردار 
پاسخ:

الف( در ناحیه 5.

( )a b , , a b− = − → − = + + = =2 2 2 1 2 4 4 1 9 3
  

ب(  

a و به طول 12 را طوری بیابید  b غیر هم جهت با 


a مفروض است. بردار  ( , , )= −4 4 2
سوال 82 بردار 

a باشد. )خرداد 1402( b× =0


که 
)پاسخ: )

( )
a b b a b k, k, k

b k k k b , ,

× = = −

= → = ± = − → = − −

0 4 4 2

6 2 2 8 8 4

   
�
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ــر  ــط اگ ــر و فق ــد اگ ــم عمودن ــر ه b ب


a و  ــردار  ــد دو ب ــت کنی b ثاب


a و  ــر  ــر صف ــردار غی ــرای دو ب سوال 77 ب

)1401 )خــرداد   . a.b =0
پاسخ:

a
b

a.b a b cos cos=

=

π
= → θ = ←→ θ = →θ =0

0
0 0 0

2




  

a بر امتداد  ) باشند، آنگاه تصویر قائم  )a , ,= − −1 3 0
) و  )b , ,= −3 4 2


و  ( )c , ,= −11 4
سوال 78 اگر 

b را به دست آورید. )دی 97( c+
 

پاسخ:

( )
( )

( )
( )( ) ( ) ( )

a. b c
b c , , a b c

b c

, , , ,
, , , ,

+
′+ = − = + =

+

− − −
− = −

22 3 6

1 3 0 2 3 6 12 3 6 2 3 6
49 7

 
   

 

) تولیــد می شــود را بــه دســت  )b , ,= 011


) و  )a , ,= 101
سوال 79 مســاحت متــوازی الاضلاع کــه توســط بردارهــای 

آوریــد. )دی 97(
پاسخ:

( )a b , , S a b× = − − = × = + + =1 11 1 1 1 3
  

) را در فضــا در نظــر می گیریــم. کــدام هــا روی خــط  )C , ,= −3 2 1 ) و  )B , ,= 2 2 1 ) و  )A , ,= 1 2 1 سوال 80 نقــاط 

y قــرار دارنــد؟ چــرا؟ )دی 99(
z
=

 =

2
1

z می باشد. y و 1= = 2 پاسخ:  نقاط A و B؛ زیرا در این دو نقطه 

) را در نظر بگیرید. )دی 99( )b , ,= −0 2 1


) و  )a , ,= −1 2 1
سوال 81 دو بردار 

R3 واقع است؟ a در کدام ناحیه از فضای  الف( بردار 

a را به دست آورید. b−2


ب( طول بردار 
پاسخ:

الف( در ناحیه 5.

( )a b , , a b− = − → − = + + = =2 2 2 1 2 4 4 1 9 3
  

ب(  

a و به طول 12 را طوری بیابید  b غیر هم جهت با 


a مفروض است. بردار  ( , , )= −4 4 2
سوال 82 بردار 

a باشد. )خرداد 1402( b× =0


که 
)پاسخ: )

( )
a b b a b k, k, k

b k k k b , ,

× = = −

= → = ± = − → = − −

0 4 4 2

6 2 2 8 8 4
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ــن  ــه بی ــر زاوی . اگ a b× = 72
 b و  = 26


a و  = 3 ــه  ــوری ک ــه ط ــد ب ــروض ان b مف


a و  ــای  سوال 83 برداره

ــد. )دی 1400( ــت آوری ــه دس a.b را ب


ــدار  ــد، مق ــه باش ــر از قائم ــا کمت برداره
پاسخ:

( )

( )

a b a b sin sin sin

cos a.b a b cos

× = θ→ = θ→ θ =

θ = = θ = =

1272 3 26
13

5 53 26 30
13 13

  

  

سوال 84 درستی و نادرستی عبارات زیر را مشخص کنید.
′FMFˆ باشــد، آن گاه  = 50 ــه  ــر بیــضی ممــاس باشــد و زاوی ــر خــط d در نقطــه M ب ــه رو، اگ ــف( در شــکل رو ب ال

ــت. )خــرداد 1401(  α̂ˆ اس = β = 60 ــه  ــدازه زاوی ان

i است. )خرداد 1401( j× ب( برای دو بردار واحد i و j حاصل ضرب خارجی 0=

) است. )دی 99( )a. a b× =0
 

b حاصل 


a و  پ( برای دو بردار غیر صفر 

پاسخ:

i                                   پ( درست. j k× =
  

ب( نادرست.     ˆα̂ = β = 65 الف( نادرست. 

) عمــود باشــد، ...... )A , ,= 00 3 الــف( معادلــه صفحــه ای کــه بــر محــور zهــا در نقطــه ای بــه مختصــات  سوال 85
...... اســت z = 3

y را در فضای دو بعدی رسم کنید. )دی 1401( x< − +2 −y و 1 < ≤ −2 1 ب( شکل کلی مربوط به روابط 

 پاسخ:

R3 مفروضاند. ) در  )B , ,−3 2 2 ) و  )A , ,3 1 2 سوال 86 نقاط 
الف( طول پاره خط AB را به دست آورید.

ب( معادلات مربوط به پاره خط AB را بنویسید. )شهریور 98(

پاسخ:

( ) ( ) ( )AB = − + − − + − =2 2 23 3 2 1 2 2 3 الف(                                                                                          

x y z= − ≤ < =3 2 1 2 ب(                                                                                                                    

-1

-2
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) را به دست آورید. )شهریور 98( )i. j k×
  

R3 باشند، حاصل  k بردارهای واحد در 


j و 


i و 


سوال 87 اگر 
پاسخ:

( )i. j k i. i i× = = =
2 2

1
     

) مفروض اند. )شهریور 98( )c , ,−2 1 2
) و  )b , ,−110


) و  )a , ,2 3 1
سوال 88 سه بردار 

c را بدست آورید. a و  b+


الف( برداری عمود بر دو بردار 

c تولید می شود را بدست آورید. b و 


a و  ب( حجم متوازی السطوحی که توسط سه بردار 
پاسخ:

( ) ( ) ( ) ( )a b c , , , , , ,+ × = × − = − −1 4 1 2 1 2 9 4 7
 

الف(                                                                                            

( ) ( ) ( )a. b c , , , ,× = × − − − = −2 3 1 2 2 3 13
 

ب(                                                                                                    

) را در نظر بگیرید. )شهریور 99( )b , ,−1 10


) و  )a , ,−2 1 2
سوال 89 بردارهای 

b را به دست آورید.


a و  الف( زاویه بین دو بردار 

b پیدا کنید.


a و  ب( برداری عمود بر دو بردار 
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a b
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ــای  ــط برداره ــه توس ــثی ک ــاحت مثل ــند، مس )  باش )b i j k− +2 3
   

) و  )a , ,−2 01
ــر  سوال 92 اگ

تولیــد می شــوند را حســاب کنیــد. )شــهریور 1402(
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( )
i j k
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u b S

= − = − − × = − − = − + +
−
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5 375
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) بــر هــم عمــود باشــند. )شــهریور  )b m , ,+1 3 2
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a.b b
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b
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22 2
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2 1 1 1 2 0 3 1 1 0 2
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ــداد  ــر امت a ب ــردار  ــم ب ــر قائ ــگاه تصوی ــند، آن ) باش )c , ,−11 4
) و  )b , ,−3 4 2


) و  )a , ,−1 3 4
ــر  سوال 95 اگ

ــد. )خــرداد 1400( ــت آوری ــه دس b را ب c+
 

پاسخ:

( )
( )

( )
( ) ( )

a. b c
a b , , a . b c , ,

b c

+
′+ = − = + = −

+
2

352 3 6 2 3 6
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) در یــک  )c , ,−1 1 3
) و  )b , ,−2 3 1


) و  )a ,m,−1 11
سوال 96 مقــدار m را طــوری تعییــن کنیــد کــه ســه بــردار 

صفحــه باشــند. )خــرداد 98(
)پاسخ: ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
b c , , , , , ,

a. b c ,m, . , , m m

× = − × − = − −

× = → − − − = → − + = → =

2 3 1 1 1 3 8 7 5

0 1 11 8 7 5 0 8 7 55 0 9
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. )خــرداد  a b o× =
 

b بــا هــم مــوازی هســتند اگــر و فقــط اگــر 


a و  سوال 97 ثابــت کنیــد: »دو بــردار غیــر صفــر 
)98

پاسخ:

a b o a b a b sin sin a b
θ =
× = → × = ↔ × θ = ↔ θ = → ∨ →
θ = π

0
0 0



       
�  پس:

) بگــذرد. مقــدار  )A , ,= −2 3 4 R3 باشــد کــه از نقطــه  y معادلــه صفحــه ای در فضــای  b= سوال 98 الــف( اگــر 
عــددی b چقــدر اســت؟

R3 است؟  مربوط به کدام محور در دستگاه مختصات 
x
y
=

 =

0
0

ب( معادلات 

) مفــروض هســتند.  )B , ,= − −4 6 3 ، نقطــه A بــه عــرض 2 و ارتفــاع 3 روی صفحــه yoz و نقطــه  R3 پ( در فضــای 
مختصــات وســط AB را بیابیــد. )خــرداد 1400(

پاسخ:

ب( محور zها الف( 3-    
) است. ), ,− −2 4 0  ،AB و مختصات وسط ( )A , ,= 0 2 3 پ( نقطه 

 ( )c , ,−2 3 0
) و  )b , ,0 2 2


) و  )a , ,−10 1
سوال 99 حجــم متــوازی الســطوح را بدســت آوریــد که توســط ســه بــردار 

ــود. )شــهریور 1401( تولید می ش
پاسخ:

a. b c
−

× = =
−

1 0 1
0 2 2 10
2 3 0

 

135 باشــد، مقــدار n را بیابیــد. )دی  ) برابــر بــا  )b , ,−10 1


) و  )a , ,n= −2 1
سوال 100 اگــر زاویــه بیــن دو بــردار 

)1401

پاسخ:
a.b n ncos
a b n n

n n n n

− − −
θ = → = → =

× + + +

−
→ + = − + → =

2 2

2 2

2 2 2 1
2 2 4 1 5

15 4 4
4
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