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ماتریس ها و اعمال روي آن

مرجع: امتحان نهایی- 1400

اگر  یک ماتریس  با درایه هاي  باشد، درایه هاي  را به دست آورید.  1A = [a  ]ij3 × 3a  =ij    
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مرجع: امتحان نهایی- 1401

الف) اگر دو ماتریس  و   مساوي باشند، آنگاه مقدار  برابر با .................. است.  2

ب) اگر   یک ماتریس قطري باشد، با محاسبۀ  و  ماتریس  را بیابید. ( ماتریس همانی مرتبه دو است.)
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مرجع: امتحان نهایی- 1401

، در این صورت حاصل  را به دست آورید. اگر  و  و   3A =   [
2x

z

5
1 ]B =  [

3
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1 ]A = Bx + 2y + 3z

مرجع: امتحان نهایی- 1402
اگر  ، ماتریس  را به صورت آرایش مستطیلی بنویسید.   4B = [bij]  , bij =3×3   
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مرجع: امتحان نهایی- 1403
اگر  و  و  باشند، حاصل  را به دست آورید.  5A =   [

2x − y

z

5
4]B =   [

3
−3

2x + y

4 ]A = Bx −2 2y + z

مرجع: امتحان نهایی- 1404

،  و  را به دست آورید. دو ماتریس  و  مساوي هستند، مقدارهاي   6A =   [
x − y

2
9
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3
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مرجع: امتحان نهایی- 1401 عبارت هاي زیر را کامل کنید.   7
مرجع: امتحان نهایی- 1401

]  اگر ماتریس  یک ماتریس همانی باشد، حاصل  برابر با .................. است. 
r

0
m − 1
1 ]m + r

مرجع: امتحان نهایی- 1402
اگر  ماتریسی اسکالر باشد، مقادیر  و  را بیابید.   8A =   [

m

m − 2
0
n

]mn

مرجع: امتحان نهایی- 1404 اگر در ماتریس  تعداد سطرها با تعداد ستون ها برابر باشد، ماتریس  را مربعی می نامیم. (درست - نادرست)  9AA

مرجع: امتحان نهایی- 1404
10A  یک ماتریس اسکالر است. مقدار عددي  برابر  .................. است. =  [

m 2 − m

0 n
]n

مرجع: امتحان نهایی- 1405 درستی یا نادرستی هریک از گزاره هاي زیر را مشخص کنید.  11
مرجع: امتحان نهایی- 1405 مجموع درایه هاي ماتریس همانی از مرتبۀ دو، برابر چهار است.

مرجع: امتحان نهایی- 1402

ماتریس هاي  و  را در نظر بگیرید، اگر  باشد، آنگاه مقادیر  و  12

 را به دست آورید.
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مرجع: امتحان نهایی- 1403

ماتریس هاي  و  چنان هستند که  ماتریس قطري است. مقدار  مجموع  13

درایه هاي قطر اصلی ماتریس  را حساب کنید.

A =   [
−1
−2

m
m

]B =   [
2
3

−3
1 ]C = 3A + 2Bm

C

مرجع: امتحان نهایی- 1404
، در این صورت  و  را حساب کنید. اگر  و  و   14A =   [
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x + y

6
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3
1]A = 2Bxy
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مرجع: امتحان نهایی- 1405 جاهاي خالی را با عبارت هاي مناسب، کامل کنید.  15
مرجع: امتحان نهایی- 1405

، درایۀ  برابر .................. است. Aبا فرض  و  = [a  ]  ij 3×3a  =ij   {
1
i + j2

i = j

i = j
a  13

مرجع: امتحان نهایی- 1398

اگر ماتریس هاي  و  تعویض پذیر باشد، حاصل  را بیابید.  16A =   [
x

2
y
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4
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3
4 ]      [ x 2 −y ]
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مرجع: امتحان نهایی- 1399
معادلۀ ماتریسی  را حل کنید.  17[x 3]    =[

1
−1

0
4] [

3
−1] 0

مرجع: امتحان نهایی- 1400 درستی یا نادرستی عبارت زیر را مشخص کنید.  18
مرجع: امتحان نهایی- 1400 ، آنگاه لزوماً  است. ،  و  داشته باشیم،  ABCABاگر براي ماتریس هاي متمایز  = ACB = C

مرجع: امتحان نهایی- 1401

اگر دو ماتریس مربعی  و  به صورت  و  باشند،  19

الف) ماتریس  را به صورت آرایش مستطیلی بنویسید.
ب) ماتریس  را محاسبه کنید.

ABA = 3i − 2j  [ ]3×3B =      

1
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مرجع: امتحان نهایی- 1402
، مقدار  را بیابید. در تساوي   20     [x 1] [

1
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0
−3] [

x

1]x

مرجع: امتحان نهایی- 1403

. از تساوي ماتریسی  که در آن  یک ماتریس مربعی است، با شرط  .................. نتیجه می شود   21A × B = A × CAB = C

مرجع: امتحان نهایی- 1404
، حاصل عبارت  را به  دست آورید. اگر  و   22A =   [

−2
−1

1
−3]B =   [

0
3

2
1]AB + 2I

مرجع: امتحان نهایی- 1405

. ماتریس  را محاسبه کنید و مقدار  را طوري به  دست آورید که فرض کنید  و   23

ماتریس حاصل اسکالر باشد.

A =   [
2
b

3
2 ]B =   [

a
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a

]A × Ba

مرجع: امتحان نهایی- 1399
اگر  باشد، ماتریس  را به  دست آورید.  24A =   [

0
−1

2
0]A7

مرجع: امتحان نهایی- 1399

25  ماتریس هاي  و  مفروض اند، مقادیر  و  را چنان بیابید که داشته باشیم:

       ( ماتریس صفر است.)

A =      

1
0
2

0
−1
1

2
1
0

B =      

a + b

2
2

2
2

−1

2
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4a + b

ab

A −2 B = OO

مرجع: امتحان نهایی- 1401 اگر  و  دو ماتریس مربعی مرتبه  و تعویض پذیر باشند، ثابت کنید:   26
 

AB3
(A − B) =2 A −2 2AB + B2

مرجع: امتحان نهایی- 1400 درستی و نادرستی عبارات زیر را مشخص کنید.   27

مرجع: امتحان نهایی- 1400
AB3اگر  و  دو ماتریس  دلخواه باشند، آنگاه عبارت  همواره برقرار است.  × 3(A + B) =2 A +2 2AB + B2

مرجع: امتحان نهایی- 1402 ماتریس  را محاسبه کنید. ( ماتریس همانی مرتبه سه است.)  28(B +2 2I)I

مرجع: امتحان نهایی- 1402 با استفاده از ویژگی هاي ضرب ماتریس ها و ماتریس  همانی  درستی رابطۀ زیر را ثابت کنید:  29
 

I

(A − 3I) =2 A −2 6A + 9I

مرجع: امتحان نهایی- 1403
. (درست /  نادرست) اگر  باشد آنگاه   30A =   [

5
10

−2
−4]A =1403 I

2
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دترمینان و کاربردها

مرجع: امتحان نهایی- 1403
اگر  به صورت  باشد، ماتریس  را به دست آورید.  31A = [a  ]  ij 3×3a  =ij    

⎩
⎨
⎧ −1

0
1

∣i − j∣ > 1
∣i − j∣ = 1
∣i − j∣ < 1

A −2 2I

مرجع: امتحان نهایی- 1404
با فرض  ماتریس  را محاسبه کنید.  32A =  [

0 − 1
1 0 ]A49

مرجع: امتحان نهایی- 1404
، حاصل عبارت  را به دست آورید. با فرض   33A =   [

1
−2

0
3]A +2 2I

مرجع: امتحان نهایی- 1399
الف) اگر  در این صورت حاصل  را بیابید.  34

ب) ماتریس وارون  را حساب کنید.

A =   [
∣A∣
3

8
5]∣A∣

A

مرجع: امتحان نهایی- 1400

اگر  و  و  ماتریس همانی  باشد، حاصل عبارت زیر را به دست آورید.  35
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مرجع: امتحان نهایی- 1401 درستی یا نادرستی عبارات زیر را مشخص کنید.   36
مرجع: امتحان نهایی- 1401 AB2اگر  و  دو ماتریس  باشند آنگاه:  × 2∣AB∣ = ∣A∣∣B∣

مرجع: امتحان نهایی- 1400
دو ماتریس  و  را در نظر بگیرید.   37A =     

−1
0

−2

1
2
3

B =    [
1

−2
−1
3

0
−2]

مرجع: امتحان نهایی- 1400 ABآیا جمع دو ماتریس  و  تعریف می شود؟ چرا؟ 

مرجع: امتحان نهایی- 1400 A∣حاصل  را به  دست آورید.  × B∣

مرجع: امتحان نهایی- 1402

اگر  ، حاصل  را به دست آورید.   38A =      

1
2
1

2
6

−1

1
2
2

∣ −  A ∣2
1 4

مرجع: امتحان نهایی- 1402

ماتریس  به صورت  معرفی شده است، مقدار  را طوري پیدا کنید که رابطه   39

برقرار باشد.

A = [a  ]  ij 3×3a  =ij   {
1
0

i = j
i = jkk∣kA∣ = 625

مرجع: امتحان نهایی- 1402
اگر  باشد، مقدار  را بیابید.  40A =      

∣A∣
1
0

0
∣A∣
2

1
1
1

∣A∣

مرجع: امتحان نهایی- 1402 جاهاي خالی را پر کنید.  41
مرجع: امتحان نهایی- 1402 اگر در ماتریس قطري تمام درایه هاي روي قطر اصلی با هم برابر باشند، آن را ماتریس .................. می نامند.
مرجع: امتحان نهایی- 1402

Aاگر  باشد، آنگاه دترمینان ماتریس  برابر .................. است. =   [
− sin θ

cos θ
cos θ
sin θ

]A

مرجع: امتحان نهایی- 1402
اگر  باشد، مقدار  را محاسبه کنید.  423A =   [

∣A∣
1

−5
4∣A∣

]∣A ∣−1

مرجع: امتحان نهایی- 
ماتریس  که  و  مفروض اند.  43A = [a  ]  ij 3×3a  =ij    

⎩
⎨
⎧ j − 1

i − j2

1 − i

i > j

i = j
i < j

B =      

−1
−2
1

1
−1
2

2
1

−1
3



وارون یک ماتریس

1403
مرجع: امتحان نهایی- 1403 Aحاصل  را به دست آورید. × B

مرجع: امتحان نهایی- 1403 Bدترمینان ماتریس  را به دست آورید. (با روش دلخواه)

مرجع: امتحان نهایی- 1403 ، حاصل  را محاسبه کنید. اگر  ماتریسی  باشد و   44A3 × 3∣A∣ = −2∣2A∣ + ∣A ∣−1 3

مرجع: امتحان نهایی- 1403

دترمینان ماتریس  برابر  .................. است.  45A =      

2
3
0

1
2

−2

−1
1
4

مرجع: امتحان نهایی- 1403
اگر  و  باشد، حاصل  را بیابید.  46A = [a  ]  ij 2×2∣A ∣ =3 −8 

∣3A∣
∣A ∣−1

مرجع: امتحان نهایی- 1403 اگر  ماتریس  و اسکالر باشد و  در این صورت  و  را بیابید.  47A2 × 2a  =22 3A∣A∣

مرجع: امتحان نهایی- 1404
دترمینان ماتریس  را برحسب ستون اول به  دست آورید.  48A =      

2
0

−3

−1
0
4

−2
4
1

مرجع: امتحان نهایی- 1404 حاصل هریک از عبارت هاي ستون  را از ستون  انتخاب کنید. (یکی از اعداد ستون  اضافه است).  49

 الف) مقدار عددي  در صورتی که 
  ب) مقدار عددي درایۀ  در ماتریس 

  ج) مقدار عددي 

ABB

AB

∣2A∣∣A  ∣ =2×2 1
b  13B = [2j + i]  3×3

     

−1
0
0

0
2
0

0
0

−1

2
4
5
7

مرجع: امتحان نهایی- 1404

دترمینان ماتریس مقابل را با استفاده از دستور ساروس محاسبه کنید.  50

A =      

2
1

−1

3
2

−2

4
3
1

مرجع: امتحان نهایی- 1405 ، برابر کدام یک از گزینه هاي زیر است؟ 51A3  یک ماتریس  و  است. مقدار  × 3∣A∣ = 3∣2A∣

36 (4 24 (3 12 (2 6 (1

مرجع: امتحان نهایی- 1398 جاي خالی را با عبارت مناسب پر کنید.  52

مرجع: امتحان نهایی- 1398

AAشرط لازم و کافی براي اینکه ماتریس مربعی  وارون پذیر باشد آن است که دترمینان ماتریس  .................. باشد.

مرجع: امتحان نهایی- 1398
مقدار  را طوري بیابید که ماتریس  وارون پذیر نباشد.  53mA =   [

m

1
4
2 ]

مرجع: امتحان نهایی- 1401
اگر ماتریس  باشد، وارون ماتریس  را بیابید. ( ماتریس همانی مرتبه دو است.)  54A =   [

4
0

1
3]A − 2II

4
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حل و بحث دستگاه دو معادله و دو
مجهول

مرجع: امتحان نهایی- 1400
ماتریس  مفروض است، ماتریس  را به دست آورید.   55A =−1

  [
2
2

−1
3 ]A

مرجع: امتحان نهایی- 1402
، نشان دهید:  اگر   56

 

A =   [
3
1

−1
−1]

(5A) =−1
 A5

1 −1

مرجع: امتحان نهایی- 1402
، ماتریس  را به دست آورید. در تساوي ماتریسی   57  A =[

5
7

2
3 ]   [

−1
2

2
1 ]A

مرجع: امتحان نهایی- 1402 درستی یا نادرستی عبارت هاي زیر را مشخص کنید.  58
مرجع: امتحان نهایی- 1402 هر ماتریس مربعی وارون پذیر است.
مرجع: امتحان نهایی- 1403 درستی یا نادرستی هر یک از عبارت هاي زیر را مشخص کنید.  59

مرجع: امتحان نهایی- 1403
، در حالت کلی رابطۀ  برقرار است. AB(Aبراي هر دو ماتریس مربعی هم مرتبۀ  و  − B)(A + B) = A −2 B2

مرجع: امتحان نهایی- 1403 وارون هر ماتریس مربعی در صورت وجود منحصر به فرد است.
مرجع: امتحان نهایی- 1404 دترمینان ماتریس مربعی  برابر  می باشد. در این  صورت مقدار  برابر  .................. است.  60A2 A  

−1

مرجع: امتحان نهایی- 1404
مقدار  را چنان تعیین کنید که ماتریس  وارون پذیر نباشد.  61mA =   [

m + 1
m

2
3]

مرجع: امتحان نهایی- 1404
دستگاه  را با  استفاده از ماتریس وارون حل کنید.  62 {

3x − y = −6
x + 2y = 5

مرجع: امتحان نهایی- 1398
دستگاه  به ازاي چه مقادیري از  داراي جواب منحصربه فرد می باشد.  63 {

(m − 3)x + 3y = m

4x + (m + 1)y = 2m

مرجع: امتحان نهایی- 1398
مقدار  را چنان بیابید که دستگاه  جواب نداشته باشد.  64m {

mx + 3y = −3
4x + (m + 4)y = 2

مرجع: امتحان نهایی- 1398
دستگاه  را با استفاده از ماتریس وارون حل کنید.  65 [

3x − 4y = 1
−x + 2y = 1

مرجع: امتحان نهایی- 1399

الف) مقادیر قابل قبول  را طوري بیابید که دستگاه معادلات  داراي جواب منحصربه فرد باشد.  66

ب) جواب دستگاه مذکور را به ازاي  با استفاده از ماتریس وارون محاسبه کنید.

m  {
2mx + 3y = 1
2x − y = 3

m = 2
مرجع: امتحان نهایی- 1399

الف) به ازاي چه مقداري از  دستگاه معادلات  فاقد جواب است؟  67

ب) دستگاه معادلات  را با استفاده از  حل کنید.

m  {
x − 2y = 3
mx + 6y = −4

  {
x − 2y = 3
2x + 6y = −4A−1

مرجع: امتحان نهایی- 1400 دستگاه مقابل را با استفاده از  حل کنید.  68

 

A−1

  {
3x − 5y = −1
2x + y = 8

مرجع: امتحان نهایی- 1401
دستگاه  را با استفاده از ماتریس وارون حل کنید.   69 {

2x + y = 4
7x + 4y = 15

5



مرجع: امتحان نهایی- 1401

، آنگاه دستگاه بی شمار جواب دارد. (درست - نادرست) ، اگر  الف) در دستگاه   70

ب) اگر  باشد، حاصل  را بیابید.

  {
ax + by = c

a x + b y = c′ ′ ′ =
a′

a
 =

b′

b
  

c′

c

A =      

0
0

−1

0
2
0

1
0
0

∣∣A∣A∣

مرجع: امتحان نهایی- 1401
اگر ماتریس  را ماتریس ضرایب و  را ماتریس مجهولات و  را ماتریس معلومات دستگاه دو معادله و دو مجهولی   71

 در نظر بگیریم، از تساوي  ماتریس  را به دست آورید.

AXB

 {
2x − y = 4
−4x + 3y = 2AX = BX

مرجع: امتحان نهایی- 1400
مقدار  را طوري بیابید که دستگاه معادلات خطی  جواب نداشته باشد.   72m {

2x + my = 1
(m − 1)x + y = 3

مرجع: امتحان نهایی- 1402
مقدار  را طوري بیابید که دستگاه  جواب نداشته باشد.  73m {

mx + 9y = m + 1
4x + my = −4

مرجع: امتحان نهایی- 1403
دستگاه  را با استفاده از ماتریس وارون حل کنید.  74 {

3x − 4y = 1
2y − x = 1

مرجع: امتحان نهایی- 1403
دستگاه معادلات  را با استفاده از ماتریس وارون حل کنید.  75 {

3x + 7y = −4
−5x + 2y = −7

مرجع: امتحان نهایی- 1403
به ازاي چه مقادیري از  دستگاه معادلات   یک جواب منحصر به فرد دارد.  76m {

−4x + (m − 3)y = 3
2x −  y = 12

m − 3

مرجع: امتحان نهایی- 1403
دستگاه  را با استفاده از ماتریس وارون حل کنید.  77 {

3x − 4y = 1
−x + 2y = 1

مرجع: امتحان نهایی- 1404

78  ماتریس ضرایب و  ماتریس معلومات یک دستگاه خطی هستند. دستگاه معادلات را تشکیل دهید

و مقدار  را طوري تعیین کنید که دستگاه بی شمار جواب داشته باشد.

A =   [
m − 1
2

1
m

]B =  [
2
4 ]

m

مرجع: امتحان نهایی- 1404
دستگاه  را با استفاده از ماتریس وارون حل کنید.  79 {

x − 2y = 4
3x + y = 5

مرجع: امتحان نهایی- 1405
، دستگاه  یک دسته جواب منحصربه فرد دارد. به ازاي چه مقادیري از   80m {

(m + 1)x + 3y = 1
2x + y = −1

6
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          1

الف)     2
ب) ماتریس قطري، ماتریسی است مربعی که تمام درایه هاي غیرواقع بر قطر اصلی آن صفر باشند.

 

 3

          4

 

 5

 

 6

.  7

ماتریس همانی یک ماتریس مربعی است که درایه هاي روي قطر اصلی آن برابر با 1 و بقیه درایه ها همگی صفر هستند.

 

 8
             

 
درست  9

 10
    11

نادرست
 12

 13

a  =33 2, a  =31 3 + 1 = 4, a  =12 1 − 2 = −1

2x − 1 = 5 → x = 3

 →{ m + 1 = 0
2n + 4 = 0  { m = −1

n = −2

A + I =   +[20
0
5]   =[10

0
1]   [30

0
6]

A = B →   =[
2x

z

5
1 ]   [

3x

−2
2x + y

1 ]

→   →
⎩
⎨
⎧ 2x = 3

2x + y = 5
z = −2

 →{ x =  2
3

y = 2
x + 2y + 3z =  2

−1

B =      

2
1
1

0
3
1

1
1
4

z = −3

 ⇒{ 2x − y = 3
2x + y = 5 x = 2, y = 1 → x −2 2y + z = −1

  ⇒
⎩
⎨
⎧ x − y = 3

x + y = 9
z − 1 = 5

x = 6 , y = 3 , z = 6

 →{
r = 1
m − 1 = 0 → m = 1 m + r = 1 + 1 = 2

m − 2 = 0 → m = 2 n = m = 2

2

x = 2 , y = −1

C = 3A + 2B =   +[ −3
−6

3m

3m
]   =[ 4

6
−6
2 ]   [ 1

0
3m − 6
3m + 2 ]

3m − 6 = 0 ⇒ 3m = 6 ⇒ m = 2 ⇒ C =   ⇒[
1
0

0
8 ] مجموع درایه های قطر اصلی= 9

7



 14

    15

ماتریس هاي  و  تعویض پذیرند، پس:  16

     

 

            17

    

 18

نادرست

الف)  19

   

 ب)
  

         20

 

21  وارون پذیري   یا 
روش اول:  22

روش دوم:

راه حل اول:  23

 
 راه حل دوم:

 

         24

  

  =[
2x

x + y

6
2]   ⇒[

2y + 4
0

6
2]    ⇒{

2x = 2y + 4
x + y = 0 }یا

x − y = 2
x + y = 0 x = 1, y = −1

10

AB

  [
x

2
y

−1 ]   =[
4
3

3
4 ]   [

4
3

3
4 ]   [

x

2
y

−1 ] →   =[
4x + 3y

5
3x + 4y

2 ]   [
4x + 6
3x + 8

4y − 3
3y − 4 ]

3x + 8 = 5 → x = −1 , 3y − 4 = 2 → y = 2

       [ x 2 −y ]
2
2

−x

x=−1 , y=2
      =[ −1 2 −2 ]

2
2
1

−2 + 4 − 2 = 0

[x 3]    =[
1

−1
0
4] [

3
−1] 0 = [x − 3 12]  [

3
−1] = [3x − 21] = 0 ⇒ x = 7

مثال نقض:      =[01
0
1] [ 1

−1
1

−1] =O     →[01
0
1] [ 2

−2
2

−2]   =[ 1
−1

1
−1]   [ 2

−2
2

−2]

A =      =
3(1) − 2(1)
3(2) − 2(1)
3(3) − 2(1)

3(1) − 2(2)
3(2) − 2(2)
3(3) − 2(2)

3(1) − 2(3)
3(2) − 2(3)
3(3) − 2(3)

     

1
4
7

−1
2
5

−3
0
3

B =2 B × B =           =
1
0

−1

2
1
2

0
3
1

1
0

−1

2
1
2

0
3
1

     =
1 × 1 + 2 × 0 + 0 × (−1)
0 × 1 + 1 × 0 + 3 × (−1)

−1 × 1 + 2 × 0 + 1 × (−1)

1 × 2 + 2 × 1 + 0 × 2
0 × 2 + 1 × 1 + 3 × 2

−1 × 2 + 2 × 1 + 1 × 2

1 × 0 + 2 × 3 + 0 × 1
0 × 0 + 1 × 3 + 3 × 1

−1 × 0 + 2 × 3 + 1 × 1

     

1
−3
−2

4
7
2

6
6
7

   =[x − 2 −3] [x

1] 0 ⇒ x −2 2x − 3 = 0 ⇒  { x = −1
x = 3

A∣A∣ = 0

AB + 2I =     +[−2
−1

1
−3] [03

2
1]   =[20

0
2]   +[ 3

−9
−3
−5]   =[20

0
2]   [ 5

−9
−3
−3]

AB =   , 2I =[
3

−9
−3
−5]   , AB +[

2
0

0
2] 2I =   [

5
−9

−3
−3]

A × B =   −[ 2a − 6b

ab − 4
−12 + 3a

−6 + 2a
] 12 + 3a = 0 ⇒ a = 4

A × B =   2a −[
2a − 6b

ab − 4
−12 + 3a

−6 + 2a
] 6 = −6b + 2a ⇒ b = 1 ⇒ a = 4

A =2
    [ 0

−1
2
0] [ 0

−1
2
0] =   =[−2

0
0

−2] −2I

8
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طبق فرض  داریم:  25

  

  

. دو ماتریس  و  را تعویض پذیر گوییم هرگاه   26

 

 27

نادرست 
            28

 

            29

 

نادرست  30

 31

 32

 33

الف) از دو طرف ماتریس  دترمینان می گیریم؛ داریم:  34

   

 ب) ماتریس  وارون پذیر است و وارون آن برابر است با:

 می دانیم اگر  در این صورت وارون ماتریس  یعنی  برابر است با:

بنابر دستور ساروس براي ماتریس  داریم:  35

A =7 (A ) ⋅2 3
A = (−2I) ⋅3 A = −8   [ 0

−1
2
0]

A −2 B = O

A =2 B →      

5
2
2

2
2

−1

2
−1
5

=      

a + b

2
2

2
2

−1

2
−1

4a + b

  { a + b = 5
4a + b = 5 → a = 0 , b = 5

ABAB = BA

(A − B) =2 (A − B)(A − B) = A −2 AB − BA + B2 =AB=BA
A −2 2AB + B2

(B +2 2I) =      +
5
6
7

1
10
7

6
8
18

2      =
1
0
0

0
1
0

0
0
1

     

7
6
7

1
12
7

6
8
20

(A − 3I) =2 (A − 3I)(A − 3I) = A −2 3AI − 3IA + 9I  A −2
 

I =I2
=

AI=IA=A 2 6A + 9I

A =      ⇒
1
0

−1

0
1
0

−1
0
1

A =2
     

2
0

−2

0
1
0

−2
0
2

A −2 2I =      −
2
0

−2

0
1
0

−2
0
2

     =
2
0
0

0
2
0

0
0
2

     

0
0

−2

0
−1
0

−2
0
0

A =2
  =[

0 − 1
1 0 ] [

0 − 1
1 0 ]  =[

−1 0
0 − 1 ] −I

(A ) =2 24 (−I) ⟶24 A =48 I =24 I ⟶ A =49 A ×48 A = I × A = A

A =2
    =[ 1

−2
0
3] [ 1

−2
0
3]   [ 1

−8
0
9]

A +2 2I =   +[ 1
−8

0
9]   =[20

0
2]   [ 3

−8
0
11]

A

A =   [
∣A∣
3

8
5] ⇒ ∣A∣ = 5∣A∣ − 24 → ∣A∣ = 6

A

A =−1
   6

1
[
5

−3
−8
6 ]

A =   [
a

c

b

d
]AA−1

A =−1
   

∣A∣
1

[ d

−c

−b

a
]

A

9



A =

2 3 2

1 2 3

1 2 1

--

2 3

1 2

1

-

2

-

  

  

  در نتیجه داریم:
    

 36

درست

 37

خیر ـ زیرا دو ماتریس هم مرتبه نیستند. 

             38

 
 39

 
 40

 41

اسکالر

        
 

             42

 

    43

∣A∣ = (4 − 9 − 4) − (−4 − 12 + 3) = −9 + 13 = 4

B =      

3
0
0

0
−1
0

0
0
2

⇒ B = 3 × (−1) × 2 = −6

∣A × B∣ + ∣2I  ∣3 = ∣A∣ × ∣B∣ + 8∣I∣ = −24 + 8 = −16

A × B =      ∣A ×
−3
−4
−8

4
6
11

−2
−4
−6

B∣ = 0

∣A∣ = 2 , ∣ −  A ∣ =2
1 4 (− ) ∣A∣ =2

1 3 4 −2

A =      ⇒
1
0
0

0
1
0

0
0
1

∣A∣ = 1

k∣kA∣ = k(k ∣A∣) =3 k ×4 1 = 625 ⇒ k = ±5

∣A∣ = ∣A∣(∣A∣ − 2) + 1(2) ⇒ ∣A∣ −2 3∣A∣ + 2 = 0 ⇒  {
∣A∣ = 1
∣A∣ = 2

−1

∣3A∣ = 4∣A∣ +2 5 ⇒ 4∣A∣ −2 9∣A∣ + 5 = 0 ⇒  {
∣A∣ = 1 ⇒ ∣A ∣ = 1−1

∣A∣ =  ⇒ ∣A ∣ =  4
5 −1

5
4

A =      , B =
0
0
0

0
2
1

0
−1
6

     ⇒
−1
−2
1

1
−1
2

2
1

−1
 A × B =      

0
−5
4

0
−4
11

0
3

−5

      

−1
−2
1

1
−1
2

2
1

−1

−1
−2
1

1
−1
2

10
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 44

 45
 46

 47

 48
روش اول:

 
روش دوم:

الف)                     ب)                    ج)   49
 50

گزینۀ  یا   51

 52

 مخالف صفر

53  می دانیم براي آنکه  وارون پذیر نباشد باید  باشد.

اگر  باشد؛ آنگاه  است.
 داریم:

 
 54

 

، وارون ماتریس  از رابطۀ زیر به دست می آید: فرض کنیم 

 

  

 55

               56

∣B∣ = (−1 + 1 − 8) − (−2 − 2 + 2) = −6

∣2A∣ + ∣A ∣ =−1 3 2 ∣A∣ +3
 =

∣A∣3
1 8(−2) +  =

−8
1

 8
−129

14

∣A ∣ =3 ∣A∣ =3 −8 ⇒ ∣A∣ = −2

 =
∣3A∣
∣A ∣−1

 =3 ∣A∣2

 

∣A∣
1

 36
1

A =   ⇒[ 3
0

0
3 ] ∣A∣ = 9

A =      

2
0

−3

−1
0
4

−2
4
1

∣A∣ = (−1) ×2 2 ×     +
0
4

4
1 (−1) ×2 0 ×     +

−1
4

−2
1 (−1) ×4 (−3) ×     =

−1
0

−2
4 (−32) + 0 + 12 = (−20)

 ∣A∣ = (−1) ×2 2 × (0 − 16) + (−1) ×3 0 × (−1 + 8) + (−1) ×4 (−3) × (−4 − 0)

= (−32) + 0 + 12 = (−20)

472

       ⇒
2
1

−1

3
2

−2

4
3
1

2
1

−1

3
2

−2
∣A∣ = (4 − 9 − 8) − (−8 − 12 + 3) = −13 + 17 = 4

324

A∣ A ∣= 0

∣ A ∣=   [ a

c

b

d
]∣ A ∣= ad − bc

∣ A ∣= 0 ⇒ 2m − 4 = 0 → m = 2

A − 2I =   −[40
1
3] 2   =[10

0
1]   −[40

1
3]   =[20

0
2]   [20

1
1]

A =   [a

c

b

d
]A

A =−1
   

∣A∣
1

[ d

−c

−b

a
]

∣A − 2I∣ = 2 × 1 − 1 × 0 = 2 → (A − 2I) =−1
  =([20
1
1])

−1
   2

1
[10

−1
2 ]

A =−1
 →[

2
2

−1
3 ] ∣A ∣ =−1 8 , A = (A ) =−1 −1

   8
1

[
3

−2
1
2]

11



 

 57

 58

نادرست
  59

نادرست

درست

 60
 61

روش اول:  62

روش دوم:

               63

 

                64

 شرط جواب نداشتن

نکته: اگر  باشد، در این صورت وارون ماتریس  یعنی از تساوي زیر به دست می آید:  65

 

  ,

الف)  66

  ب) می دانیم اگر    در این صورت وارون ماتریس  یعنی  برابر است با: 

 

A =−1
   →

−2
1

[
−1
−1

1
3]  A =5

1 −1
    

 10
1

 10
1

−  10
1

−  10
3

5A =   (5A) =[
15
5

−5
−5] −1

   =
−50
1

[
−5
−5

5
15]     

 10
1

 10
1

−  10
1

−  10
3

  A =[
5
7

2
3 ]   ⇒[

−1
2

2
1 ] A =     =[

5
7

2
3 ]

−1
[

−1
2

2
1 ]      =15 − 14

1
[

3
−7

−2
5 ] [

−1
2

2
1 ]   [

−7
17

4
−9 ]

 2
1

∣A∣ = 0 ⇒ 3(m + 1) − 2m = 0 ⇒ 3m + 3 − 2m = 0 ⇒ m = −3

A =   ⇒[
3
1

−1
2 ] ∣A∣ = 7

A =−1
   =7

1
[
2

−1
1
3]     ⇒

 7
2

 7
−1

 7
1

 7
3  =[

x

y
]     =

 7
2

 7
−1

 7
1

 7
3 [

−6
5 ]  ⇒[

−1
3 ]  {

x = −1
y = 3

 =[x

y
]     =7

1
[ 2

−1
1
3] [−6

5 ]   =7
1

[−7
21]  ⇒[−1

3 ]  { x = −1
y = 3

    =
m − 3
4

3
m + 1  0 → (m − 3)(m + 1) − 12 = 0 ⇒ m −2 2m − 15 = 0

⇒ (m − 5)(m + 3) = 0 → m = 5 , m = −3

m ∈ R − 5, −3{ }

:  =4
m

 =
m + 4
3

  →2
−3

m(m + 4) − 12 = 0 →  {
m = −6 (غیر قابل قبول) 
m = 2 (قابل قبول) 

A =   [ a

c

b

d
]AA−1

A =−1
 ×

∣A∣
1

 [ d

−c

−b

a
]

A =   , ∣[ 3
−1

−4
2 ] A ∣= 2 ⇒ A =−1

   2
1

[ 2
1

4
3 ] =[ x

y
]     =2

1
[ 2
1

4
3 ] [ 1

1 ]  ⇒[ 3
2 ] x = 3, y = 2

 =2
2m

  →
−1
3

m = −3

A =   [
a

c

b

d
]AA−1

A =−1
 ×

∣A∣
1

  [
d

−c

−b

a
]

12

مشاوره کنکور نوتروفیل



 

    

   

الف)  67

 ب)

  

    

نکته:  ماتریس ضرایب و  ماتریس مقادیر معلوم دستگاه  باشد، داریم:  68

  
 از طرفی:

   

      

       

 69

 

، دو خط موازي اند و هیچ نقطۀ مشترکی ندارند، پس دستگاه هیچ جوابی ندارد. الف) نادرست، زیرا در دستگاه دو معادلۀ دو مجهولی، اگر   70
ب) با استفاده از دستور ساروس دترمینان ماتریس  را به دست می آوریم:

 
می دانیم اگر  یک عدد حقیقی باشد و  ماتریسی  باشد، در این صورت  بنابراین داریم:

      

 71

 72

          73

 

 74

m = 2 ⇒ A =   [42
3

−1] → ∣A∣ = −10 ⇒ A =−1
   

−10
1

[−1
−2

−3
4 ]

 =[x

y
]     

−10
1

[−1
−2

−3
4 ] [13] =  →[ 1

−1]   { x = 1
y = −1

شرط فاقد جواب:   =
m

1
 =6

−2
  ⇒

−4
3

m = −3 قابل قبول 

    =
1
2

−2
6 10 → A =−1

   10
1

[
6

−2
2
1]

 =[
x

y
]     10

1
[
6

−2
2
1] [

3
−4] =  →[

1
−1] x = 1 , y = −1

A =   [
a

c

b

d
]B =  [

e  1
e  2

]  {
ax + by = e  1
cx + dy = e  2

AX = B ⇒ X = A B−1

A =−1
 

∣ad − bc∣
1

  [ d

−c

−b

a
]

A =   ,[
3
2

−5
1 ] ∣A∣ = 3 + 10 = 13 ⇒ A =−1

   13
1

[
1

−2
5
3] , B =  [

−1
8 ]

X =  =[
x

y
] A ×−1 B =    ×13

1
[
1

−2
5
3]  [

−1
8 ] =  =13

1
[

−1 + 40
2 + 24 ]  [

3
2] ⇒ x = 3, y = 2

A =   , B =[
2
7

1
4]  , X =[

4
15]  [

x

y
]

AX = B ⇒ X = A ×−1 B ⇒  =[
x

y
]     ×8 − 7

1
[
4

−7
−1
2 ]   =[

4
15]   ⇒[

1
2] x = 1 ، y = 2

 =
a′
a

 =
b′
b

  

c′
c

A

→ ∣A∣ = (0 × 2 × 0 + 0 × (−1) + 1 × 0 × 0) − (1 × 2 × (−1) + 0 + 0) = 0 − (−2) = 2
kAn × n∣kA∣ = k ∣A∣n

∣∣A∣A∣ = ∣A∣ ∣A∣ =3 ∣A∣ =4 16

A =   , X =[
2

−4
−1
3 ]  , B =[

x

y
]  →[

4
2 ] X = A B =−1

    =2
1

[
3
4

1
2 ] [

4
2 ]  [

7
10 ]

 =
a′

a
 =

b′

b
  →

c′

c
 =

m − 1
2

=1
m

  →3
1

m(m − 1) = 2 →  {
m = −1
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 =[

x

y
]    =41

1
[
2
5

−7
3 ] [

−4
−7]  [

1
−1]

m

 =2
−4

  ⇒
−  2

(m − 3)
m − 3

−2 = −2

m

    =
−4
2

m − 3
−  2

m − 3 −4(−  ) −2
m − 3 2(m − 3) = 0

A =   ⇒[
3

−1
−4
2 ] ∣A∣ = 6 − 4 = 2, A =−1

   ⇒2
1

[
2
1

4
3 ]  =[

x

y
]    ×2

1
[
2
1

4
3 ]  =[

1
1 ]   =2

1
[
6
4 ]  ⇒[

3
2 ]  {

x = 3
y = 2

A =   ⇒[ 3
−1

−4
2 ] ∣A∣ = 6 − 4 = 2, A =−1

   =2
1

[ 2
1

4
3 ]   ⇒[

1
 2

1
2

 2
3 ]  =[ x

y
]   ×[

1
 2

1
2

 2
3 ]  =[ 1

1 ]  ⇒[ 3
2 ]  { x = 3

y = 2

 ⇒{  

(m − 1)x + y = 2
2x + my = 4  =2

m − 1
 =

m

1
 ⇒4

2
 {  

2m = 4 ⇒ m = 2
4m − 4 = 4 ⇒ m = 2

 ⇒{  

(m − 1)x + y = 2
2x + my = 4  =2

m − 1
 =

m

1
 ⇒4

2
m −2 m − 2 = 0

⇒   ⇒
⎩
⎨
⎧

 

m = −1 ⇒  =  =  2
−2

−1
1

 4
2

m = 2 ⇒  =  =  2
1

2
1

4
2  m قابل قبول است= 2

A =   ⇒[
1
3

−2
1 ] ∣A∣ = 7

A =−1
   =7

1
[
1

−3
2
1]     ⇒

 7
1

 7
−3

 7
2

 7
1  =[

x

y
]     =

 7
1

 7
−3

 7
2

 7
1 [

4
5]  ⇒[

2
−1]  {

x = 2
y = −1

 =[x

y
]     =7

1
[ 1

−3
2
1] [45]   =7

1
[14

−7] ⇒[ 2
−1]  { x = 2

y = −1

    =
m + 1
2

3
1  0  m یا+ 1 − 6 = 0 ⇒ m = 5

 =2
m + 1

  ⇒1
3

m = 5
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مکان هندسی و کاربرد
مرجع: امتحان نهایی- 1400 جاي خالی را با عبارت مناسب پر کنید.  1

مرجع: امتحان نهایی- 1400
اگر صفحۀ  با مولد  موازي باشد و از رأس سطح مخروطی عبور کند، در این صورت فصل مشترك صفحۀ  و سطح مخروطی یک

.................. است.
P(d)P

مرجع: امتحان نهایی- 1400  در بیضی، در حالتی که  به عدد  نزدیک شود، بیضی به .................. تبدیل می شود.

a

c0
مرجع: امتحان نهایی- 1400 درستی و نادرستی عبارت زیر را مشخص کنید.  2

مرجع: امتحان نهایی- 1400
dAdAمکان هندسی مرکزهاي همۀ دایره هایی در صفحه که بر خط  در نقطۀ ثابت  مماس اند، یک نیم خط عمود بر خط  در نقطۀ  است.

مرجع: امتحان نهایی- 1400
در یک سهمی، هر شعاع نوري که موازي با محور سهمی به بدنۀ سهمی بتابد، بازتاب آن از کانون سهمی خواهد گذشت.

مرجع: امتحان نهایی- 1401 درستی و نادرستی عبارات زیر را مشخص کنید. سپس شکل صحیح عبارت نادرست را بنویسید.  3
مرجع: امتحان نهایی- 1401 اگر صفحۀ  به گونه اي باشد که هر دو تکۀ بالایی و پایینی سطح مخروطی را قطع کند و شامل محور نباشد، در این

صورت فصل مشترك صفحه  و سطح مخروطی یک هذلولی است. 
P

P

 

مرجع: امتحان نهایی- 1401
dMFدر شکل روبه رو اگر خط  در نقطه  بر بیضی مماس باشد، زاویه  باشد آنگاه اندازة زاویه  است. F =M̂ ′ 50∘α = β = 60∘

مرجع 1: تمرین هاي کتاب- 1403
نقاط  و  و  در صفحه مفروض اند. نقطه اي بیابید که از  و  به یک فاصله و از  به فاصلۀ  سانتی متر باشد (بحث کنید).   4ABCABC3

مرجع: امتحان نهایی- 1401 جاهاي خالی را با عبارات مناسب پر کنید.  5

مرجع: امتحان نهایی- 1401
مکان هندسی، مجموعه نقاطی از صفحه (یا فضا) است که همۀ آنها یک ویژگی .................. داشته باشند و همچنین هر نقطه که آن ویژگی را

داشته باشد، عضو این مجموعه باشد. 

مرجع: امتحان نهایی- 1401
Aاگر مجموع فواصل نقطه  از دو کانون بیضی بیشتر از طول قطر بزرگ بیضی باشد، نقطه A در .................. بیضی است. 

مرجع 1: تمرین هاي کتاب- 1403

،  و  در صفحه مفروض اند، نقطه اي در این صفحه بیابید که از  و  به یک فاصله و از  و  نیز به یک فاصله باشد  ، نقاط   6
(بحث کنید).

ABCDABCD

مرجع: امتحان نهایی- 1402

هر گاه دو خط  و  موازي باشند، از دوران  حول  سطحی ایجاد می شود. اگر صفحۀ  بر خط  عمود باشد، سطح مقطع صفحۀ  و سطح  7
ایجادشده بیضی است. (درست ــ نادرست)

dldlPlP

مرجع: امتحان نهایی- 1402 مکان هندسی نقاطی که از دو ضلع یک زاویه به یک فاصله اند، .................. آن زاویه است.  8
مرجع: امتحان نهایی- 1402 جاهاي خالی را پر کنید.  9

1



انواع مقاطع

مرجع: امتحان نهایی- 1402
اگر صفحه اي بر محور سطح مخروطی عمود نباشد و با مولد آن موازي نباشد و از رأس عبور نکند، آنگاه سطح مقطع حاصل،

یک .................. است.
مرجع: امتحان نهایی- 1403 درستی یا نادرستی عبارات زیر را مشخص کنید.  10

مرجع: امتحان نهایی- 1403

مکان هندسی مرکز همه دایره هاي با شعاع ثابت  که بر دایره  در صفحۀ این دایره مماس خارج هستند، دایره 
است.

rC(O, r)C (O, 2r)′

مرجع: امتحان نهایی- 1403

نقطۀ   و  در صفحه مفروض اند. نقطه اي بیابید که از  به فاصلۀ  سانتی متر و از  به فاصلۀ  سانتی متر باشد. (در مورد حالت هاي  11
مختلف جواب بحث کنید.)

AdA3d4

مرجع: امتحان نهایی- 1404
نقاط  و  و  در یک صفحه مفروض اند. نقطه اي بیابید که از نقاط  و  به یک فاصله بوده و از نقطۀ  به فاصلۀ  سانتی متر باشد (در  12

مورد تعداد جواب هاي ممکن بحث کنید.)
ABCABC2

مرجع: امتحان نهایی- 1405 جاهاي خالی را با عبارت هاي مناسب، کامل کنید.  13

مرجع: امتحان نهایی- 1405

صفحه اي هر دو تکه بالایی و پایینی یک سطح مخروطی را قطع می کند و شامل محور آن نیست. در این صورت فصل مشترك صفحه و سطح
مخروطی، یک .................. است.

مرجع: امتحان نهایی- 1404 پاسخ صحیح را از میان کلمات داخل پرانتز انتخاب کنید.  14

مرجع: امتحان نهایی- 1404
اگر صفحه اي موازي با مولد یک سطح مخروطی، از رأس آن عبور نکند. آنگاه فصل مشترك صفحه و سطح مخروطی یک .................. است.

(هذلولی - سهمی)

دایره

مرجع: امتحان نهایی- 1398
معادلۀ دایره اي را بنویسید که خطوط  و  شامل قطرهایی از آن بوده و خط  بر آن مماس باشد.  15x + y = 1x − y = 34x + 3y = −5

مرجع: امتحان نهایی- 1401 حدود  را طوري به دست آورید که  معادلۀ یک دایره باشد.  16ax +2 y −2 4x + 6y + a = 0
مرجع: امتحان نهایی- 1401 معادله دایره اي را بنویسید که مرکز آن  بوده و  یک نقطه از آن باشد.  17O(2, 3)M(1, 1)

مرجع: امتحان نهایی- 1400
معادلۀ دایره اي را بنویسید که  مرکز آن بوده و روي خط به معادلۀ  وتري به طول  جدا کند.   18O(0, 1)x + y = 22  2

مرجع: امتحان نهایی- 1402 معادلۀ دایره اي را بنویسید که  مرکز آن بوده و از خط  وتري به طول  جدا کند.   19O(2, −1)3x − 4y + 10 = 06
مرجع: امتحان نهایی- 1402 معادلۀ دایره اي را بنویسید که  مرکز آن بوده و بر خط  مماس باشد.  20O(1,0)x = −3

مرجع: امتحان نهایی- 1402
معادله دایره اي را بنویسید که مرکز آن  بوده و روي خط  وتري به طول  جدا کند. سپس محل تلاقی  21

ها را بیابید. آن دایره با محور 
O(0, 1)3x + 4y + 6 = 02  5

y

مرجع: امتحان نهایی- 1403
معادلۀ دایره اي را بنویسید که مرکز آن  بوده و با دایره  مماس داخل باشد.  22O(0, 1)(x − 2) +2 (y − 3) =2 16

مرجع: امتحان نهایی- 1404 معادلۀ دایره اي را بنویسید که نقاط  و  دو سر قطر آن باشند.  23A(1, 3)B(3, −1)

مرجع: امتحان نهایی- 1405

نقطه  روي دایره  است. اگر دو خط  و  شامل قطرهایی از این دایره باشند، آنگاه معادله  24
استاندارد دایره را بنویسید.
A(−1, 2)C(O, r)x − y = −12x + y = 4

2
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مرجع 1: امتحان نهایی- 1401

در نقطه  روي دایرة  مماسی بر دایره رسم کرده ایم، معادله این خط مماس را به دست آورید.  25A(2, 3)x +2 y −2 2x − 2y = 3

مرجع: امتحان نهایی- 1402 در دایره به معادلۀ ضمنی  با استفاده از روش مربع کامل، ثابت کنید شعاع دایره  26

برابر با  است. 

x +2 y +2 ax + by + c = 0

r =  2
 a + b − 4c2 2

مرجع: امتحان نهایی- 1404

در شکل مقابل، دایرة  بر محورهاي مختصات مماس است. مختصات مرکز و اندازة شعاع دایره را بیابید و سپس معادلۀ ضمنی  27
دایره را بنویسید.

 

C(M , R)

مرجع: امتحان نهایی- 1404 پاسخ هریک از عبارت هاي ستون  را از ستون  انتخاب کنید. (یکی از اعداد ستون  اضافه است).  28
     

  الف) مقدار  در دایرة  در صورتی که مرکز دایرة  باشد.

        ب) مقدار فاصلۀ کانونی یک بیضی با قطر کانونی  که داراي خروج از مرکز  است.

        

ABB

AB

mx +2 y −2 my = 3(0, 1)3

6 2
12

1
مرجع: امتحان نهایی- 1405 درستی یا نادرستی هریک از گزاره هاي زیر را مشخص کنید.  29
مرجع: امتحان نهایی- 1405 . xرابطۀ ضمنی  معادلۀ یک دایره است، اگر و تنها اگر  +2 y +2 2x + c = 0c < 1
مرجع: امتحان نهایی- 1404 هرگاه دو خط  و  موازي باشند، از دوران  حول  سطحی ایجاد می شود که آن را یک سطح  .................. می نامیم.  30dldl

مرجع: امتحان نهایی- 1398 وضعیت خط  و دایرة  را نسبت به هم مشخص کنید.  31x + y = 2x +2 y =2 2
مرجع: امتحان نهایی- 1399 معادلۀ دایره اي را بنویسید که  مرکز آن بوده و روي خط  وتري به طول  ایجاد کند.  32O(−1, −1)2x + y = 24
مرجع: امتحان نهایی- 1400 معادلۀ دایره اي را بنویسید که مرکز آن  بوده و بر خط  مماس باشد.  33O (2, 1)′3x + 4y = −5
مرجع: امتحان نهایی- 1401 وضعیت خط  و دایرة  را نسبت به هم مشخص کنید.  34x + y = 1x +2 y −2 2x − 2y − 2 = 0
مرجع: امتحان نهایی- 1403 وضعیت خط  و دایره  را تعیین کنید.  35x + y = 3x +2 y −2 2y − 3 = 0

مرجع: امتحان نهایی- 1403
مقدار  را چنان تعیین کنید که دایره به معادله  با دایره به مرکز  و شعاع  مماس بیرون  36

باشد.
mx +2 y +2 2x − 2y + m = 0O(2, −3)3

مرجع: امتحان نهایی- 1404 وضعیت خط به معادلۀ  و دایره به معادلۀ  را نسبت به هم مشخص کنید.  37x + y = 4x +2 y =2 4
مرجع: امتحان نهایی- 1400 وضعیت دو دایرة  و  را نسبت به هم مشخص کنید.  38(x − 1) +2

y =2 1x +2 (y − 1) =2 1

مرجع: امتحان نهایی- 1402

مقدار  را چنان بیابید که دایره  بر دایره  مماس بیرون باشد.  39cx +2 y −2 2x + 2y + c = 0(x + 1) +2 (y − 1) =2 2

مرجع: امتحان نهایی- 1402

وضعیت دو دایره به معادلات  و  را نسبت به هم تعیین کنید. (با ارائۀ  40
راه حل)

(x − 1) +2 (y + 2) =2 1x +2 y +2 6x + 2y − 6 = 0

مرجع: امتحان نهایی- 1403
، نسبت به دایره اي به مرکز مبداء مختصات و شعاع  واحد را مشخص وضعیت دایره به معادله   41

کنید.
x +2 y −2 6x + 12y + 20 = 03

3



مرجع: امتحان نهایی- 1405 وضعیت نسبی دو دایره  و  را نسبت به هم مشخص کنید.  42x +2 y =2 9x +2 y −2 2x + 2y + 1 = 0

بیضی

FF´ O AA´

B´

B

مرجع 1: تمرین هاي کتاب- 1403 در بیضی مقابل طول قطر بزرگ دو برابر طول قطر کوچک است. اندازة زاویۀ  چند درجه است؟  43F FB̂ ′

A

B

FFˊ

مرجع: امتحان نهایی- 1398

دو نقطۀ  و  مطابق شکل روي بیضی و نقاط  و  کانون هاي بیضی اند. اگر  باشد ثابت کنید دو پاره خط  و   44
موازي اند. 

ABFF ′AF =′ BFAFBF ′

مرجع: امتحان نهایی- 1399

نقطۀ  روي بیضی به اقطار  و  واحد به گونه اي قرار دارد که فاصلۀ آن تا مرکز بیضی برابر  واحد است. در صورتی که بدانیم مثلث  45
 در رأس  قائم الزاویه است، طول  را به  دست آورید. ( و  کانون هاي بیضی هستند.)

M6104
MF F ′MMFFF ′

A F O F
A

B

B  

مرجع: امتحان نهایی- 1399 در بیضی مقابل طول قطر بزرگ  برابر طول قطر کوچک است. اندازة زاویۀ  چند درجه است؟  46 2F FB̂ ′

F FO

M مرجع 1: تمرین هاي کتاب- 1403

در شکل مقابل نقطۀ  روي بیضی با کانون هاي  و  مشخص شده اند. خط  را به گونه اي رسم کنید که در نقطۀ  بر بیضی مماس  47
باشد و سپس از نقطۀ  خطی موازي با  رسم کنید تا خط  را در نقطه اي مانند  قطع کند. ثابت کنید: 

MFF ′dM

F ′MFdNNF =′ MF ′

 

مرجع: امتحان نهایی- 1400 در شکل مقابل اگر  باشد، ثابت کنید:   48OF = c, OB = b, OA = aa =2 b +2 c2

مرجع: امتحان نهایی- 1401 در یک بیضی افقی به مرکز مبدأ مختصات طول قطرها برابر  و  است.  49106
مرجع: امتحان نهایی- 1401 خروج از مرکز بیضی را بیابید. 

4
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مرجع: امتحان نهایی- 1401
) را به  دست آورید.  ) و دو سر قطر کوچک ( و  )، مختصات دو سر قطر بزرگ ( و  FFمختصات کانون ها ( و  ′AA′BB′

مرجع: امتحان نهایی- 1401 بیضی را روي محور مختصات رسم کنید. 

 

مرجع: امتحان نهایی- 1401
اگر  نقطه اي بیرون بیضی باشد، ثابت کنید مجموع فواصل نقطه  از کانون هاي  و  بزرگ تر از طول قطر بیضی است.  50MMFF ′

 

مرجع: امتحان نهایی- 1401
51  اگر در بیضی طول قطر بزرگ دو برابر طول قطر کوچک باشد، اندازه زاویۀ  چند

درجه است؟ 
FBF^

′

 

مرجع: امتحان نهایی- 1400
52  در بیضی روبه رو نقاط  و  دو سر قطر بزرگ و نقاط  و  کانون هاي بیضی

هستند، ثابت کنید: 
AA′FF ′

A F =′ ′ AF

مرجع: امتحان نهایی- 1402

در یک بیضی مختصات کانون ها  و  طول قطر بزرگ برابر با  است. اگر نقطۀ روي ابین بیضی  قرار  53
داشته باشد، مقدار  را بیابید. 

F (4,0)F (−2,0)′10P (1, m)

m

 

مرجع: امتحان نهایی- 1402

، قطر کوچک  و کانون هاي  و  مطابق شکل روبه رو مفروض است. 54  بیضی با قطر بزرگ 
اگر خطی در کانون  بر قطر کانونی عمود باشد و بیضی را در نقطۀ  قطع کند، ثابت کنید:

 

2a2bFF ′

FD

DF =  

a

b2

5



مرجع: امتحان نهایی- 1402
بیضی مکان هندسی نقاطی از یک صفحه است که از یک خط ثابت در آن صفحه و از یک نقطه ثابت غیر واقع بر آن خط در آن صفحه به یک  55

فاصله باشد. (درست ـ نادرست)

 

مرجع: امتحان نهایی- 1402

56  در شکل روبه رو دو نقطه  و  روي بیضی با کانون هاي  و  قرار دارند. اگر  و
همچنین  و  یکدیگر را درون بیضی در نقطه اي مانند  قطع کنند، نشان دهید: مثلث 

متساوي الساقین است و  روي قطر کوچک بیضی قرار دارد.

ABFF ′AF =′ BF

AFBF ′MFMF ′

M

 

مرجع: امتحان نهایی- 1402

، طول قطر کوچک نصف طول قطر بزرگ است. اندازة زاویه  57  در یک بیضی با کانون هاي  و 
 را به دست آورید.

FF ′

F FB̂ ′

مرجع: امتحان نهایی- 1402

در شکل مقابل، نقطۀ  روي بیضی با کانون هاي  و  مشخص شده است. خط  را به گونه اي رسم کنید که در نقطه  بر بیضی مماس  58
باشد و سپس از نقطۀ  خطی موازي با  رسم کنید تا خط  را در نقطه اي مانند  قطع کند. 

 ثابت کنید  

MFF ′dM

F ′MFdN

NF =′ MF ′

مرجع: امتحان نهایی- 1403

نقاط  دو سر قطر کوچک بیضی با فاصلۀ کانونی  واحد است. طول قطر بزرگ بیضی را بیابید.  59B (−1, −4) و B(−1, 2)′2  3

مرجع: امتحان نهایی- 1403
معادلۀ دایره اي را بنویسید که  مرکز آن بوده و روي خط به معادله  وتري به طول  جدا کند.  60O(1, −1)4x − 3y = 26

مرجع: امتحان نهایی- 1403 خروج از مرکز یک بیضی با اندازه قطرهاي  و  را بیابید.  6146

مرجع: امتحان نهایی- 1404
نقطۀ دلخواه  در صفحۀ بیضی مفروض است. اگر مجموع فاصله هاي نقطۀ موردنظر از دو کانون بیضی، بیشتر از اندازة قطر بزرگ بیضی  62

باشد، آنگاه نقطۀ  در درون بیضی قرار دارد. (درست - نادرست)
M

M

مرجع: امتحان نهایی- 1404 در یک بیضی با طول قطرهاي  و  سانتی متر، فاصلۀ کانونی چند سانتی متر است؟  63

 (                   (                 (                    (

68

1 2
 72 732  744  7

مرجع: امتحان نهایی- 1404 در شکل مقابل دو نقطۀ  و  روي بیضی و کانون هاي  و  مشخص شده اند.   64
با فرض  ، نشان دهید  موازي  است.

      

MNFF ′

MF =′ NFMFNF ′

6
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مرجع: امتحان نهایی- 1404 ، طول قطر بزرگ دو برابر طول قطر کوچک است. در بیضی مقابل با کانون هاي  و   65

  اندازة زاویۀ  را به  دست آورید.

FF ′

OFB

مرجع: امتحان نهایی- 1401 عبارت هاي زیر را کامل کنید.   66

مرجع: امتحان نهایی- 1401
اگر در بیضی خروج از مرکز به عدد صفر نزدیک شود کشیدگی بیضی کمتر شده و بیضی به  .................. نزدیک تر می شود. 

مرجع: امتحان نهایی- 1401 ,A(1نقطه  در  .................. دایره به معادله  قرار دارد.  −2)x +2 y −2 2x + 2y = 0

 

مرجع: امتحان نهایی- 1402

67  در شکل روبه رو نقطه  روي بیضی با کانون هاي  و  قرار دارد، به طوري که  و 

. اگر خروج از مرکز بیضی  باشد، اندازه نصف قطر کوچک بیضی را به دست
آورید.

MFF ′MF = 8

MF =′ 6 7
1

مرجع: امتحان نهایی- 1403 یک بیضی به مرکز  و کانون هاي  و  مطابق شکل روبه رو مفروض است.  68

 اگر  باشد، خروج از مرکز بیضی را به  دست آورید.

 

OFF ′

4S  =
FBF ′

Δ S  

BA O′
Δ

مرجع: امتحان نهایی- 1405

خروج از مرکز بیضی مقابل را به  دست آورید.  69

    

مرجع: امتحان نهایی- 1404
در بیضی فاصلۀ یک کانون از نزدیک ترین رأس برابر  و اندازة قطر کوچک بیضی برابر  است. مقدار خروج از مرکز بیضی را تعیین کنید.  7028

7



سهمی

مرجع: امتحان نهایی- 1401
در شکل زیر سهمی با رأس  و کانون  و خط هادي  رسم شده است، از کانون  به نقطۀ دلخواه  روي سهمی وصل کرده و امتداد  71

،  را براي  عمود کرده ایم.  داده ایم تا خط  را در  قطع کند و از نقطۀ 

  ثابت کنید: 

 

AFdFM

dNMMTd

 =
F A

FN
 

T H

2NT

مرجع: امتحان نهایی- 1401 شکل کلی (نمودار) مربوط به رابطۀ  را رسم کنید.   72x ≤2 y ≤ 2
مرجع: امتحان نهایی- 1401 سهمی  را در نظر بگیرید.  73y =2 2x + 4y

مرجع: امتحان نهایی- 1401 مختصات رأس، کانون و خط هادي سهمی را به دست آورید.
مرجع: امتحان نهایی- 1401 نقاط برخورد سهمی با محورهاي مختصات را به دست آورید. 

 

d
N

M

F
A

T

H

مرجع 1: امتحان نهایی- 1403

در شکل، سهمی با رأس  و کانون  و خط هادي  رسم شده است. از  به نقطۀ دلخواه  روي سهمی وصل کرده و امتداد داده ایم تا   74

،  را بر  عمود کرده ایم. ثابت کنید:    را در نقطۀ  قطع کند و از نقطۀ 

AFdFMd

NMMTd =
F A

FN
 

T H

2NT

مرجع: امتحان نهایی- 1402 معادلۀ سهمی را بنویسید که  مختصات کانون و معادلۀ خط  هادي آن  باشد.   75F (−3, 2)x = 1
مرجع: امتحان نهایی- 1402 معادلۀ سهمی با کانون  و خط هادي  را بنویسید.  76F (1, 2)x = −3

مرجع: امتحان نهایی- 1403
دایره هایی که مرکز آنها روي سهمی به معادله  واقع است و از کانون سهمی می گذرند، بر خط به معادله   77

.................. مماس هستند.
(y − 1) =2 −8(x + 1)

مرجع: امتحان نهایی- 1404
نقطۀ دلخواه  روي سهمی مفروض است. ثابت کنید هر دایره به مرکز  که از کانون سهمی بگذرد، بر خط  هادي سهمی مماس است.  78MM

مرجع: امتحان نهایی- 1400
در یک دیش مخابراتی به شکل سهمی با دهانۀ دایره اي به قطر  واحد و گودي (عمق)  واحد مفروض است. فاصلۀ کانونی این دیش را  79

به  دست آوردید.
609

مرجع: امتحان نهایی- 1401 الف) معادلۀ متعارف و فاصلۀ کانونی سهمی به معادلۀ  را بیابید.  80
ب) مختصات رأس، کانون و معادلۀ خط هادي سهمی را به  دست آورید.

y −2 2y − 8x + 9 = 0

مرجع: امتحان نهایی- 1400 سهمی به معادلۀ  را در نظر بگیرید:   81y −2 2y + 8x + 9 = 0
مرجع: امتحان نهایی- 1400 مختصات رأس، کانون و معادله خط  هادي سهمی را به دست آورید.
مرجع: امتحان نهایی- 1400 نمودار سهمی را رسم کنید. 

8
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مرجع 1: امتحان نهایی- 1402 معادلۀ سهمی را بنویسید که  رأس و  کانون آن باشد، سپس معادلۀ خط هادي آن را بیابید.  82A(1, 2)F (1, −2)
مرجع: امتحان نهایی- 1403 معادلۀ سهمی را بنویسید که خط هادي آن  و کانون آن  باشد.  83y = −2F (1, −4)
مرجع: امتحان نهایی- 1404 سهمی به معادلۀ  مفروض است.  84

الف) معادلۀ متعارف (استاندارد) سهمی را بنویسید.
ب) مختصات رأس و معادلۀ خط  هادي سهمی را به  دست آورید.

y =2 −2x− 4y

مرجع: امتحان نهایی- 1405 سهمی با رأس  و کانون  را در نظر بگیرید.  85A(4, 6)F (−1, 6)
مرجع: امتحان نهایی- 1405 معادلۀ این سهمی را به دست آورید.
مرجع: امتحان نهایی- 1405 معادلۀ خط هادي این سهمی را بنویسید.
مرجع: امتحان نهایی- 1404 مختصات کانون و معادلۀ سهمی به رأس  و خط هادي  را بنویسید.  86A(−2, 5)x = 3
مرجع: امتحان نهایی- 1404 معادلۀ محور سهمی  کدام است؟  87

 (                         (                         (                         (
(x− 2) =2 4(y + 2)

1x = 22y = 23x = −24y = −2

سوال هاي ترکیبی مقاطع مخروطی

A F O F

M

A

مرجع 1: تمرین هاي کتاب- 1403
قطر دایرة  مانند شکل، قطر بزرگ بیضی است و از کانون  عمودي بر  رسم کرده ایم تا دایره را در نقطه اي مانند  قطع کند.  88

ثابت کنید  با نصف قطر کوچک بیضی برابر است.
CFAA′M

MF

مرجع 1: تمرین هاي کتاب- 1403

سهمی  مفروض است. به مرکز کانون سهمی و به شعاع  واحد دایره اي رسم می کنیم، مختصات نقاط برخورد دایره و  89
سهمی را بیابید. 

y =2 4x− 43

مرجع: امتحان نهایی- 1402 مختصات نقاط برخورد سهمی  و دایرة  را به دست آورید.   90y +2 7x+ 5 = 0x +2 y =2 25
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 1

خط

دایره

 2

نادرست - مکان هندسی فوق، خط عمود بر خط  در نقطۀ  است.

درست
.  3

درست

نادرست 
اگر خط  در نقطۀ  بر بیضی مماس باشد و از نقطۀ  به دو کانون وصل کنیم، زاویه هاي ایجادشده  و  باهم برابر هستند. بنابراین:

 

مکان هندسی نقاطی که از  و  به یک فاصله اند، عمودمنصف پاره خط  است.  4
مکان هندسی نقاطی که از نقطه  به فاصلۀ 3 واحد باشد، دایره اي به مرکز   و شعاع  است. 

بنابراین نقطۀ برخورد خط عمودمنصف و دایره جواب مسئله است. 
(( ) مسئله دو جواب دارد. (همانند شکل ( ) و دایره یکدیگر را در دو نقطه قطع کنند (نقاط  و  اگر خط عمودمنصف (

(( )) و درصورتی که یکدیگر را قطع نکنند مسئله جواب ندارد. (همانند شکل ( اگر مماس شوند مسئله یک جواب دارد (همانند شکل (

     

 5

مشترك

خارج

مکان هندسی نقاطی که از  و  به یک فاصله اند، عمودمنصف پاره خط  است. این خط را  می نامیم؛ همچنین مکان هندسی نقاطی که از دو نقطۀ  و  به یک فاصله باشد،  6
عمودمنصف پاره خط  است. این خط را  می نامیم.

dA

dMMαβ

α+ β + F F =M ′ 180∘

2α+ 50 =∘ 180 →∘ α = 65 =∘ β

ABAB

CC3

dDE1
23

ABABdCD

CDd′
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( بنابراین نقطۀ برخورد خطوط  و  جواب مسئله است. (نقطۀ 
( اگر خطوط  و  متقاطع باشند، مسئله یک جواب دارد. (حالت 

( اگر خطوط  و  منطبق باشند، مسئله بی شمار جواب دارد. (حالت 
( اگر خطوط  و  موازي باشند، مسئله جواب ندارد.  (حالت 

نادرست  7

نیمساز  8

 9

بیضی
   10

درست

مکان هندسی نقاطی از صفحه که از نقطۀ  به فاصلۀ ثابت  سانتی متر هستند، دایره اي به مرکز  و شعاع  سانتی متر است. مکان هندسی نقاطی از صفحه که از خط  به فاصلۀ   11
سانتی متر باشند، دو خط موازي با  و در طرفین خط  است. اشتراك این دو مکان هندسی را در نظر می گیریم. 

اگر دایره دو خط موازي را قطع نکند، جوابی نخواهد داشت.
اگر دایره بر یکی از خطوط موازي مماس باشد، یک جواب دارد. 

اگر دایره یکی از دو خط موازي را قطع کند دو جواب خواهد داشت.

مکان هندسی نقاطی که از دو نقطۀ  و  به یک فاصله اند، عمودمنصف پاره خط  و مکان هندسی نقاطی که از نقطۀ  به فاصلۀ  باشند، دایره اي به مرکز نقطۀ  و شعاع  12
 است.

 فصل مشترك دو مکان هندسی موردنظر جواب مسأله است.
الف) اگر عمودمنصف پاره خط  دایره به مرکز  و شعاع  را قطع کند، مسأله دو جواب دارد.

ب) اگر عمودمنصف پاره خط  بر دایره به مرکز  و شعاع  مماس باشد، مسأله یک جواب دارد.
پ) اگر عمودمنصف پاره خط  دایره به مرکز  و شعاع  را قطع نکند، مسأله فاقد جواب است.

در صورت بحث در حالت هاي ممکن به روش رسم شکل، به تناسب نمره تعلق گیرد.

    13

هذلولی

 14

سهمی
 15

 

 مرکز دایره  و شعاع آن برابر  است. معادلۀ دایره برابر با  است.

رابطۀ منحنی  معادلۀ یک دایره است، اگر و تنها اگر  باشد.  16
     

 17

dd′E

dd′1
dd′2
dd′3

A3A3d4
dd

ABABC2cmC

2cm

ABC2cm

ABC2cm

ABC2cm

 →{
x + y = 1
x − y = 3   {

x = 2
y = −1

d : 4x + 3y + 5 = 0 , O(2, −1) → r =  =
 4 + 32 2

∣4(2) + 3(−1) + 5∣
 =5

10 2

O(2, −1)r = 2(x − 2) +2 (y + 1) =2 4

x +2 y +2 ax + by + c = 0a +2 b >2 4c

a +2 b >2 4c → 16 + 36 > 4a → a < 13

11



از مرکز دایره بر وتر عمود می کنیم، عمود  وتر  را نصف می کند.  18

 

 

 

از مرکز دایره بر وتر عمود می کنیم عمود  وتر  را نصف می کند.  19

 

 

 
روش اول:   20

 
 روش دوم: با استفاده از رسم شکل و پیدا کردن شعاع و نوشتن معادله دایره

         21

 
 22

روش اول:  23

 

روش دوم:

 24

R = OM =  =(1 − 2) + (1 − 3)2 2
 5

(x − 2) +2 (y − 3) =2 5
OHAB

OH =  =
 1 + 1

∣x + y − 2∣
 =

 2
∣0 + 1 − 2∣

 2
 2

OA =2 OH +2 AH →2 OA =2 (  ) +2
 2 2 (  ) =2 2

 =4
10

R2

(x − 0) +2 (y − 1) =2
 4

10

OHAB

AH  =  AB =2
1 3

OH =  =
 9 + 16

∣3(2) − 4(−1) + 10∣ 4

OA =2 OH +2 AH →2 r =2 (4) +2 (3) =2 25 , (x − 2) +2 (y + 1) =2 25

OH =  =
 1 + 02 2

∣1 + 3∣ 4 , OH = R , (x − 1) +2 y =2 16

OH =  =
 9 + 16

∣3(0) + 4(1) + 6∣ 2

AB = 2  ⇒5 AH =  ⇒5 R = 3
(x − 0) +2 (y − 1) =2 9

x = 0 ⇒  {
y = 4 ⇒ (0, 4)
y = −2 ⇒ (0, −2)

(x − 2) +2 (y − 3) =2 16 → O (2, 3), r =′ ′ 4
d = OO =′

 =(0 − 2) + (1 − 3)2 2
 8

∣r − r ∣ =′ d → ∣r − 4∣ =  →8 r = 4 ± 2  2
(x − 0) +2 (y − 1) =2 (4 ± 2  )2 2

 ⇒O = (2, 1)
r =  5 } (x − 2) +2 (y − 1) =2 5

O = (2, 1), AB = 2r =  =(1 − 3) + (3 + 1)2 2 2  ⇒5 r =  =2
AB

 ⇒5 (x − 2) +2 (y − 1) =2 5

 ⇒{
O(1, 2)
r = 2 (x − 1) +2 (y − 2) =2 4
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 25

 شیب خط مماس  برابر است: 

 
          26

 

 
روش اول:  27

  . چون دایره بر محورهاي مختصات مماس است؛ پس: 
     

 
 روش دوم:

الف)                     ب)   28
    29

درست
استوانه اي  30

 31
 

  :خط

خط بر دایره مماس است. 
 32

  

AH

O
r

 

   

 
 33

فاصلۀ مرکز دایره تا خط مماس بر دایره، برابر با شعاع دایره است:

معادلۀ دایره  برابر است با:

 34
ابتدا معادلۀ دایره را به صورت معادلۀ استاندارد می نویسیم.

 
مرکز و شعاع دایره برابر است با:

x +2 y −2 2x − 2y = 3 → (x − 1) +2 (y − 1) =2 5 → O = (1, 1)

m  =OA  =2 − 1
3 − 1 2m =

′
 =

m

1
 2

−1

y − 3 =  (x −2
−1 2)

x +2 y +2 ax + by + c = 0 → (x +2 ax +  ) +4
a2

(y +2 by +  ) =4
b2

−c +  +4
a2

 4
b2

(x +  ) +2
a 2 (y +  ) =2

b 2
 →4

a + b − 4c2 2
r =2

 →4
a + b − 4c2 2

r =  2
 a + b − 4c2 2

R = 2
M(2, 2)

(x − 2) +2 (y − 2) =2 4 ⟶ x +2 y −2 4x − 4y + 4 = 0

(2, 2) = (−  , −  ) ⟶2
a

2
b

a = −4 , b = −4

R =  ⟶2
 a + b − 4c2 2

2 =  ⟶2
 16 + 16 − 4c

c = 4
⟶ x +2 y −2 4x − 4y + 4 = 0

23

:دایره   x + y = 22 2
    ⇒  :مرکز دایره O(0,0)  :شعاع دایره و r =  2

x + y − 2 = 0 , O(0,0) ⇒ d =  =
 1 + 1

∣1(0) + 1(0) − 2∣
 2

⇒ d = r =  ⇒2

OH =  

 2 + 12 2
∣2(−1) + 1(−1) − 2∣

=  =
 5

5
 5

(  ) :AOH
Δ

بنابر قضیۀ فیثاغورس OH +2 AH =2 OA2 → (  ) +5 2 2 =2 r2 → r = 3

⇒ (x + 1) :معادلۀ دایره+ 2 (y + 1) =2 9

r =  =
 4 + 32 2

∣3(2) + 4(1) + 5∣
 =5

15 3

(x − 2) +2 (y − 1) =2 9

(x − 1) +2 (y − 1) =2 4

13



 
حال فاصله مرکز دایره از خط را به دست می آوریم:

 
  می بینیم که فاصلۀ مرکز دایره از خط از شعاع کوچک تر است؛ پس خط و دایره در دو نقطۀ متقاطع هستند.

روش اول:   35

 
 دلتاي معادلۀ اخیر مثبت است بنابراین دو ریشۀ متمایز دارد که طول نقاط تقاطع است. پس خط و دایره متقاطع اند.

روش دوم: 

 

 36

 نگارشی دیگر:

 

روش اول:  37

 فاصلۀ مرکز دایره از خط مورد نظر                  

. بنابراین خط دایره را قطع نمی کند. چون 
روش دوم:

 معادله جواب ندارد. در نتیجه خط و دایره هیچ نقطۀ برخوردي ندارند.

مرکز و شعاع دایرة  برابر است با:   38

و مرکز و شعاع دایرة  برابر 
فاصلۀ دو مرکز برابر  است و  و  پس:

 دو دایره متقاطع اند.  
 39

         40

 
 بنابراین دو دایره متقاطع هستند. 

 41

O = (1 , 1) , r = 2

d =  =
 1 + 12 2

∣1 + 1 − 1∣
 ⇒2
 2

d < r

x + y = 3 ⇒ y = 3 − x

x +2 y −2 2y − 3 = 0 → x +2 (3 − x) −2 2(3 − x) − 3 = 0
2x −2 4x = 0

x +2 y −2 2y − 3 = 0 ⇒ O(0, 1) , r =   =2
1 4 + 12 2

OH =  =
 1 + 1

∣0 + 1 − 3∣
 <2 2

O(2, −3), r = 3

O (−1, 1), r =′ ′
  =2

1 8 − 4m  2 − m

d = OO =′
 =9 + 16 5, r + r =′ d ⇒ 3 +  =2 − m 5 ⇒  =2 − m 2 ⇒ 2 − m = 4 ⇒ m = −2

O (−1, 1), r =′ ′
  2

1 8 − 4m

d = OO =′
 =9 + 16 5, r + r =′ d ⇒ 3 +   =2

1 8 − 4m 5 ⇒  =8 − 4m 4 ⇒ 8 − 4m = 16 ⇒ m = −2

O(0,0) R = 2

OH =  =
 1 + 12 2

x  + y  − 4∣ 0 0 ∣
 =

 2
0 + 0 − 4∣ ∣

 =
 2

4 2  2

OH > R

x +2 y =2 4 ⟶ x +2 (4 − x) =2 4 ⟶ 2x −2 8x + 12 = 0 ⟶ Δ = −32 < 0

(x − 1) +2 y =2 1O = (1,0), r = 1

x +2 (y − 1) =2 1O =′ (0, 1), r =′ 1
OO =′

 2 r + r =′ 2r − r =′ 0
∣r − r ∣ <′ OO <′ r + r ⇒′

(x + 1) +2 (y − 1) =2 2 ⇒ O (−1, 1) , r =′ ′
 2

(x − 1) +2 (y + 1) =2 2 − c ⇒ O(1, −1) , r =  2 − c

OO =′ 2  2
OO =′ r + r  

′ (0٫25) 2  =2  +2  ⇒2 − c c = 0

(x − 1) +2 (y + 2) =2 1 ⇒ O(1, −2), R = 1
x +2 y +2 6x + 2y − 6 = 0 ⇒ O (−3, −1), R =′ ′ 4 , d = OO =′

 17

3 <  <17 5

14
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 42

 دو دایره متداخل هستند.

راه حل اول:  43
طول قطر بزرگ دو برابر طول قطر کوچک است. بنابراین:

                                               
FF´

B

AA´
O

B´

a a

 

راه حل دوم:

: در مثلث قائم الزاویه 

پس در مثلث  زاویۀ  برابر  درجه است.

 44
نقاط  و  را به کانون هاي بیضی وصل می کنیم.
نقطۀ  روي بیضی قرار دارد بنا به تعریف بیضی 

نقطۀ  روي بیضی قرار دارد 
) نتیجه می شود  از  و  و فرض (

بنابراین چهارضلعی  یک متوازي الاضلاع است در متوازي الاضلاع، ضلع هاي روبرو موازي اند. 

A

B

FFˊ

 45
طبق فرض داریم:   

  و 
 می دانیم: 

     

F F
o

M

 از طرفی:
   

 با توجه به شکل داریم: 

    

با توجه به شکل زیر و فرض سؤال داریم:  46

O(3, −6) R = 5
O (0,0), R =′ ′ 3
OO =′ 3  , ∣R −5 R ∣ <′ OO <′ R + R ⇒′

دو دایره متقاطع هستند.  

 ,  , d ={
O(0,0)
r = 3 {

O (1, −1)′

r = 1′ OO =′
 →2 d =  <2 2 = r − r′

AA =′ 2BB ⇒′
 a =2 2 ×  b ⇒2 a = 2b ⇒ b =  (1)2

a

  ⇒
BF + BF = 2a′

BF = BF ′ } BF = BF =′ a

:BOF
△

BO +2 OF =2 BF ⇒2 b +2 c =2 a  

2 (1)
(  ) +2

a 2
c =2 a2

⇒ c =2 a −2
 =4

a2
 =4

4a − a2 2
 ⇒4

3a2
c =  a2

 3

⇒ :BOF
△

sin(O F ) =B̂  =
BF

OF
 =

a

c
 =

a

 a2
 3

 ⇒2
 3

O F =B̂ 60∘

F F =B̂ ′ O F +B̂ O F =B̂ ′ 60 +∘ 60 =∘ 120∘

OBF
△

b =  ⇒2
a

OB =  ⇒2
BF

cos(O F ) =B̂  =
BF

OB
 ⇒2

1
O F =B 60∘

BF F ′
Δ

B2 × 60 =∘ 120∘

AB

AAF + AF =′ 2a (1)

BBF + BF =′ 2a (2)

(1)(2)AF =′ BFAF = BF ′

AFBF ′AF ∣∣BF ′

2b = 6 → b = 32a = 10 → a = 5

c =2 a −2 b2 = 25 − 9 = 16 → c = 4

MF + MF =′ 2a = 10 → MF =′ 10 − MF

:قضیۀ فیثاغورس  (MF ) +2 (MF ) =′ 2 (F F )′ 2 → (MF ) +2 (10 − MF ) =2 82

→ 2MF −2 20MF + 36 = 0 → MF −2 10MF + 18 = 0 → MF = 5 ±  7

15



F F

B

O

2

1

 

    

مجموع  کمترین مقدار است بنا به خاصیت کوتاه ترین مسیر، داریم:   47
. از طرفی:  و  مورب، پس  و در نتیجه 

. مثلث  متساوي الساقین است، یعنی 

 48
 نقطۀ  روي عمودمنصف پاره خط  قرار دارد در نتیجه:

 مجموع فاصله هاي هر نقطه روي بیضی از دو کانون برابر است با قطر بزرگ بیضی:

  
 بنا به رابطۀ فیثاغورس در مثلث  داریم:

  

  49

باتوجه به اینکه مرکز بیضی مبدأ مختصات است، داریم:

 

  

از نقطۀ  به کانون هاي بیضی وصل می کنیم تا بیضی را در نقطۀ  قطع کند، نقطۀ  روي بیضی قرار دارد. بنا بر تعریف بیضی داریم:  50
      

بنا بر نامساوي مثلثی در مثلث  داریم:

2a =  (2b)2 → a = b  2 → cos  =B1  =
BF

OB
 =

b  2
b

 →
 2

1
 =B1 45∘

⇒ F F =B̂ ′ 2 × 45 =∘ 90∘

MF + MF ′
 =M̂1  M̂2

MF ∣∣NF ′d=N̂  M̂1=N̂  M̂2

MNF ′MF =′ NF ′

BF F ′BF = BF (1)′

BF + BF =′ 2a  

(1)
BF = BF =′ a

BOF

OF +2 OB =2 BF 2 → c +2 b =2 a2

 →{
2a = 10 → a = 5
2b = 6 → b = 3 a =2 b +2 c →2 c = 4 ⇒  =

a

c
 5

4

     { A(a ,0) → A(5 ,0)
A (−a ,0) → A (−5 ,0)′ ′ { F (c ,0) → F (4 ,0)

F (−c ,0) → F (−4 ,0)′ ′ { B(0 , b) → B(0 , 3)
B (0 , −b) → B (0 , −3)′ ′

MDD

DF + DF =′ 2a

MDF ′

16
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 51

. نتیجه می گیریم:  نقطۀ  و  روي بیضی قرار دارند. بنا به تعریف بیضی داریم  و   52
 

 53

نقطۀ  روي بیضی قرار دارد، بنا به تعریف بیضی:    54
در مثلث قائم الزاویه  بنا به قضیۀ فیثاغورث داریم: 

 
نادرست  55

نقاط  و  روي بیضی قرار دارد، با توجه به تعریف بیضی:  56

 
، مثلث   دو مثلث  و  بنا به حالت  برابر سه ضلع همنهشت هستند، نتیجه دو زاویه 

متساوي الساقین است و  یعنی  روي عمودمنصف پاره خط  (قطر کوچک بیضی) است.
            57

 

 روش دوم: براي حل مسئله با استفاده از تانژانت زاویه  پاسخ صحیح است.

مجموع  کمترین مقدار است بنا به خاصیت کوتاه ترین مسیر، زاویه هاي  از طرفی:  و  مورب، در نتیجه  نتیجه می شود   58

 مثلث  متساوي الساقین است. 
 . یعنی 

 59

MD + MF >′ DF  

′ +DF
DF + MD + MF >′ DF +′ DF → MF + MF >′ 2a

a = 2b → c =2 a −2 b =2 4b −2 b =2 3b →2 c =  b3

tan B  =1  =
OB

OF
 =

b

c
 =

b

 b3
 →3 B  =1 60 →∘ =FBF^

′

2 × 60 = 120

AA′A F +′ ′ A F =′ 2aAF +′ AF = 2a

A F +′ ′ A F =′ AF + AF →′ A F +′ ′ (A F +′ ′ F F ) =′ AF + (AF + F F ) →′ AF = A F′ ′

PF + P F =′ 2a →  +9 + m2
 =9 + m2 10 → m = ±4

DDF + DF =′ 2a

DF F ′

DF +2 F F =′2 DF →′2 DF +2 (2c) =2 (2a − DF )2

DF =   

a

a − c2 2
a −c =b
2 2 2

DF =  

a

b2

AB

AF + AF =′ 2a = BF + BF  

′ AF =BF
′

AF = BF ′

AF F ′BF F ′(AF = BF , AF =′ ′ BF , F F =′ F F )′A F =F̂ ′ B FF̂ ′MF F ′

MF = MF ′MAF F ′

BB =′
 AA ⇒2

1 ′ 2b =  (2a) ⇒2
1

a = 2b

\cosF O =′
B̂  =

BF ′

BO
 =

a

b
 ⇒2

1
F O =′B̂ 60 ⇒0 F F =′B̂ 120∘

F O′B̂

MF + MF ′
 =M̂1  M̂2MF ∣∣NF ′d=N̂  M̂1

=N̂ M̂2MNF ′

MF =′ NF ′

BB =′ 2b = 6 → b = 3 , 2c = 2  →3 c =  3
a =2 b +2 c =2 3 +2 (  ) =3 2 12 → a = 2  →3 AA =′ 2a = 4  3

17



 60
شعاع عمود بر وتر آن وتر را نصف می کند، لذا 

    

 معادلۀ دایره:
 

روش اول:  61

 
 روش دوم:

 

نادرست  62

( گزینۀ  (  63

64  روي بیضی است، پس داریم: 
 روي بیضی است، پس داریم: 

پس: 
بنابراین چهارضلعی  متوازي الاضلاع است لذا 

راه حل اول:  65

راه حل دوم:

راه حل سوم:

.  66

دایره 

روش اول: نقطۀ  را درون معادلۀ دایره جایگذاري می کنیم. اگر حاصل برابر صفر شود، نقطه روي دایره، کوچک تر از صفر شود، درون دایره و بزرگ تر از صفر شود، خارج از
دایره قرار دارد.

 
پس نقطۀ  درون دایره است.

روش دوم: اگر  معادلۀ منحنی در یک دایره باشد، مرکز و شعاع دایره به صورت زیر به دست می آید.

HB = 3

OH =  =
 16 + 9

∣4 + 3 − 2∣
 =5

5 1 ⇒ r =2 OH +2 HB =2 1 + 9 = 10

(x − 1) +2 (y + 1) =2 10

 , a ={
2a = 6 ⇒ a = 3
2b = 4 ⇒ b = 2

2 b +2 c ⇒2 9 = 4 + c ⇒2 c =  ⇒5 e =  =
a

c
 3
 5

 , ⇒{
2a = 6 ⇒ a = 3
2b = 4 ⇒ b = 2 e =  =

a

c
 =

a

 a − b2 2
 =1 −  

a2
b2

 =1 −  9
4

 = 9
5

 3
 5

32  7

MMF + MF =′ 2a

NNF + NF =′ 2a

MF + MF =′ NF + NF  

′ MF =NF′

MF = NF ′

MFNF ′MF ∣∣NF ′

a = 2b ⇒ a =2 c +2 b ⇒2 c =  b, tan( ) =3 OFB  =
OF

OB
 =

 b3
b

 ⇒3
 3

=OFB 30∘

a = 2b, BF =2 OF +2 OB ⇒2 a =2 c +2 b ⇒2 4b =2 c +2 b ⇒2 c =  b3

tan( ) =FBO  =
b

 b3
 ⇒3 =FBO 60 ⇒∘ =OFB 30∘

a = 2b , cos( ) =FBO  =
BF

BO
 =

a

b
 ⇒2

1
=FBO 60 ⇒∘ =OFB 30∘

A

x +2 y −2 2x + 2y = 0  

A(1 ,−2)
(1) +2 (−2) −2 2(1) + 2(−2) = −1 < 0

A

x +2 y +2 ax + by + c = 0

18
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بنابراین 
 

حال فاصلۀ مرکز دایره از نقطۀ  را به دست می آوریم.
 

نقطه  روي بیضی قرار دارد، بنا به تعریف بیضی:   67

 

68  

 69

روش اول:  70

 روش دوم:

روش اول:   71
بنا به تعریف سهمی  مثلث  متساوي الساقین است.  

از طرفی بنا به خطوط موازي  و مورب  نتیجه می شود  
) نتیجه می شود  نیمساز است. بنا به قضیه نیمساز در مثلث  داریم: ) و ( از (

روش دوم:

 
 :  با توجه به قضیۀ تالس در مثلث 

 72

 

مرکز دایره=  O = (−  , −  )2
a

2
b

شعاع دایره=  R =  2
 a + b − 4c2 2

x +2 y −2 2x + 2y = 0 → O = (1 , −1) , R = 2
A(1 , −2)

OA =  =0 + 1 1 < 2 ⇒   A  درون دایره قرار دارد نقطۀ

M

MF + MF =′ 2a = 14 ⇒ a = 7

 =
a

c
  7

1 a=7
c = 1

a =2 b +2 c  

2 b = 4  3

 =
S  BA O′

S  FBF ′
 =

 × a × b2
1

 × 2c × b2
1

 ⇒4
1

 =
a

c
 8

1

a =2 b +2 c →2 4x =2 x +2 c  3x =2 یا 2 c →2 c =  x →3    =
a

c یا 2x

 x3
 2
 3

a − c = 2
a −2 c =2 b ⟶2 a −2 c =2 16 ⟶ (a − c)(a + c) = 16 ⟶ a + c = 8

 ⟶{
a − c = 2
a + c = 8 a = 5 , c = 3 ⟶ e =  =

a

c
 5

3

a − c = 2

 ⟹{ a − c = 2
a = b + c ⟶ a − c = 162 2 2 2 2 a = 5 , c = 3 ⟶ e =  =

a

c
 5

3

MF = MTMFT(1)M F =T̂ T MF̂

F H∣∣MTFT(2)M F =T̂ T HF̂

12TFF HN

 =
F H

NF
  

T H

NT F H=2F A
 =2F A

NF
  

T H

NT ×2
 =

F A

NF
 

T H

2NT

F H∣∣MTNHF

   

 =  

MF

NM

T H

NT

 =     =  

F H

MT

NF

NM MT =MF

F H

NF

MF

NM ⎭
⎬

⎫
F H=2F A

 =2F A

NF
  

T H

NT ×2
 =

F A

NF
 

T H

2NT

19



 73

، مختصات کانون سهمی برابر با  و معادله خط هادي برابر با  است. ، پارامتر سهمی   نوع سهمی افقی رو به راست، رأس سهمی نقطه 

ها  ها برابر است با  و  و محور  مختصات نقاط برخورد با محور 
فاصلۀ هر نقطه روي سهمی تا خط هادي برابر فاصلۀ آن تا کانون است، بنابراین:  74

 

با توجه به جایگاه کانون و معادله خط هادي، سهمی افقی و دهانه آن به سمت چپ است.   75
مختصات رأس سهمی  در این سهمی  

معادلۀ آن برابر است با: 
 

          76

 

 

 77

از آنجایی که  نقطه اي روي سهمی است، در نتیجه فاصلۀ  از کانون و خط هادي برابر است.  78
پس هر دایره که مرکز آن نقطۀ  بوده و از کانون بگذرد شعاعی برابر  خواهد داشت؛ بنابراین فاصلۀ  تا خط هادي برابر شعاع دایره است و دایره بر خط هادي مماس است.

اگر قطر دهانۀ دیش را با  و گودي را با  نمایش دهیم، فاصلۀ کانونی برابر  است.  79

 و  با جایگذاري در رابطۀ فوق داریم: 

الف)  80
معادلۀ متعارف سهمی:

   
فاصله کانونی سهمی:

 ب)
رأس سهمی:

  
 معادلۀ خط هادي سهمی:

  
 مختصات کانون:

  

 81

 

y =2 2x + 4y → (y − 2) =2 2(x + 2)

(−2, 2)a =  2
1

(−  , 2)2
3

x =  2
−5

y(0,0)(0, 4)x(0,0)

MT = MF , F A = AH

   

MT ∥ F H ⇒  =  ⇒  =  

F H

MT

NH

NT

2F A

MT

NH

NT

MT ∥ F H ⇒  =  ⇒  =  

FN

MF

HN

T H

FN

MT

NH

T H ⎭
⎬

⎫
طرفین دو تساوی را بر هم

تقسیم می کنیم  =
 

FN
MT

 2F A
MT

 

 

NH
T H

 

NH
NT

⇒  =2F A

FN
 ⇒

T H

NT
 =

F A

FN
 

T H

2NT

A(−1, 2)a = AF = 2

(y − 2) =2 −8(x + 1)

F (α + a,β) = (1, 2) ⇒  { α + a = 1
β = 2

 ⇒
x = α − a

x = −3 } α − a = −3  

α+ a =1
 { a = 2

α = −1
(y − 2) =2 8(x + 1)

x = 1

MM

MMFM

2bha =  16h

4b2

h = 92b = 60a =  =16h

(2b)(2b)
 =16(9)

60 × 60 25

y −2 2y − 8x + 9 = 0 ⇒ y −2 2y + 1 = 8x − 9 + 1 ⇒ (y − 1) =2 8(x − 1)

4a = 8 ⇒ a = 2

(h , k) = (1 , 1)

x = −a + h ⇒ x = −1

(a + h , k) = (3 , 1)

y −2 2y + 1 = −8x − 9 + 1 → (y − 1) =2 −8(x + 1) → A = (−1 , 1) , a = 2
F (−3 , 1) , x = 1

20
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با توجه به جایگاه رأس و کانون این سهمی در دستگاه مختصات خواهیم داشت:  82
سهمی رو به پایین و 

معادلۀ سهمی برابر است با: 
معادلۀ خط هادي: 

 83

الف)  84

 ب) 

 85
      

 86

گزینۀ    87
 88

 89
  

    

             90

 

 

a = 4

(x − 1) =2 −16(y − 2)

y = 6

S = (1, −3) , a = 1 ⇒ (x − 1) =2 −4(y + 3)

y =2 −2x − 4y ⟶ y +2 4y + 4 = −2x + 4 ⟶ (y + 2) =2 −2(x − 2)

 x ={
A(2, −2)

4a = 2 ⟶ a = 2
1  2

5

a = 5, (y − 6) =2 −20(x − 4)

x = 9

a = 5 F (−7, 5) (y − 5) =2 −20(x + 2)

1(x = 2)

OM = OA = a

:OMF
Δ

OF +2 MF =2 OM ⇒2 c +2 MF =2 a ⇒2 MF =2 a −2 c =2 b ⇒2 MF = b

y =2 4(x − 1) ⇒ S(1,0) , F (2,0)

(x − 2) +2 y =2 9 ,   { y = 4x − 42

y = −x + 4x + 52 2 ⇒   {
x = 3 ق ق 
x = −3 غ ق ق 

M(3, 2  ) , M (3, −2  )2 ′ 2

 →{
y + 7x + 5 = 02

x + y = 252 2 x +2 (−7x − 5) = 25 → x −2 7x − 30 = 0

x = −3, x = 10

 {
x = −3 → y = 16 → y = ±4 → (−3, 4) , (−3, −4)2

x = 10 → y = −75  

2  غ ق ق
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معرفی R3 و بردارها

R3 نقطه در فضاي
مرجع: امتحان نهایی- 1398 درستی و نادرستی عبارت زیر را مشخص کنید.  1
مرجع: امتحان نهایی- 1398 ,A(2نقطۀ  روي صفحۀ  قرار دارد. −3,0)xoy

مرجع: امتحان نهایی- 1400 جاي خالی را با عبارت مناسب پر کنید.  2
مرجع: امتحان نهایی- 1400 ، نقطۀ  در ناحیۀ (کنج) .................. دستگاه مختصات قرار دارد. ,R3(−3در فضاي  2, −5)

مرجع: امتحان نهایی- 1401

 

با توجه به شکل، به سوالات زیر پاسخ دهید.  3

مرجع: امتحان نهایی- 1401
نام وجه از شکل که معادلۀ آن به صورت زیر مشخص شده را بنویسید.

x = 2,0 ≤ y ≤ 4,0 ≤ z ≤ 3
مرجع: امتحان نهایی- 1401 ADمعادلات مربوط به پاره خط (یال)  را بنویسید. 

مرجع: امتحان نهایی- 1401 Dمختصات نقطه  را بنویسید. 

مرجع: امتحان نهایی- 1401 XOZمعادلۀ صفحه اي را بنویسید که موازي با صفحۀ  باشد و مکعب مستطیل را نصف کند. 

مرجع: امتحان نهایی- 1401 درستی یا نادرستی عبارات زیر را مشخص کنید.   4
مرجع: امتحان نهایی- 1401 ,2−)نقطه با مختصات  در ناحیه (کنج) شماره  محورهاي مختصات سه بعدي واقع است.  3, −4)5
مرجع: امتحان نهایی- 1402 درستی یا نادرستی عبارت هاي زیر را مشخص کنید.  5
مرجع: امتحان نهایی- 1402 ,2−)نقطۀ  در ناحیۀ ششم مختصاتی قرار دارد. 3, −1)

محاسبه تصویر، قرینه و فاصله نقطه از محورها و صفحات مختصات

مرجع: امتحان نهایی- 1401
ها به طول  و نقطه  در صفحه  با عرض  و ارتفاع  مفروض است، اصله وسط پاره خط در فضاي سه بعدي نقطه  روي محور   6

 تا مبدا مختصات را به دست آورید.
Ax2Byoz−34

AB

مرجع: امتحان نهایی- 1402 ها در نقطه به مختصات  عمود باشد، به صورت  .................. است.  معادلۀ صفحه اي که بر محور   7ZA = (0,0, 3)

مرجع: امتحان نهایی- 1402 شکل کلی (نمودار) مربوط به روابط  را در فضاي دوبعدي رسم کنید.  8y < −x +2 1 , −2 < y ≤ −1

1



مرجع: امتحان نهایی- 1404
براي موارد (الف) و (ب) پاسخ صحیح را از گزینه هاي داده شده انتخاب کنید.  9

الف) رابطۀ مربوط به قسمت رنگی کدام است؟
   

     
 ب) شرط هم صفحه بودن براي هر سه بردار غیر صفر   و  و  کدام است؟

 □ x ≤2 y ≤ 2 □ 2 ≤ y ≤ x2

abc

□ ×a ( ×b ) =c □ ⋅o a ( ×b ) =c 0

مرجع: امتحان نهایی- 1404
،  و  سه رأس یک مثلث هستند. اگر نقطۀ  وسط ضلع  باشد، نقاط   10

) را حساب کنید. طول پاره خط  (میانۀ وارد بر ضلع 
A = (1 , 2 , 1)B = (−1 ,0 , −5)C = (−1 , 3 , 1)MAB

CMAB

R2 بردار در فضاي
مرجع: امتحان نهایی- 1402 شکل کلی (نمودار) مربوط به روابط  و  را در فضاي دو بعدي رسم کنید.  11x > −2y +2 x ≤ 0
مرجع: امتحان نهایی- 1403 در شکل زیر بردار  برحسب  و  برابر با  .................. است.  12

      

xab

R3 بردار در فضاي
مرجع: امتحان نهایی- 1398 اگر  و  باشد، طول بردار  را به  دست آورید.  13=a 2 −i k=b (1, 2, 1)−a 2b

مرجع: امتحان نهایی- 1399
الف) نمودار مربوط به معادلات  در فضاي  چه شکلی است؟ . چه ارتباطی با نمودار  دارد؟  14

ب) اگر  و  باشد اندازة بردار  را به  دست آورید.

 {
x = 0
z = 0R2x = 0

=a (2, −1, 3)=b +i 2  j+a 2b

مرجع: امتحان نهایی- 1400 دو بردار  و  را در نظر بگیرید.  15=a (1, 2, −1)=b (0, 2, −1)

مرجع: امتحان نهایی- 1400 aR3بردار  در کدام ناحیه از فضاي  واقع است؟ (شمارة ناحیه ذکر شود.)

مرجع: امتحان نهایی- 1400 2طول بردار  را به  دست آورید. −a b

مرجع: امتحان نهایی- 1400 به سؤالات زیر پاسخ دهید.  16
مرجع: امتحان نهایی- 1400 yاگر  معادلۀ صفحه اي در فضاي  باشد که از نقطۀ  بگذرد، مقدار عددي  چقدر است؟ = bR3A = (2, −3, 4)b

مرجع: امتحان نهایی- 1400
} معادلات  مربوط به کدام محور در دستگاه مختصات  است؟

x = 0
y = 0R3

مرجع: امتحان نهایی- 1400
، نقطۀ  به عرض  و ارتفاع  روي صفحۀ  و نقطۀ  مفروض اند. مختصات وسط  را بیابید. R3A23yozBدر فضاي  = (−4, 6, −3)AB

2
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ضرب داخلی

مرجع: امتحان نهایی- 1401
، معادلۀ محور .................. است. الف) در فضاي سه بعدي، نمودار مربوط به معادلات   17

. (درست - نادرست) ب) اگر  و  دو بردار دلخواه،  عدد حقیقی و  آنگاه 
پ) شکل کلی (نمودار) مربوط به رابطۀ  را در فضاي دو بعدي رسم کنید.

ت) طول بردار  را به دست آورید.

  {
x = 0
z = 0

abr=b ra∣ ∣ =b ∣r∣∣ ∣a

y = x , −1 <2 x ≤ 2
=a (0 , −3 , 4)

مرجع: امتحان نهایی- 1400 جاهاي خالی را با عبارات مناسب پر کنید.   18
مرجع: امتحان نهایی- 1400 ( a=بردار  در فضا سه بعدي بر صفحۀ مختصات سه بعدي .................. منطبق است. ( 2  −j kxoz, yoz, xoy

مرجع: امتحان نهایی- 1402
ها و نقطه  در فضا مفروض اند. فاصله مختصات وسط  تا مبدأ مختصات را حساب کنید. نقطه  به ارتفاع  روي محور   19A3zB(1,0, 1)AB

مرجع: امتحان نهایی- 1403 جاهاي خالی را با عبارت  یا اعداد مناسب کامل کنید.  20
مرجع: امتحان نهایی- 1403 ها به صورت .................. می باشد. ,A(2معادلۀ صفحۀ گذرنده از نقطه  و عمود بر محور  3, −1)x

مرجع: امتحان نهایی- 1403 ,A(−1,0اگر  و  مختصات نقطه  وسط پاره خط  به صورت .................. است. 3)B(5, 2, −3)MAB

مرجع: امتحان نهایی- 1403 ، حاصل  برابر .................. می باشد. ab⋅aبراي هر دو بردار دلخواه  و  ( ×a )b

مرجع: امتحان نهایی- 1403 )حاصل  برابر .................. است.  ×j ) −i 2k

مرجع: امتحان نهایی- 1404

 (
  (

(
 (

اگر  یک بردار در فضاي  باشد، کدام گزینه همواره درست است؟  21aR3

1⋅a =a o

3×a =a o

2×a =a 0
4⋅a =a 0

مرجع: امتحان نهایی- 1404 الف) اگر نقاط  و  در دستگاه  باشند، معادلۀ خط  را بنویسید.  22
ب) معادلۀ صفحه اي در فضاي   را بنویسید که موازي صفحۀ  باشد.

A(3, −1, 2)B(1, −1, 2)R3AB

R3xy

مرجع: امتحان نهایی- 1404 ، مختصات بردار  را به  دست آورید. با فرض   23s = 2, r = 3, =b (3, −1, 1), =a 2 −i 2  jr −a sb

مرجع: امتحان نهایی- 1405 درستی یا نادرستی هریک از گزاره هاي زیر را مشخص کنید.  24
مرجع: امتحان نهایی- 1405 ، تساوي  همواره برقرار است. abR3⋅aبراي هر دو بردار غیرصفر  و  در فضاي  ( ×a ) =b 0
مرجع: امتحان نهایی- 1405 . ، آنگاه  ،  و  سه بردار دلخواه در فضاي سه بعدي هستند. اگر  abc⋅a =b ⋅a c=b c

ویژگی هاي ضرب داخلی
مرجع: امتحان نهایی- 1398 جاي خالی را با عبارت مناسب پر کنید.  25
مرجع: امتحان نهایی- 1398 abحاصل ضرب داخلی دو بردار غیر صفر  و  که بر هم عمود هستند، برابر .................. است.

مرجع: امتحان نهایی- 1401 براي دو بردار غیر صفر  و  ثابت کنید دو بردار   و  برهم عمودند اگر و فقط اگر  .   26abab⋅a =b 0

مرجع: امتحان نهایی- 1403 معادلۀ صفحه اي که موازي صفحۀ  است و از نقطه  می گذرد، برابر با  .................. است.  27yozA(2, −1, 3)
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زاویه بین دو بردار
مرجع: امتحان نهایی- 1401 سه بردار  و  و  در نظر بگیرید.   28=a 2 +i 3  −j k=b +i k=c (0, 2, 1)

مرجع: امتحان نهایی- 1401 abθcosθاگر زاویه بین دو بردار  و  برابر با  باشد،  را بیابید. 

مرجع: امتحان نهایی- 1401 a−bتصویر قائم بردار  بر  را به  دست آورید.  c

مرجع: امتحان نهایی- 1401 جاهاي خالی را با عبارات مناسب پر کنید.  29

مرجع: امتحان نهایی- 1401

، در این صورت زاویه بین دو بردار  و  برابر .................. است. ab⋅aاگر براي دو بردار  و  داشته باشیم:  =b ∣ ∣∣b∣aab

مرجع 1: امتحان نهایی- 1402 بردارهاي  و  را در نظر بگیرید.  30=a (2, −1, 2)=b (1, −1,0)

مرجع 1: امتحان نهایی- 1402 abزاویه بین دو بردار  و  را به دست آورید.

مرجع 1: امتحان نهایی- 1402 abبرداري عمود بر دو بردار  و   پیدا کنید.

مرجع: امتحان نهایی- 1402
، برابر  است. در کدام یک از موارد زیر حاصل ضرب داخلی آنها بیشترین مقدار را دارد؟ زاویه بین بردارهاي غیر صفر  و   31

 (                              (                             (                             (

a
→

b
→

θ

1θ = 02θ =  3
2π3θ =  2

π4θ =  3
π

مرجع: امتحان نهایی- 1402 مقدار  را طوري بیابید که زاویۀ بین دو بردار  و  برابر  باشد.  32m=a (m,0, 2)=b (2, −2,0) 3
π

مرجع: امتحان نهایی- 1404 بردارهاي  و  مفروض اند.  33

الف) زاویۀ بین دو بردار  و  را به دست آورید.
ب) مختصات بردار عمود بر دو بردار و  را بیابید.

=a (2, −1, 1)=b −i  j

−a bb

ab

مرجع: امتحان نهایی- 1404 پاسخ صحیح را از میان کلمات داخل پرانتز انتخاب کنید.  34
مرجع: امتحان نهایی- 1404 . (برهم عمود - باهم موازي) ab⋅aدو بردار غیر صفر  و  .................. هستند؛ اگر و فقط اگر  =b 0

مرجع: امتحان نهایی- 1404

، برابر  باشد، حاصل عبارت هاي زیر را به دست آورید. با فرض اینکه  و زاویۀ بین دو بردار  و   35

 

∣ ∣ =a ∣ ∣ =b 2ab60∘

(الف⋅  a b

 ∣ (ب× a ∣b

مرجع: امتحان نهایی- 1404 کسینوس زاویۀ بین دو بردار  را به  دست آورید.  36=b (−1, 1,0), =a (1,0, 1)

مرجع: امتحان نهایی- 1405 ، آنگاه کدام یک از گزینه هاي زیر می تواند زاویۀ بین دو بردار  و  باشد؟ اگر   37⋅a <b 0ab

180 (4 135 (3 90 (2 45 (1∘ ∘ ∘ ∘

تصویر قائم یک بردار نسبت به بردار دیگر
مرجع: امتحان نهایی- 1400 بردارهاي  و  را در نظر بگیرید. تصویر قائم بردار  را بر امتداد بردار  بیابید.  38=a (2, −1, 2)=b (1, −1,0)ab

مرجع 1: تمرین هاي کتاب- 1403

،  و  باشند، آنگاه تصویر قائم بردار  بر امتداد  را به  دست آورید. اگر   39=a (1, −3, 4)=b (3, −4, 2)=c (−1, 1, 4)a+b c

4
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ضرب خارجی

مرجع: امتحان نهایی- 1402

 
40a  نشان دهید: تصویر قائم بردار  روي بردار  برابر  است.

→
b
→

=a
→′

 b
∣ ∣b 2

⋅a b 2

مرجع: امتحان نهایی- 1402

،  و  باشند، تصویر قائم بردار  بر امتداد بردار  را به دست اگر   41
آورید.

=a (2, −1, 1)=b (−1, 2,0)=c −i  j+a b2 −c b

مرجع: امتحان نهایی- 1403 اگر  و  باشند، آنگاه تصویر قائم بردار  را بر امتداد بردار  بیابید.  42=a (1, −3, 4)=b 3 −i 4  +j 2ka−a b

مرجع: امتحان نهایی- 1403 اگر  و  باشد. تصویر قائم بردار  بر  و اندازة بردار تصویر را به  دست آورید.  43=a  −−i  3k=b (  , 2, 1)3ba

مرجع: امتحان نهایی- 1403
، تصویر قائم بردار  را بر امتداد بردار  به  دست آورید. فرض کنید  و   44=a (  , −  ,  )2

3
2
1

2
1

=b (1,0, 1)2 −a bb

مرجع: امتحان نهایی- 1405 تصویر قائم  بردار  را بر امتداد بردار  بنویسید.  45=a (2, −1, 2)=b (1, −1,0)

نامساوي کشی - شوارتز
مرجع: امتحان نهایی- 1403 ) قدرمطلق مقدار  می باشد.) . (منظور از  براي هر دو بردار غیر صفر  و  ثابت کنید؛   46ab∣ ⋅a ∣ ≤b ∣ ∣∣ ∣a b∣ ⋅a ∣b⋅a b

ویژگی هاي ضرب خارجی
مرجع: امتحان نهایی- 1398 بردارهاي  و  مفروض اند به طوري که  مقدار  را محاسبه کنید.  47ab∣ ×a ∣ =b 72 , ∣ ∣ =b 26 , ∣ ∣ =a 3⋅a b

مرجع: امتحان نهایی- 1398 ثابت کنید: دو بردار غیر صفر  و  با هم موازي هستند اگر و فقط اگر  .  48ab×a =b 0
مرجع: امتحان نهایی- 1398 سه بردار  و  و  مفروض اند.  49=a (2, 3, 1)=b (−1, 1,0)=c (2, 1, −2)

مرجع: امتحان نهایی- 1398 a+برداري عمود بر دو بردار  و  را به  دست آورید. bc

مرجع: امتحان نهایی- 1398 abcحجم متوازي السطوحی که توسط سه بردار  و  و  تولید می شود را به  دست آورید.

مرجع: امتحان نهایی- 1399 بردارهاي  و  را در نظر بگیرید.  50
الف) زاویۀ بین دو بردار  و  را به  دست آورید.

ب)  برداري عمود بر دو بردار  و  پیدا کنید.

=a (2, −1, 2)=b (1, −1,0)

ab

ab

مرجع: امتحان نهایی- 1400 جاي خالی را با عبارت مناسب پر کنید.  51
مرجع: امتحان نهایی- 1400 abحاصل ضرب خارجی دو بردار غیر صفر  و  که با هم موازي هستند، برابر بردار .................. است.

مرجع: امتحان نهایی- 1401 درستی و نادرستی عبارات زیر را مشخص کنید. سپس شکل صحیح عبارت نادرست را بنویسید.  52
مرجع: امتحان نهایی- 1401 ji×i براي دو بردار واحد  ,  حاصل ضرب خارجی  است.  =j 0

مرجع: امتحان نهایی- 1401
اگر  و  و حاصل ضرب داخلی دو بردار  باشد، مساحت مثلثی که توسط دو بردار  و  تولید می شود، چقدر است؟  53∣ ∣ =a 3∣ ∣ =b 510ab

مرجع: امتحان نهایی- 1402 حاصل عبارت  برابر صفر است. (درست ـ نادرست)  54( ×i
→

 ) ⋅j
→

i
→

5



مرجع: امتحان نهایی- 1403 اگر  و  و  باشند و زاویه بین دو بردار حاده باشد، مقدار  را محاسبه کنید.  55∣ ∣ =a 10∣ ∣ =b 2⋅a =b 12∣ ×a ∣b

مرجع: امتحان نهایی- 1403 برداري عمود بر دو بردار  و  بیابید.  56=a (3, −1, 2)=b (1, 2, −1)

مرجع: امتحان نهایی- 1404 براي هر دو بردار دلخواه  و  ثابت کنید:  57ba

 ×  +a b
2

⋅ =(a b)
2

∣ ∣ ∣ ∣a 2 b 2

مرجع: امتحان نهایی- 1404 اگر  در این صورت مقدار  را به  دست آورید.  58∣ ×a ∣ =b  , =2 b (m − 1, 1, −1), =a (m, 2, −1)m

محاسبه مساحت اشکال هندسی

مرجع: امتحان نهایی- 1398
اگر طول بردارهاي  و  به ترتیب  و  بوده و  باشد، مساحت مثلث بناشده توسط دو بردار  و  را به  دست بیاورید.  59ab46⋅a =b 12ab

مرجع: امتحان نهایی- 1399
اگر  و  و  سه رأس مثلث  باشند، مساحت مثلث  را با استفاده از  60

ضرب خارجی بردارها به  دست آورید.
A = (−1, 2,0)B = (1,0, −1)C = (0, −1, 1)ABCABC

مرجع: امتحان نهایی- 1400 مساحت متوازي الاضلاعی را به دست آورید که توسط دو بردار  و  به وجود می آید.  61=a (3, 2, 1)=b (2,0, 1)

مرجع: امتحان نهایی- 1401

اگر  و  و  سه رأس مثلث  باشند، مساحت مثلث  را با استفاده از ضرب  62
خارجی بردارها به  دست آورید. 
A = (2, −1, 3)B = (3, 1, 4)C = (−1, 1,0)ABCABC

مرجع: امتحان نهایی- 1402

اگر  و  باشند، مساحت مثلثی که توسط بردارهاي  و  تولید می شود را حساب کنید.  63=a (−2,0, 1)=b −i 2  +j 3 k−a  jb

مرجع: امتحان نهایی- 1403

،  حاصل  را به دست اگر مساحت متوازي الاضلاعی که توسط بردارهاي  و  ساخته می شود  باشد و   64
آورید.

ab6  3∣ ∣ =a 4∣ ∣ =b 3⋅a ( −a )b

مرجع: امتحان نهایی- 1403
نقاط  و  و  داده شده اند. ابتدا حاصل   را محاسبه کرده و سپس به کمک آن مساحت  65

مثلث  را به  دست آورید.
A(1,0,0)B(0, −2,0)C(0,0, 3)×AB AC

ABC

مرجع: امتحان نهایی- 1404 بردارهاي  و  به اندازه هاي  و  با یکدیگر زاویۀ  می سازند.  66

مساحت مثلثی که توسط دو بردار  و  ساخته می شود را محاسبه کنید.

ab3430∘

(−2 )a(− )b

مرجع: امتحان نهایی- 1404 مساحت متوازي الاضلاع پدید آمده توسط دو بردار  و  را محاسبه کنید.  67=a (−2 , 1 ,0)=b (1 , −3 , 2)

مرجع: امتحان نهایی- 1405 بردارهاي  و  را در نظر بگیرید.  68=a (0, −1, 1)=b (2,0, 1)

مرجع: امتحان نهایی- 1405 3حاصل عبارت  را به دست آورید. −a b

مرجع: امتحان نهایی- 1405 abمساحت متوازي الاضلاع تولیدشده توسط دو بردار  و  را محاسبه کنید.

ویژگی هاي ضرب مختلط بردارها

مرجع: امتحان نهایی- 1398
،  و  در یک صفحه باشند. مقدار  را طوري تعیین کنید که سه بردار   69m=a (1, m, −11)=b (2, 3, −1)=c (1, −1, 3)

مرجع: امتحان نهایی- 1398 اگر  و  و  بردارهاي واحد در  باشند، حاصل  را به  دست آورید.  70i jkR3⋅i (  ×j )k

مرجع: امتحان نهایی- 1400 درستی یا نادرستی عبارت زیر را مشخص کنید.  71
مرجع: امتحان نهایی- 1400 ،  است. ab⋅aبراي دو بردار غیر صفر  و  ( ×a ) =b 0
مرجع: امتحان نهایی- 1401 عبارت هاي زیر را کامل کنید.   72
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مرجع: امتحان نهایی- 1401
،  و  در یک صفحه باشند، آنگاه حجم متوازي السطوح بناشده توسط سه بردار برابر  .................. است.  abcاگر سه بردار 

مرجع: امتحان نهایی- 1400
مقدار  را طوري تعیین کنید که سه بردار  در یک صفحه باشند.   73m=c (1, −2, 3) , =b (0, m, −1) , =a (2, −1, 3)

محاسبه حجم اشکال
مرجع: امتحان نهایی- 1400 سه بردار  و  و  مفروض اند.  74

الف) برداري عمود بر دو بردار  و  به  دست آورید.

ب) حجم متوازي السطوحی که توسط سه بردار  و  و  تولید می شود را به  دست آورید.

=a (2, 3, 1)=b (−1, 1,0)=c (2, 1, −2)

−2bc

abc

مرجع: امتحان نهایی- 1401

حجم متوازي السطوحی را به دست آورید که توسط سه بردار  و  و  تولید می شود.  75=a (1 ,0 , −1)=b (0 , 2 , 2)=c (2 , −3 ,0)

مرجع: امتحان نهایی- 1402
،  و   بر سه یال یک متوازي السطوح منطبق هستند. اگر قاعده این متوازي السطوح بردارهاي   76

توسط بردارهاي  و   تولید شود، اندازة ارتفاع وارد بر این وجه را محاسبه کنید.

=a
→

+i
→

 j
→

=b
→

(0, 1, 1)=c
→

+i
→

k
→

b
→

c
→

مرجع: امتحان نهایی- 1402

،  و  در یک صفحه واقع باشند، مقدار  را بیابید. اگر سه بردار   77=a (m, −1, 1)=b (1, −1, 1)=c (1, m, −1)m

مرجع: امتحان نهایی- 1403 جاهاي خالی را با عبارات مناسب پر کنید.  78
مرجع: امتحان نهایی- 1403 i jkحجم متوازي السطوحی که روي بردارهاي واحد  و  و  بنا می شود، برابر .................. است.

مرجع: امتحان نهایی- 1403

دو بردار  و  مفزوض اند. اگر دو بردار  و   برهم عمود باشند، آنگاه حجم  79

متوازي السطوحی که روي بردارهاي  و  و  ساخته می شود را به  دست آورید.

=a (−m, −1, −2)=b (0, −3, m + 2)−a b+a b

ab×a b

مرجع: امتحان نهایی- 1403
حجم متوازي السطوح ایجاد شده توسط بردارهاي  و  و  را بیابید.  80=a (0, −1, 1)=b (1,0, −1)=c (0, −1, −1)
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 1

درست - به طور کلی نقطۀ  روي صفحۀ  قرار دارد.

 2

    
.  3

 4

نادرست

 5

درست

6  و 

مختصات وسط پاره خط  برابر است با 

 
          7

 
رسم نمودار (به طوري که خط  و خط   چین مشخص باشد.)  8

 
الف)  9

 ب)  

 
 10

 11

(x , y ,0)′ ′xoy

6

CDFG

  

⎩
⎨
⎧ 0 ≤ x ≤ 2

y = 4
z = 3

D(2, 4, 3)

y = 2

A = (2,0,0)b = (0, −3, 4)

ABM = (  ,  ,  ) =2
2 + 0

2
0 + (−3)

2
0 + 4

(1,  , 2)2
−3

OM =  =1 +  + 44
9

  4
29

Z = 3

x ≤2 y ≤ 2

⋅a ( ×b ) =c 0

(AB  )M وسط= (0 , 1 , −2)  

C=(−1 ,3 ,1)
(  ) CM طول میانه=  =1 + 2 + 32 2 2

 =1 + 4 + 9  14
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 12

    
 13

ها است. ها است. معادلۀ  معادلۀ صفحۀ  که شامل محور  الف)  محور   14
 ب)

  

  15

بردار  در ناحیۀ  واقع است.

     
  16

ها محور 

نقطۀ  و مختصات وسط  برابر است با: 

ها                         ب) درست الف) عرض ها یا   17
پ) 

 

ت) طول هر بردار مانند  در فضاي  از رابطۀ زیر به دست می آید:

 
بنابراین داریم:

 

=x −a b

−a 2 =b (2,0, −1) − (2, 4, 2) = (0, −4, −3) , ∣ −a 2 ∣ =b  =16 + 9 5

 {x = 0
z = 0yx = 0yozy

+a 2 =b (2, −1, 3) + 2(1, 2,0) = (4, 3, 3)

∣ +a 2 ∣ =b  =16 + 9 + 9  34

a5

2 −a =b 2(1, 2, −1) − (0, 2, −1) = (2, 2, −1) ⇒ ∣2 −a ∣b =  =4 + 4 + 1  =9 3

b = −3

z

A = (0, 2, 3)AB(−2, 4,0)

y

(a  , a  , a  )a 1 2 3R3

∣ ∣ =a  a  + a  + a  1
2

2
2

3
2

∣ ∣ =a  =(0) + (−3) + (4)2 2 2
 =25 5

9



 18

، مختصات وسط  برابر با  و فاصله تا مبدأ مختصات  است. مختصات نقطه   19

  20

صفر

 یا 

؛  گزینۀ   21

الف)  22

 ب) 

روش اول:  23

روش دوم:

    24

درست

 نادرست

 25

صفر یا 

فرض کنیم  باشد، داریم:  26

 
برعکس: اگر دو بردار برهم عمود باشند، یعنی زاویه بین دو بردار  باشد، داریم:

 

 27

.  28

 

yoz

A(0,0, 3)ABM(  ,0, 2)2
1

 2
 17

x = 2

(2, 1,0)

−3k(0,0, −3)

3( ×a =a )0

  

⎩
⎨
⎧ 1 ≤ x ≤ 3

y = −1
z = 2

z = k(k = 0)

r −a s =b (6, −6,0) − (6, −2, 2) = (0, −4, −2)

r −a s ==b (6 −i 6  ) −j (6 −i 2  +j 2 ) =k −4  −j 2k

⋅a =b 0

⋅a =b 0

⋅a =b 0 → ∣ ∣∣ ∣cosθ =a b 0  

∣ ∣=0,∣ ∣=0a  b 
cosθ = 0 → θ =  2

π

90∘

θ =  →2
π

cos θ = 0 → ∣ ∣∣ ∣cosθ =a b 0 → ⋅a =b 0

x = 2

=a (2, 3, −1), =b (1,0, 1) → ⋅a =b (2 × 1) + (3 × 0) + ((−1) × 1) = 1
∣ ∣ =a  =(2) + (3) + (−1)2 2 2

 =4 + 9 + 1  14
∣ ∣ =b  =(1) + 0 + (1)2 2 2

 2

⋅a =b ∣ ∣∣ ∣cosθ →a b 1 =   cosθ →14 2 cosθ =  

2  7
1
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 29

صفر

 30

بردار عمود بر دو بردار 

 

 :« گزینۀ «  31
        32

 

33  الف)

 ب)

 پاسخ نهایی به یکی از دو صورت  یا  یا مضاربی (غیرصفر) از بردار حاصل مورد پذیرش است.

 34

برهم عمود 
 35

 36

گزینۀ  یا   37

تصویر قائم بردار  بر  برابر است با:  38

    

 39

 

=d −b =c (1 ,0 , 1) − (0 , 2 , 1) = (1 , −2 ,0)

⋅a =d (2 , 3 , −1) ⋅ (1 , −2 ,0) = 2 − 6 + 0 = −4
∣ ∣ =d  =1 + (−2) + 02 2 2

 5

=a′
 =

∣ ∣d 2
⋅a d

d  (1, −2,0)5
−4

⋅a =b 2 + 1 + 0 = 3 cos θ =  =
∣ ∣∣ ∣a b

⋅a b
 =

3  2
3

 →
 2

1
θ = 45

×a b

×a =b (2, −1, 2) × (1, −1,0) = (2, 2, −1)

1θ = 0

⋅a =b ∣ ∣∣ ∣ cos θ ⇒a b 2m = (  )(2  )(  ) ⇒m + 42 2 2
1 4m =2 2m +2 8

⇒ m =2 4 ⇒   { m = 2
m = −2

ق ق 
غ ق ق 

−a =b (1,0, 1)

− ⋅(a b) =b  −  ⋅a b   cos θ ⟶b 1 =  ×2  ×2 cos θ ⟶ cos θ =  ⟶2
1

θ = 60∘

     =
i

2
1

 j

−1
−1

k

1
0

1 +i 1  −j =k (1, 1, −1)

+i  −j k(1, 1, −1)

(الف⋅  a =b ∣ ∣∣ ∣ cos θ =a b 2 × 2 ×  =2
1 2

 ∣ (ب× a ∣ =b ∣ ∣∣ ∣ sin θ =a b 2 × 2 ×  =2
 3 2  3

∣ ∣ =a  , ∣ ∣ =2 b  , ⋅2 a =b −1 ⇒ cos θ =  =
∣ ∣∣ ∣a b

⋅a b
 =

(  )(  )2 2
−1

 2
−1

3135∘

ab

=a′
 

  b
2

⋅a b
b =  (1, −1,0)1 + 1 + 0

2 + 1 + 0
=  (1, −1,0)2

3

+b =c (2, −3, 6) , =a′
 ( +

∣( + )∣b c 2
⋅ ( + )a b c

b ) =c  (2, −3, 6)49
35
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. روش اول: بردار  با بردار  موازي است،   40

 

 روش دوم: در مثلث قائم الزاویه، زاویه بین دو بردار  و  را  می نامیم،  

 

         41

 

 42

 

43  
 44

 45

روش اول: فرض می کنیم  زاویه بین دو بردار غیرصفر  و  باشد، در این صورت:  46

 

 روش دوم: فرض می کنیم  و  در این صورت:

 

 

 چون رابطۀ اخیر همواره درست بوده و روابط بالا برگشت پذیرند پس حکم همواره برقرار است.
 47

   

 48

 

  49

بردار عمود بر دو بردار  و  برابر است با:

  

a
→′

b
→

∣∣ ⇒a
→′

b
→

=a
→′

k b
→

( −a
→

) ⊥a
→′

⇒b
→

( −a
→

) ⋅a
→′

=b
→

0 ⇒ ⋅a
→

−b
→

(k ) ⋅b
→

=b
→

0 ⇒ k =  ⇒
∣ ∣b
→

2

⋅a
→

b
→

=a
→′

k =b
→

 

∣ ∣b
→

2

⋅a
→

b
→

b
→

a
→

b
→

θcos θ =  ⇒
∣ ∣a
→

∣ ∣a
→′

∣ ∣ =a
→′

∣ ∣ cos θa
→

=a
→′

k ⇒a
→

∣ ∣ =a
→′

k∣ ∣ ⇒b
→

k =  =
∣ ∣b
→

∣ ∣a
→′

 =
∣ ∣b
→

∣ ∣ cos θa
→

 =
∣ ∣b
→

2

∣ ∣∣ ∣ cos θb
→

a
→

  

∣ ∣b
→

2

⋅a
→

b
→

=ka
→′

b
→

=a
→′

 

∣ ∣b
→

2

⋅a
→

b
→

b
→

=u +a =b (1, 1, 1)

=v 2 −c =b (3, −4,0) ⇒ ∣ ∣ =v 5 , ⋅u =v −1

=u′
 ⇒

∣ ∣v 2
⋅u v

v =u′ (−  ,  ,0)25
3

25
4

=d −a =b (−2, 1, 2)

=a′
 =

∣ ∣d 2
×a d

d  (−2, 1, 2) =
(−2) + 1 + 22 2 2

(−2 − 3 + 8)
(  ,  ,  )3

−2
3
1

3
2

=a (−1,0, −  )3

=b′
 a =

∣ ∣a 2
⋅a b

 (−1,0, −  ) =4
−2  3 3 (  ,0,  ) , ∣ ∣ =2

 3
2
3

b′
 3

=c 2 −a =b (3, −1, 1) − (1,0, 1) = (2, −1,0)

 ⇒
⋅ = 2 + 0 + 0 = 2c b

∣ ∣ =  =  b 1 + 0 + 1 2 } =c′
 =

∣ ∣b 2
⋅c b

b (1,0, 1) =2
2

(1,0, 1)

 =
∣ ∣b 2

⋅a b
b  (1, −1,0) =2

3
(  , −  ,0)2
3

2
3

θab

⋅a =b ∣ ∣∣ ∣ cos θ ⇒a b ∣ ⋅a ∣ =b ∣ ∣∣ ∣∣ cos θ∣  ∣ ∣∣ ∣(1) =a b  ≤

∣ cos θ∣≤1

a b ∣ ∣∣ ∣a b

=b (b  , b  , b  )1 2 3=a (a  , a  , a  )1 2 3

∣ ⋅a ∣ ≤b ∣ ∣∣ ∣ ⇔a b ∣ ⋅a ∣ ≤b 2 ∣ ∣ ∣ ∣a 2 b 2

⇔ (a  b  +1 1 a  b  +2 2 a  b  ) ≤3 3
2 (a  +1

2 a  +2
2 a  )(b  +3

2
1
2 b  +2

2 b  )3
2 ⇔ a  b  +1

2
1
2 a  b  +2

2
2
2 a  b  +3

2
3
2 2a  b  a  b  +1 1 2 2 2a  b  a  b  +1 1 3 3 2a  b  a  b  2 2 3 3

≤ a  b  +1
2

1
2 a  b  +1

2
2
2 a  b  +1

2
3
2 a  b  +2

2
1
2 a  b  +2

2
2
2 a  b  +2

2
3
2 a  b  +3

2
1
2 a  b  +3

2
2
2 a  b  3

2
3
2

⇔ 0 ≤ a  b  −1
2

2
2 2a  b  a  b  +1 1 2 2 a  b  2

2
1
2

+a  b  −1
2

3
2 2a  b  a  b  +1 1 3 3 a  b  +3

2
1
2 a  b  −2

2
3
2 2a  b  a  b  +2 2 3 3 a  b  3

2
2
2

⇔ 0 ≤ (a  b  −1 2 a  b  ) +2 1 2 (a  b −1 3 a b  ) +3 1 2 (a  b  −2 3 a  b  )3 2 2

∣ ×a ∣ =b ∣ ∣∣ ∣ sin θa b ⇒ 72 = 3 × 26 × sin θ ⇒ sin θ =  →13
12

cos θ = ±  =1 − (  )13
12 2 ±  13

5
⋅a =b ∣ ∣∣ ∣ cos θ =a b 3 × 26 × (±  ) =13

5
±30

×a =b ⇔o ∣ ×a ∣ =b ∣ ∣ ⇔0 ∣ ∣∣ ∣ sin θ =a b 0  

∣ ∣=0 , ∣ ∣=0a  b 
→ sin θ = 0 ⇔ θ = 0 ∨ θ = π ⇔ ∣∣a b

+a bc

( +a ) ×b =c (1, 4, 1) × (2, 1, −2) = (−9, 4, −7)

12
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حجم متوازي السطوح تولیدشده توسط سه بردار  و  و  برابر است با:

 
الف)  50

    

 ب) بردار عمود بر دو بردار  و  برابر است با:

   

 51

صفر
. می دانیم دو بردار غیر صفر  و  با هم موازي اند اگر و فقط اگر 

 یا    
.  52

نادرست، زیرا:

 
 53

مساحت مثلثی که توسط دو بردار و تولید شود برابر است با:   

درست  54
 55

 

 
 56

 57

 58

 59

 روش اول:

 
 روش دوم:

 

abc

V = ∣a ⋅ ( ×b )∣ =c ∣(2, 3, 1) ⋅ (−2, −2, −3)∣ = ∣ − 13∣ = 13

cos θ =  

∣ ∣∣ ∣a b

⋅a b
=  =3  2

3
 2
 2
→ θ =  4

π

ab

×a =b (2, −1, 2) × (1, −1,0) = (2, 2, −1)

ab×a =b 0

×a =b 0  ⇔ ∣ ×a ∣ =b 0 ⇔  ∣a∣∣b∣ sin θ = 0  ⇔ sin θ = 0 ⇔ θ = 0 θ = π ⇔ ∣∣  a b

×i  =j (1 ,0 ,0) × (0 , 1 ,0) = (0 ,0 , 1) = k

⋅a =b ∣ ∣∣ ∣ cos θ →a b 10 = 3 × 5 cos θ ⇒ cos θ =   3
2 sin θ=  1−cos θ2

sin θ =  3
 5

 ∣ ×2
1

a ∣b

∣ ×a ∣ =b ∣ ∣∣ ∣ sin θ =a b 3 × 5 ×  ⇒3
 5

∣ ×a ∣ =b 5  5

S  =Δ  ∣ ×2
1

a ∣ =b  2
5  5

⋅a =b ∣ ∣∣ ∣ cos θ →a b 12 = 10 × 2 × cos θ → cos θ =  5
3

sin θ = 1(  ) =  5
3 2

5
4

∣ ×a ∣ =b ∣ ∣∣ ∣ sin θ =a b 2 × 10 ×  =5
4 16

×a =b      =
i

3
1

j

−1
2

k

2
−1

    −i
−1
2

2
−1      +j

3
1

2
−1     k

3
1

−1
2

×a =b −3 +i 5  +j 7 =k (−3, 5, 7)

 ×  +a b
2

⋅ =(a b)
2

∣ ∣ ∣ ∣ sin θ +a 2 b 2 2 ∣ ∣ ∣ ∣ cos θ =a 2 b 2 2 ∣ ∣ ∣ ∣ (sin θ +a 2 b 2 2 cos θ) =2 ∣ ∣ ∣ ∣a 2 b 2

×a =b − +i  +j (2 − m)  (−1, 1, 2 −kیا m) ⇒  =1 + 1 + (2 − m)2  ⇒2 m = 2

cos θ =  =
∣ ∣∣ ∣a b

⋅a b
 =4 × 6

12
 ⇒2

1
θ =  3

π

S مثلث=   ∣ ×2
1

a ∣ =b  ∣ ∣∣ ∣ sin θ =2
1

a b  ×2
1 4 × 6 ×  =2

 3 6  3

∣ ×a ∣ +b 2 ( ⋅a ) =b 2 ∣ ∣ ∣ ∣ →a 2 b 2 ∣ ×a ∣ +b 2 (12) =2 (4) (6)2 2 → ∣ ×a ∣ =b 12  3
13



 مساحت مثلث برابر است با:

 
 60

  

          
 61

  

   
 62

 
        63

 
روش اول:  64

 
 روش دوم:

 
 65

 66

 67

     68

 69

   :شرط در یک صفحه بودن

S =  ∣ ×2
1

a ∣ =b 6  3

=AB (2, −2, −1) , =AC (1, −3, 1)

ABC :مساحت  S =   ×  2
1

AB AC =  (−5, −3, −4)2
1

∣ ∣ =   2
1 25 + 9 + 16 =   2

1 50 =   2
5 2

×a =b (3, 2, 1) × (2,0, 1) = (2, −1, −4)

S =  ×  a b =  =4 + 1 + 16  21

=AB (1, 2, 1), =AC (−3, 2, −3) ⇒ ×AB =AC (−8,0, 8) ⇒ ∣ ×AB ∣ =AC  =64 + 0 + 64 8  2

S  =
ABC

Δ  ∣ ×2
1

AB ∣ =AC 4  2

=u −a  =j (−2, −1, 1) , ×u =b      

i

−2
1

j

−1
−2

k

1
3

= − +i 7  +j 5 , ∣ ×k u ∣ =b  , S =75  2
5  3

∣ ×a ∣ =b 6  , sin θ =3  =4 × 3
6  3

 →2
 3

cos θ = ±  2
1

a ⋅ (a − b) = ∣ ∣ −a 2 ⋅a =b 4 −2 4 × 3 × (±  ) =2
1 16 ∓ 6

∣ ×a ∣ =b 2 ∣ ∣ ∣ ∣ −a 2 b 2 ( ⋅a ) ⇒b 2 (6  ) =3 2 4 ×2 3 −2 ( ⋅a ) ⇒b 2 ⋅a =b ±6

 ⇒
= (−1, −2,0)AB

= (−1,0, 3)AC
} ×AB =AC (−6, 3, −2) ⇒ S  =

ABC
Δ  ∣ ×2

1
AB ∣ =AC  =2

1 36 + 9 + 4  2
7

S =   −2 × −  ⟶2
1

( a) ( b) S =  ×2
1 2  × =a b  ×  a b

S = ∣ ∣∣ ∣ sin 30 =a b ∘ 3 × 4 ×  =2
1 6

×a =b      =
i

−2
1

j

1
−3

k

0
2

2i + 4j + 5k = (2 , 4 , 5)

S = ∣ ×a ∣ =b  =4 + 16 + 25  =45 (3  )5

(0, −3, 3) − (2,0, 1) = (−2, −3, 2)

×a =b − +i 2  +j 2 →k S = ∣ ×a ∣ =b 3

×b =c (2, 3, −1) × (1, −1, 3) = (8, −7, −5)

⋅a ( ×b ) =c 0 → (1, m, −11) ⋅ (8, −7, −5) = 8 − 7m + 55 = 0 → m = 9

14
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 70

مطابق شکل زیر  است.

 

  

 71

درست
.  72

 صفر

 
 73

 

الف) برداري عمود بر دو بردار  و  برابر است با:  74

  
 ب) حجم متوازي السطوح تولیدشده توسط سه بردار  و  و  برابر است با:

  

،  و  را می توان از دو رابطه زیر به دست آورد. حجم متوازي السطوح پدید آمده، توسط سه بردار   75

 

 

در این تمرین از هر دو روش حجم متوازي السطوح را به دست می آوریم.
روش اول:

 
روش دوم:

 

حجم متوازي السطوح برابر با حاصل ضرب ارتفاع در مساحت قاعده است.  76

حجم متوازي السطوح برابر  است. 

مساحت قاعده این متوازي السطوح که توسط بردارهاي  و   تولید می شود برابر با:  است. در نتیجه: 

 

        77

 

   78

 ×j =k i

⋅i (  ) =

i

  ×j k ⋅i ( ) =i ∣ ∣ =i 2 1

K = ∣ ⋅a ( ×b )∣c

⋅b ( ×a ) =c 0 → (0, m, −1) ⋅ ((3, −3, −3) = 0
→ −3m + 3 = 0 → m = 1

−2bc

(−2 ) ×b c = (2, −2,0) × (2, 1, −2) = (4, 4, 6)

abc

∣ ⋅a ( ×b )∣c = ∣(2, 3, 1) ⋅ (−2, −2, −3)∣ = 13

=a (a  , a  , a  )1 2 3=b (b  , b  , b  )1 2 3=c (c  , c  , c  )1 2 3

1) k = ∣ ⋅a ( ×b )∣c

2) k =        

a  1
b  1
c  1

a  2
b  2
c  2

a  3
b  3
c  3

( ×b ) =c (6 , 4 , −4)

v = ∣ ⋅a ( ×b )∣ =c ∣(1 ,0 , 1) ⋅ (6 , 4 , −4)∣ = 10

v =        =
1
0
2

0
2

−3

−1
2
0

10

∣ ⋅a
→

( ×b
→

)∣ =c
→

∣(1, 1,0) ⋅ (1, 1, −1)∣ = 2

b
→

c
→

∣ ×b
→

∣ =c
→

 3

h =  =
∣ × ∣b
→

c
→

∣ ⋅ ( × )∣a
→

b
→

c
→

 

 3
2

V = 0 ⇒ ∣ ⋅a ( ×b )∣ =c 0 ⇒      =
m

1
1

−1
−1
m

1
1

−1
0 ⇒ m −2 2m + 1 = 0 ⇒ m = 1

15



یک
بخش اول:  79

 

بخش دوم:

 

روش اول:  80

 

 روش دوم:

( −a )⊥( +b a ) ⇒b   

⎩
⎨

⎧ ( − ) ⋅ ( + ) = 0a b a b {
(−m, 2, −m − 4) ⋅ (−m, −4, m) = 0 ⇒ m = −2
∣ ∣ − ∣ ∣ = 0 → ∣ ∣ = ∣ ∣ → m = −2a 2 b 2 a b

 چهارضلعی بنا شده روی 
   → ∣ ∣ = ∣ ∣ → m = بردارهایaوbلوزی است2− a b

×a =b (−6,0 − 6) ⇒   

⎩

⎨

⎧ V = ∣( × ) ⋅ ( × )∣ = 72a b a b

     = 72 ⇒ V = 72
2
0

−6

−1
−3
0

−2
0

−6
h = ∣ × ∣ → V = Sh = ∣( × )∣ = 72a b a b 2

⋅a ( ×b ) =c      =
0
1
0

−1
0

−1

1
−1
−1

−2 ⇒ V = ∣ ⋅a ( ×b )∣ =c ∣ − 2∣ = 2

×b =c − +i  −j =k (−1, 1, −1) ⇒ ⋅a ( ×b ) =c 0 − 1 − 1 = −2 ⇒ V = ∣ ⋅a ( ×b )∣ =c ∣ − 2∣ = 2

16
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