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بچه ی نوتروفیلی من ، سلام

به رسم همیشه که توی این مسیر کنارت بودیم ، این بار هم یک مجموعه 
سوال برای شب امتحانت آماده کردیم که با کار کردنشون تسلطت رو 

افزایش بدی و به امید خدا بری واسه نمره ی ۲۰
جان دلم نترسی از سختی امتحانات اگه به کتاب درسی کاملا مسلط 

باشی و این مجموعه سوال رو هم به عنوان مکمل حل کنی مطمئن باش 
نمره ت بهتر از چیزی که فکرش رو کنی میشه 

یادت باشه امتحانات نهایی رو جدی رو بگیری چون با نمره ی خوب این 
امتحانات کار کنکورت رو خیلی آسون میکنی

یه حرف دلی هم دارم با بچه هایی که کمی دیرتر شروع کردن ...
مبادا خودت رو ببازی بچه ی من امید دارم بهت و میدونم اگه خوب 

بخونی قطعا میتونی نمره ی عالی بگیری پس پرقدرت بریم واسه ترکوندن 
اولین امتحان

یادت نره این فایل رو برای اون دوستت که بهش احتیاج داره بفرستی و 
جزئی از این زنجیره ی عشق و مهربونی باشی 

پ ن: مرسی که با وجود درگیری های ذهنی و عدم تمرکزی که ماجرای کارت 
ورود به جلسه براتون به همراه داشت ، همچنان قوی موندی و ادامه 

میدی
به امید روزی که اینجا به عنوان همکار کنار خانواده ی بزرگ نوتروفیل باشی

              
                                   دوست همیشگی تو ، نوتروفیل
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روش مطالعه :

قبــل از هــر چیــزی نیــاز بــه یــه درســنامه ی خلاصــه کــه البتــه تمــام نــکات رو پوشــش 
داده باشــه ، داری .

اگــر در مبحثــی هــم خیلــی ضعیــف بــودی میتونــی از کلیــپ هــای آموزشــی بــه جــای 
درســنامه اســتفاده کنــی .

بعد از این باید بری سراغ کتاب درسی و به تمام تمرین هاش مسلط بشی .
از حل این مجموعه سوال خفنی هم که گذاشتیم برات غافل نشو .

یــادت باشــه هندســه درســی حفظــی نیســت و بــرای تســلط بیشــتر فقــط بایــد ســوال 
حــل کنــی و تمریــن کنــی تــا ایرادهــات رفــع بشــه .

سوالات مربوط به هر فصل از این شماره ها شروع میشه

فصل1: 1
فصل2: 62
فصل3: 119
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بارم بندی هندسه 3 رشته ریاضی
شهریور و دی ماه نیمسال دوم نیمسال اول درس

شهریور و دی نوبت دوم نوبت اول محدوده فصل فصل

6 5 10 کل 1

8

4

4

10 تا صفحه 46

صفحه 46 به بعد

2
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نام و نام خانوادگی

،  و  باشند، حاصل  را به دست آورید.1 Aاگر  =   [
۲x− y

z
۵
۴]B =   [

۳
−۳

۲x + y
۴ ]A = Bx −۲ ۲y + z

، مقدار  را بیابید.2 x]=     در تساوی  ۱] [
۱
−۲

۰
−۳] [

x
۱] ۰x

ماتریس های  و  را در نظر بگیرید. اگر  باشد، آنگاه مقادیر  و3

 را به دست آورید.

A =   [
۲
۵

۳
۱ ]B =   [

x + ۱
۳

y + ۲
۲ ]A + B =   [

۵
۸

۴
۳]x

y

Iبا استفاده از ویژگی های ضرب ماتریس ها و ماتریس همانی  درستی رابطۀ زیر را ثابت کنید:4

(A − ۳I) =۲ A −۲ ۶A + ۹I

به سؤالات زیر پاسخ دهید.5

الف

، ماتریس  را به صورت آرایش مستطیلی بنویسید. bاگر  و   =ij    

⎩⎪
⎨
⎪⎧i + ۱ ; i = j

j − ۲ ; i < j

۱ ; i > j
B = b   [ ij ]۳×۳B

) را محاسبه کنید ( ماتریس همانی مرتبه سه است).ب Bماتریس ( +۲ ۲II

Aاگر  ماتریسی اسکالر باشد، مقادیر  و  را بیابید.6 =   [
m

m− ۲
۰
n

]mn

ABاگر  و  دو ماتریس مربعی مرتبه 3 و تعویض پذیر باشند، ثابت کنید:7

(A −B) =۲ A −۲ ۲AB + B۲

8
ABAاگر دو ماتریس مربعی  و  به صورت  و  باشند: = [۳i − ۲j]  ۳×۳B =      

⎣

⎡ ۱
۰
−۱

۲
۱
۲

۰
۳
۱⎦

⎤

Aماتریس  را به صورت آرایش مستطیلی بنویسید.الف

B۲ماتریس  را محاسبه کنید.ب

اگر  یک ماتریس قطری باشد، با محاسبه  و  ماتریس  را بیابید. ( ماتریس همانی مرتبه9

دو است)

A =   [
۲

۲n + ۴
m + ۱
۵ ]mnA + II

Aاگر دو ماتریس  و  مساوی باشند، آنگاه مقدار  برابر با .............. است.10 =   [
۲x− ۱
۲

۳
۰]B =  [

۵
۲

۳
۰]x

11
Aاگر  و  مقادیر  و  را طوری به دست آورید که  ماتریس قطری باشد. =   [

۴
b

a
−۱]B =   [

۱
۳

−۲
۲ ]abA × B
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، مقادیر  و  را طوری به دست آورید که حاصل ضرب  ماتریسی قطری باشد.12 Aاگر  و  =   [
۴
b

a
−۱]B =   [

۱
۳

−۲
۲ ]abA × B

، در این صورت حاصل  را به دست آورید.13 Aاگر  و  و  =   [
۲x
z

۵
۱ ]B =   [

۳
−۲

۲x + y
۱ ]A = Bx + ۲y + ۳z

14
دو ماتریس  و  مفروض اند، اگر  یک ماتریس قطری باشد، حاصل

 را محاسبه کنید.

A =      

⎣

⎡ ۲
۰

n + ۱

m− ۲
۳
۰

۰
۰
۳⎦

⎤
B =      

⎣

⎡۲
m
۳

۱
۰
−۱

۱
n
۲⎦

⎤
A

AB

15

،  و  را به دست آورید. Aاگر  یک ماتریس  با درایه های  باشد، درایه های  = a  [ ij ]۳ × ۳a  =ij    

⎩⎪
⎨
⎪⎧i − j ; i < j

۲ ; i = j

i + j ; i > j
a  ۳۳a  ۳۱a  ۱۲

16
Aاگر باشد، مقادیر  و  را طوری بیابید که رابطۀ  برقرار باشد. ( ماتریس همانی است) =   [

۰
۲

۴
۱]mnA =۲ mA + nI  ۲I  ۲

Aاگر دو ماتریس  و  مساوی باشند، مقدار  را بیابید.17 =   [
x− ۱
۳

۸
z + ۱]B =  [

y + ۱
۳

x− ۲
۴ ]x + y + z

18
اگر ماتریس های  و  باشند، مقادیر  و  را چنان بیابید که داشته

باشیم:  ( ماتریس صفر است)

A =      

⎣

⎡ ۱
۰
۲

۰
−۱
۱

۲
۱
۰⎦

⎤
B =      

⎣

⎡a + b
۲
۲

۲
۲
−۱

۲
−۱

۴a + b⎦

⎤
ab

A −۲ B = ŌŌ

Aاگر  باشد، ماتریس  را به دست آورید.19 =   [
۰
−۱

۲
۰]A۷

، در این صورت حاصل  را بیابید.20 Aاگر  و  و  =   [
۲x
z

۵
۱ ]B =   [

۳
−۲

۲x + y
۱ ]A = Bx + y + z( )

۳x]=     در معادلۀ ماتریسی  مقدار x را بیابید.21 ۲] [
۱
−۳

−۲
۶ ] [

−۱
۱ ] ۰

22

Aاگر  به صورت  تعریف شده باشد، ماتریس  را به دست آورید. = a   [ ij ]۳×۳a  =ij    

⎩⎪
⎨
⎪⎧i.j ; i > j

i ; i = j۲

۲i − j ; i < j
۲A − ۳I

جاهای خالی را با عبارت های مناسب پر کنید.

ماتریس قطری که درایه های روی قطر اصلی آن باهم برابر باشند، ماتریس ............ می نامیم.23

حاصل ضرب ماتریس ها خاصیت جابه جایی ............ .24

} باتوجه به دستگاه  به سؤالات زیر پاسخ دهید.25
۲mx + ۳y = ۱
۲x− y = ۳

الف
} mحدود  را طوری بیابید که دستگاه معادلات  دارای جواب منحصربه فرد باشد.

۲mx + ۳y = ۱
۲x− y = ۳

mجواب دستگاه مذکور را به ازای  با استفاده از ماتریس وارون محاسبه کنید.ب = ۲
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، حاصل  را محاسبه کنید.26 A۳اگر  ماتریسی  باشد و  × ۳∣A∣ = −۲∣۲A∣ + ∣A ∣−۱ ۳

27
}  دستگاه  را با استفاده از ماتریس وارون حل کنید.

۳x− ۴y = ۱
۲y − x = ۱

، ماتریس  را به دست آورید.28 A  در تساوی ماتریسی  =[
۵
۷

۲
۳]   [

−۱
۲

۲
۱]A

۳Aاگر  باشد، مقدار  را محاسبه کنید.29 =   [
∣A∣
۱

−۵
۴∣A∣]∣A ∣−۱

30
}  mمقدار  را طوری بیابید که دستگاه  جواب نداشته باشد.

mx + ۹y = m + ۱
۴x + my = −۴

31
Aماتریس  به صورت  داده شده است، ماتریس  را به دست آورید. = [a  ]  ij ۲×۲a  =ij   {

i − j ; i > j۲

i + j ; i ≤ j
A−۱

32
ماتریس  به صورت  معرفی شده است. مقدار  را طوری پیدا کنید که رابطۀ

 برقرار باشد.

A = [a  ]  ij ۳×۳a  =ij   {
۱ ; i = j

۰ ; i  j=
k

k∣kA∣ = ۶۲۵

33
Aاگر  باشد، مقدار  را بیابید. =      

⎣

⎡∣A∣
۱
۰

۰
∣A∣
۲

۱
۱
۱⎦

⎤
∣A∣

34
، حاصل  را به دست آورید. Aاگر  =      

⎣

⎡ ۱
۲
۱

۲
۶
−۱

۱
۲
۲⎦

⎤
∣ −  A ∣

۲
۱ ۴

35
، نشان دهید: Aاگر  =   [

۳
۱
−۱
−۱]

(۵A) =−۱
 A

۵
۱ −۱

36
Aاگر  باشد، حاصل  را بیابید. =      

⎣

⎡ ۰
۰
−۱

۰
۲
۰

۱
۰
۰⎦

⎤
∣A∣A∣ ∣

37
، اگر  آنگاه دستگاه بی شمار جواب دارد. (درست - نادرست) }  در دستگاه 

ax + by = c

a x + b y = c′ ′ ′ =
a′
a

   

b′
b

=
c′
c

38
Aاگر ماتریس  باشد، وارون ماتریس  را بیابید. ( ماتریس همانی مرتبه دو است) =   [

۴
۰

۱
۳]A − ۲II

39
}  دستگاه  را با استفاده از ماتریس وارون حل کنید.

۲x + y = ۴
۷x + ۴y = ۱۵

A۳اگر  ماتریسی  و  باشد، آنگاه حاصل  را به دست آورید.40 × ۳∣A∣ = ۴∣A∣A∣∣

اگر ماتریس  را ماتریس ضرایب و  را ماتریس مجهولات و  را ماتریس معلومات دستگاه دو معادله و دو مجهولی41

 در نظر بگیریم، از تساوی  ماتریس  را به دست آورید.

AXB

  {
۲x− y = ۴
− ۴x + ۳y = ۲AX = BX
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42
Aاگر  و  باشد، دترمینان ماتریس  را به دست آورید. = [۲i − ۳j]  ۳×۲B  =۲×۳   {

− ۱ i  j=

۰ i = j
AB

43
}  mمقدار  را طوری بیابید که دستگاه معادلات خطی  جواب نداشته باشد.

۲x + my = ۱
(m− ۱)x + y = ۳

Aماتریس  مفروض است. ماتریس  را به  دست آورید.44 =−۱
  [

۲
۲
−۱
۳ ]A

جواب دستگاه زیر را در صورت وجود، با استفاده از ماتریس وارون بیابید:45

{
۳x− ۴y = ۷
۲x + y = ۱

۲Aاگر  باشد، دراین صورت حاصل  را بیابید.46 =   [
∣A∣
۱

−۴
∣A∣

]∣A ∣−۱

47
Aاگر  و  و  ماتریس همانی  باشد، حاصل عبارت زیر را به دست آورید. =      

⎣

⎡ ۲
۱
−۱

۳
۲
−۲

۲
۳
۱⎦

⎤
B =      

⎣

⎡۳
۰
۰

۰
−۱
۰

۰
۰
۲⎦

⎤
I  ۳۳ × ۳

∣A × B∣ + ∣۲I  ∣ =۳

A−۱دستگاه زیر را با استفاده از  حل کنید.48

{
۳x− ۵y = −۱
۲x + y = ۸

xyمقادير  و  را از معادلۀ زیر به دست آورید.49

 ×[x ۲]   =[
۲
۰

۴
−۱]   [۴ y − ۲]

به سؤالات زیر پاسخ دهید.50

Aاگر  باشد، در این صورت حاصل  را بیابید.الف =   [
A∣ ∣
۳

۸
۵]A∣ ∣

Aماتریس وارون  را حساب کنید.ب

به سوالات زیر پاسخ دهید:

51
} mبه ازای چه مقداری از  دستگاه معادلات  فاقد جواب است؟

x− ۲y = ۳
mx + ۶y = −۴

} دستگاه معادلات را با استفاده از  حل کنید.52
x− ۲y = ۳

۲x + ۶y = −۴A−۱
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53
Aاگر  و  باشند، حاصل  را بیابید. =      

⎣

⎡۲
۰
۰

۱
۱
۳

−۱
−۲
۴ ⎦

⎤
B =      

⎣

⎡۳
۰
۰

۰
−۱
۰

۰
۰
۲⎦

⎤
A +∣ ∣  B∣

∣ ۲
∣
∣

54
x]=     معادلۀ ماتریسی  را حل کنید. ۳] [

۱
−۱

۰
۴] [

۳
−۱] ۰

55
دو ماتریس  و  مفروض اند. اگر  یک ماتریس قطری باشد، حاصل

 را محاسبه کنید.

A =   [
۲

n + ۱
m− ۲

۱ ]B =      

⎣

⎡۲
m
۳

۱
۰
−۱

۱
n
۲⎦

⎤
A

A +∣ ∣ B∣ ∣

جواب دستگاه زیر را در صورت وجود با استفاده از ماتریس وارون بیابید.56

{
۳x− ۵y = −۱
۲x + y = ۸

57
Aاگر  و  باشد، دترمینان ماتریس  را به دست آورید. =    [

۲
−۱

۴
۳

۱
۲]B =     

⎣

⎡ ۱
۰
۲

−۱
۱
۳ ⎦

⎤
BA

58
}  دستگاه  را با استفاده از ماتریس وارون حل کنید.

۳x− ۴y = ۱
− x + ۲y = ۱

mAمقدار  را طوری بیابید که ماتریس  وارون پذیر نباشد.59 =   [
m
۱

۴
۲]

60
}  مقدار m را چنان بیابید که دستگاه  جواب نداشته باشد.

mx + ۳y = −۳
۴x + (m + ۴)y = ۲

61
}  دستگاه  به ازای چه مقادیر  دارای جواب منحصربه فرد است؟

(m− ۳)x + ۳y = m

۴x + m + ۱ y = ۲( )
m

،  و  در صفحه مفروض اند، نقطه ای در این صفحه بیابید که از  و  به یک فاصله و از  و  نیز به یک فاصله62  ، نقاط 

باشد (بحث کنید).

ABCDABCD

نقطۀ  و خط  در صفحه مفروض اند. نقطه ای بیابید که از  به فاصلۀ ۳ سانتی متر و از  به فاصلۀ ۴ سانتی متر باشد. (در مورد63

حالت های مختلف جواب بحث کنید.)

AdAd

،  و  در صفحه مفروض اند. نقطه ای در این صفحه بیابید که از  و  به یک فاصله و از  و  نیز به یک فاصله64  ، نقاط 

باشند. (بحث کنید)

ABCDABCD

دو نقطه  و  و خط  که شامل هیچ یک نیست در صفحه مفروض اند. نقطه ای بیابید که از  و  به یک فاصله بوده و از خط 65

به فاصله 3 سانتی متر باشد.

ABdABd

،  و  در صفحه مفروض  اند. نقطه  ای بیابید که از  و  به یک فاصله و از  به فاصلۀ ۳ سانتی  متر باشد. (بحث کنید)66 ABCABCنقاط 

،  و  در صفحه مفروض اند. نقطه ای بیابید که از  و  به یک  فاصله و از  به فاصلۀ 3 سانتی متر باشد. (بحث کنید)67 ABCABCنقاط 

نقطۀ  و خط  در صفحه مفروض اند. نقطه ای را بیابید که از  به فاصلۀ ۲ سانتی متر و از خط  به فاصلۀ ۳ سانتی متر باشد. بحث68

کنید.

AdAd

مکان هندسی مرکز توپی که روی یک سطح صاف در امتداد یک خط مستقیم می غلتد را با رسم شکل بیابید.69
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درستی و نادرستی عبارت های زیر را مشخص کنید.

مکان هندسی، مجموعۀ نقاطی از صفحه (یا فضا) است، که همۀ آن ها یک ویژگی مشترک داشته باشند و همچنین هر نقطه که آن70

ویژگی را داشته باشد عضو این مجموعه باشد.

Pهرگاه صفحۀ  بر محور سطح مخروطی عمود باشد و از رأس آن عبور نکند، شکل حاصل یک دایره است.71

درستی یا نادرستی عبارت های زیر را مشخص کنید.

d′dمکان هندسی نقاطی که از دو خط متقاطع  و  به یک فاصله اند، نیمساز زاویۀ بین آن دو خط است.72

صفحه ای با مولد سطح مخروط دواری، موازی است و از رأس آن عبور نمی کند، فصل مشترک صفحه و سطح مخروطی، یک بیضی73

است.

Oمعادلۀ دایره ای را بنویسید که  مرکز آن بوده و روی خط  وتری به طول 4 ایجاد کند.74 −۱,−۱( )۲x + y = ۲

xوضعیت خط  و دایرۀ  را تعیین کنید.75 + y = ۳x +۲ y −۲ ۲y − ۳ = ۰

O(۰معادلۀ دایره ای را بنویسید که مرکز آن  بوده و با دایرۀ  مماس داخل باشد.76 , ۱)(x− ۲) +۲ (y − ۳) =۲ ۱۶

xمعادلۀ دایره ای به صورت  است، مختصات مرکز این دایره را به دست آورید.77 +۲ y −۲ ۲x− ۶y + ۶ = ۰

۳xوضعیت خط  را نسبت به دایره به معادله  مشخص کنید.78 + ۴y = ۰(x− ۲) +۲ (y + ۲) =۲ ۹

معادله دایره ای را بنویسید که مرکز آن  بوده و روی خط  وتری به طول  جدا کند، سپس محل79

ها را بیابید. تلاقی آن دایره با محور 

O(۰, ۱)۳x + ۴y + ۶ = ۰۲  ۵
y

وضعیت دو دایره به معادلات  و  را نسبت به هم تعیین کنید. (با80

ارائه راه حل)

(x− ۱) +۲ (y + ۲) =۲ ۱x +۲ y +۲ ۶x + ۲y − ۶ = ۰

O(۱معادلۀ دایره ای را بنویسید که  مرکز آن بوده و بر خط  مماس باشد.81 , ۰)x = −۳

اگر دو دایره به معادله های  و  مماس خارج باشد، مقدار  را82

بیابید.

x +۲ y +۲ ۲x− ۴y + ۱ = ۰(x− ۲) +۲ (y + ۱) =۲ m۲m

cxمقدار  را چنان بیابید که دایره  بر دایره  مماس بیرون باشد.83 +۲ y −۲ ۲x + ۲y + c = ۰(x + ۱) +۲ (y − ۱) =۲ ۲

Oمعادلۀ دایره ای را بنویسید که مرکز آن  بوده و بر خط  مماس باشد.84 (۲, ۱)′۳x + ۴y = −۵

۰)معادلۀ دایره  ای بنویسید که مرکز آن  و بر خط  مماس باشد.85 , ۳)۳x− ۴y = ۳

xوضعیت خط  و دایره  را نسبت به هم مشخص کنید.86 + y = ۱x +۲ y −۲ ۲x− ۲y − ۲ = ۰

xدایره های  و  نسبت به هم چه وضعی دارند؟87 +۲ y −۲ ۲x = ۴x +۲ y =۲ ۴

xوضعیت دایرۀ  با دایره ای به مرکز مبدأ مختصات و شعاع یک را نسبت به هم مشخص کنید.88 +۲ y −۲ ۶x− ۲y + ۹ = ۰

,C(Oمعادلۀ گستردۀ دایرۀ  به شکل  است.89 R)x +۲ y +۲ ۲y − ۴x− ۴ = ۰

Cمختصات مرکز و شعاع دایرۀ  را محاسبه کنید.الف
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A(۰,۳)Cآیا نقطۀ  روی محیط دایرۀ  قرار دارد؟ چرا؟ب

در نقطۀ  روی دایره به معادلۀ  مماسی بر دایره رسم کرده ایم، معادلۀ این خط مماس را به90

دست آورید.

A(۲,۳)x +۲ y −۲ ۲x− ۲y = ۳

۳xمعادلۀ دایره ای را بنویسید که بر خط  مماس بوده و مرکز آن  باشد.91 + ۴y = ۱۱, ۲( )

در دایره به معادلۀ ضمنی  با استفاده از روش مربع کامل   ، ثابت کنید شعاع دایره برابر با92

 است.

x +۲ y +۲ ax + by + c = ۰

r =  

۲
 a + b − ۴c۲ ۲

−O(۲,−۱)۳xمعادلۀ دایره ای را بنویسید که  مرکز آن بوده و از خط  وتری به طول ۶ جدا کند.93 ۴y + ۱۰ = ۰

,O(۰معادلۀ دایره ای را بنویسید که  مرکز آن بوده و روی خط به معادلۀ  وتری به طول  جدا کند.94 ۱)x + y = ۲۲  ۲

مرکز دایره ای، نقطۀ  است. این دایره روی خط  وتری به طول ۶ جدا می کند. معادلۀ دایره را95

بنویسید.

O(۲,−۳)۳x− ۴y + ۲ = ۰

Fاگر در بیضی طول قطر بزرگ دو برابر طول قطر کوچک باشد، اندازۀ زاویۀ  چند درجه است؟96 FB̂ ′

قطر دایرۀ  مانند شکل، قطر بزرگ بیضی است و از کانون  عمودی بر  رسم کرده ایم تا دایره را در نقطه ای مانند  قطع97

کند.

ثابت کنید  با نصف قطر کوچک بیضی برابر است.

CFAA′M

M F

در یک بیضی افقی به مرکز مبدا مختصات طول قطرها برابر ۱۰ و ۶ است:98

خروج از مرکز بیضی را بیابید.الف

، مختصات دو سر قطر بزرگ  و دو سر قطر کوچک  را به دست آورید.ب F)مختصات کانون  ها  , F )′(A , A)′(B , B)′
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بیضی را روی محور مختصات رسم کنید.پ

 در بیضی زیر، خروج از مرکز برابر  است. نسبت مساحت مثلث  به مساحت مثلث  را بیابید.99

۵
۴

OBF ′OAB′

در شکل زیر، نقطۀ  روی بیضی با کانون های  و  مشخص شده است. خط  را به گونه ای رسم کنید که در نقطۀ  بر بیضی100

مماس باشد و سپس از نقطۀ  خطی موازی با  رسم کنید تا خط  را در نقطه ای مانند  قطع کند. ثابت کنید

.

MFF ′dM

F ′M FdN

N F =′ M F ′

در شکل زیر دو نقطه  و  روی بیضی با کانون های  و  قرار دارند. اگر  و همچنین  و  یکدیگر را101

درون بیضی در نقطه ای مانند  قطع کنند، نشان دهید مثلث  متساوی الساقین است و  روی قطر کوچک بیضی قرار

دارد.

ABFF ′AF =′ BFAFBF ′

MF M F ′M

. اگر خروج از مرکز بیضی102 در شکل زیر نقطه  روی بیضی با کانون های  و  قرار دارد، به طوری که  و 

 باشد، اندازه نصف قطر کوچک بیضی را به دست آورید.

MFF ′M F = ۸M F =′ ۶

 

۷
۱

Fدر بیضی زیر کانون ها به مختصات  و  و یک رأس قطر بزرگ آن  می باشد:103 (۱ , ۵)F (۱ , ۱)′A(۱ , ۶)
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فاصله کانونی و مختصات مرکز بیضی را بنویسید.الف

معادله قطر کوچک بیضی را بنویسید.ب

Bمساحت مثلث  را به دست آورید.پ F F′ ′

Mنقطۀ  روی بیضی به اقطار 10 و 6 واحد به گونه ای قرار دارد که فاصلۀ آن تا مرکز بیضی برابر 4 واحد است:104

Mنشان دهید مثلث  قائم الزاویه است.الف F F ′

).ب Mطول  را به دست آورید ( و  کانون های بیضی هستند و  FF ′FM F < M F ′

، قطر کوچک  و کانون های  و  مطابق شکل زیر مفروض است. اگر خطی در کانون  بر قطر کانونی105 بیضی با قطر بزرگ 

عمود باشد و بیضی را در نقطۀ  قطع کند، ثابت کنید:

۲a۲bFF ′F

D

DF =  

a
b۲

′AA′BBاگر طول قطر بزرگ  و قطر کوچک  بیضی زیر به ترتیب 10 و ۸ باشد:106

Aمقدار  را به دست آورید. ( کانون بیضی است)الف F′F

ب
)مساحت مثلث هاشورخورده  چقدر است؟ )BF A′

Δ
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، مرکز آن  و طول قطر کوچک این بیضی ۶ واحد است.107  خروج از مرکز یک بیضی افقی 

۵
۴

(−۴,−۱)

فاصلۀ کانونی را محاسبه کنید.الف

مختصات نقاط دو سر قطر بزرگ این بیضی را پیدا کنید.ب

به سؤالات زیر پاسخ دهید.108

xمختصات رأس، کانون و معادلۀ خط هادی سهمی  را به دست آورید.الف −۲ ۴y + ۸x = ۰

نمودار سهمی را با استفاده از نقاط کمکی رسم کنید.ب

، کانون  و خط هادی  رسم شده است. از  به نقطۀ دلخواه  روی سهمی وصل کرده و امتداد109 در شکل زیر، سهمی با رأس 

،  را بر  عمود کرده ایم. داده ایم تا  را در نقطۀ  قطع کند و از نقطۀ 

ثابت کنید: 

AFdFM

dNMM Td

 =
F A
F N

 

TH
۲N T

A(۱سهمی با رأس  و کانون  مفروض است. معادله سهمی و خط هادی آن را بنویسید.110 , ۲)F (۱ , −۲)

اگر اندازه گودی (عمق) یک دیش مخابراتی دو برابر شود، فاصله کانونی این دیش چه تغییری می کند؟ (با ارائه راه حل)111

yمختصات نقاط برخورد سهمی  و دایرۀ  را به دست آورید.112 +۲ ۷x + ۵ = ۰x +۲ y =۲ ۲۵

به سوالات زیر پاسخ دهید:113

A(۲,۳)xمعادله سهمی را بنویسید که  رأس آن بوده و معادله خط هادی آن  باشد.الف = ۳

مختصات کانون سهمی را بیابید.ب

مختصات نقطه برخورد سهمی با محور طول ها را حساب کنید.پ

سهمی  مفروض است. به مرکز کانون سهمی و به شعاع 3 واحد دایره ای رسم می کنیم، معادلۀ دایره را بنویسید و114

سپس مختصات نقاط برخورد دایره و سهمی را بیابید.

y =۲ ۴x− ۴

yسهمی  مفروض است.115 −۲ ۲y + ۸x + ۹ = ۰

مختصات رأس، کانون و خط هادی سهمی را به دست آورید.الف

نمودار آن را رسم کنید.ب

یک دیش مخابراتی به شکل سهموی با دهانۀ دایره ای به قطر 60 واحد و گودی (عمق) 9 واحد مفروض است؛ فاصلۀ کانونی این دیش116

را به دست آورید.

,A(۱معادلۀ سهمی را بنویسید که  رأس و  کانون آن باشد، سپس معادلۀ خط هادی آن را بیابید.117 ۲)F (۱,−۲)
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سهمی  مفروض است. به مرکز کانون سهمی و به شعاع 3 دایره ای رسم می کنیم، مختصات نقاط برخورد دایره و118

سهمی را بیابید.

y =۲ ۴x− ۴

a=اگر  و  و  باشد، بردار  را به دست آورید.119 ۳ +i ۲  −j k=b ۳, ۱,−۱( )r = ۲r −b a

xشکل کلی (نمودار) مربوط به روابط  و  را در فضای دو بعدی رسم کنید.120 > −۲y +۲ x ≤ ۰

xشکل کلی (نمودار) مربوط به رابطۀ  را رسم کنید.121 ≤۲ y ≤ ۲

ها و نقطه  در فضا مفروض اند. فاصله مختصات وسط  تا مبدا مختصات را حساب122 نقطه  به ارتفاع ۳ روی محور 

کنید.

AzB(۱ , ۰ , ۱)AB

به سوالات زیر پاسخ دهید:

} نمودار مربوط به معادلات  در فضای  چه شکلی است؟ چه ارتباطی با نمودار  دارد؟123
x = ۰
z = ۰R۳x = ۰

a=اگر  و  باشد، اندازۀ بردار  را به دست آورید.124 ۲,−۱,۳( )=b +i ۲  j+a ۲b

۲−شکل کلی (نمودار) مربوط به روابط  و  را در فضای دوبعدی رسم کنید.125 < y ≤ −۱y < −x +۲ ۱

۱−شکل کلی (نمودار) مربوط به رابطه  و  را در فضای دو بعدی رسم کنید.126 < x ≤ ۲y = x۲

. (درست - نادرست)127 abr=bاگر  و  دو بردار دلخواه،  عدد حقیقی و  آنگاه  r a∣ ∣ =b ∣r∣∣ ∣a

128
، معادله محور ............ است. }  در فضای سه بعدی، نمودار مربوط به معادلات 

x = ۰
z = ۰

باتوجه به شکل به سوالات زیر پاسخ دهید. 129

نام وجه از شکل که معادلۀ آن به صورت زیر مشخص شده را بنویسید.الف

x = ۲ , ۰ ≤ y ≤ ۴ , ۰ ≤ z ≤ ۳

ADمعادلات مربوط به پاره خط (یال)  را بنویسید.ب

Dمختصات نقطۀ  را بنویسید.پ

xozمعادلۀ صفحه  ای را بنویسید که موازی با صفحۀ  باشد و مکعب مستطیل را نصف کند.ت

ها به طول 2 و نقطۀ  در صفحۀ  با عرض  و ارتفاع ۴ مفروض است. فاصلۀ وسط130 در فضای سه بعدی نقطۀ  روی محور 

پاره خط  تا مبدأ مختصات را به دست آورید.

AxByoz−۳
AB
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ها و نقطۀ  روی صفحۀ  به طول ۱ و ارتفاع ۳ در فضای سه بعدی مفروض اند.131 AxBxozنقطۀ  به طول ۲ روی محور 

ABمختصات نقاط  و  را مشخص کنید.الف

ABطول پاره خط  را محاسبه کنید.ب

ABمختصات وسط پاره خط  را به  دست آورید.پ

به سؤالات زیر پاسخ دهید.

yاگر  معادلۀ صفحه ای در فضای  باشد که از نقطۀ  بگذرد، مقدار عددی  چقدر است؟132 = bR۳A = (۲,−۳, ۴)b

133
}  معادلات  مربوط به کدام محور در دستگاه مختصات  است؟

x = ۰
y = ۰R۳

، نقطۀ  به عرض 2 و ارتفاع 3 روی صفحۀ  و نقطۀ  مفروض اند. مختصات وسط  را134 در فضای 

بیابید.

R۳AyozB = (−۴, ۶,−۳)AB

a=دو بردار  و  را در نظر بگیرید.135 (۱, ۲,−۱)=b (۰, ۲,−۱)

aR۳بردار  در کدام ناحیه از فضای  واقع است؟ (شماره ناحیه ذکر شود)الف

۲طول بردار  را به دست آورید.ب −a b

136
نقاط  و  و  را در فضا در نظر می گیریم، کدام ها روی خط  قراردارند؟

چرا؟

A = (۱, ۲, ۱)B = (۲, ۲, ۱)C = (۳, ۲,−۱)  {
y = ۲
z = ۱

و137  ، وجه های مکعب مستطیل مشخص شده در شکل زیر، قسمت هایی از صفحات به معادلات 

 هستند.

x = ۰, x = ۲y = ۰, y = ۴
z = ۰, z = ۳

Aمختصات نقطۀ  را مشخص کنید.الف

ADCDFمعادلات مربوط به یال  و وجه  را بنویسید.ب G

به سؤالات زیر پاسخ دهید.138

Aمعادلۀ صفحه ای را بنویسید که از نقطۀ  بگذرد و با صفحۀ  موازی باشد.الف = (۲,۳, ۴)xoy

ب
}  معادلات  مربوط به کدام محور است؟

x = ۰
z = ۰

، نقطۀ A به طول 2 روی محور طول ها و نقطۀ  مفروض اند. مختصات وسط AB را بیابید.پ R۳Bدر فضای  = (−۴, ۶,−۳)
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a=مساحت متوازی الاضلاعی که توسط بردارهای  و  تولید می شود را به دست آورید.139 (۱, ۰, ۱)=b (۰, ۱, ۱)

a=بردارهای  و  را در نظر بگیرید:140 ۲,−۱, ۲( )=b ۱,−۱, ۰( )

abزاویۀ بین دو بردار  و  را به دست آورید.الف

abبردار عمود بر دو بردار  و  پیدا کنید.ب

،  و  باشند، آنگاه تصویر قائم  بر امتداد  را به دست آورید.141 c=اگر  (−۱, ۱, ۴)=b (۳,−۴, ۲)=a (−۱,−۳, ۰)a+b c

142. .ababبرای دو بردار غیر صفر  و  ثابت کنید  و  بر هم عمودند اگر و فقط اگر  =a b ۰

فرض کنید  و  بردارهایی به طول ۵ هستند که با یکدیگر زاویۀ  می سازند. مساحت مثلثی که توسط بردارهای  و  تولید143

می شود را بیابید.

ab 

۴
π

+a b۲a

a=اگر  و  باشند، آنگاه تصویر قائم بردار  را بر امتداد بردار  بیابید.144 (۱ , −۳ , ۴)=b ۳ −i
←

۴  +j ۲ka−a b

a=برداری عمود بر دو بردار  و  بیابید.145 (۳ , −۱ , ۲)=b (۱ , ۲ , −۱)

،  و  باشند و زاویۀ بین دو بردار حاده باشد، مقدار  را محاسبه کنید.146 ∣اگر  ∣ =a ۱۰∣ ∣ =b ۲. =a b ۱۲∣ ×a ∣b

،  و  باشند، تصویر قائم بردار  بر امتداد بردار  را به147 اگر 

دست آورید.

=a (۲,−۱, ۱)=b (−۱, ۲, ۰)=c −i  j+a b۲ −c b

اگر  و  باشند، مساحت مثلثی که توسط بردارهای  و  تولید می شود را148

حساب کنید.

=a (−۲, ۰, ۱)=b −i ۲  +j ۳k−a  jb

،  و  در یک صفحه واقع باشند، مقدار  را بیابید.149 a=اگر سه بردار  (m,−۱, ۱)=b (۱,−۱, ۱)=c (۱, m,−۱)m

m=aمقدار  را طوری بیابید که زاویه بین دو بردار  و  برابر  باشد.150 (m, ۰, ۲)=b (۲,−۲, ۰) 

۳
π

151
′ab=aنشان دهید تصویر قائم بردار  روی بردار  برابر  است.  

∣ ∣b ۲

.a b
b

،  و  بر سه یال یک متوازی السطوح منطبق هستند. اگر قاعده این متوازی السطوح152 بردارهای 

توسط بردارهای  و  تولید شود، اندازه ارتفاع وارد بر این وجه را محاسبه کنید.

=a +i  j=b (۰ , ۱ , ۱)=c +i k

bc

a=بردار  مفروض است. بردار  غیرهم جهت با  و به طول ۱۲ را طوری بیابید که  باشد.153 (۴ , −۴ , ۲)ba×a =b ۰

a=زاویه بین دو بردار  و  را به دست آورید.154 (۲ , −۱ , ۲)=b (۱ , −۱ , ۰)

، برابر خود  می شود.155 ababaثابت کنید اگر دو بردار  و  در یک راستا باشند، آنگاه تصویر قائم  بر امتداد 

a=اگر زاویۀ بین دو بردار  و  برابر با ۱۳۵ درجه باشد، مقدار  را بیابید.156 (۲,−۱, n)=b (۱, ۰,−۱)n

حجم متوازی السطوحی را به دست آورید که توسط سه بردار  و  و  تولید157

می شود.

=a (۱, ۰,−۱)=b (۰, ۲, ۲)=c (۲,−۳, ۰)

http://https://notruphil.com/


نوتروفیل
 WWW.NOTRUPHIL.COM NOTRUPHIL

14/15لرنیتو 1403

اگر  و  و حاصل ضرب داخلی دو بردار 10 باشد، مساحت مثلثی که توسط دو بردار  و  تولید می شود چقدر158

است؟

∣ ∣ =a ۳∣ ∣ =b ۵ab

m=aمقدار  را چنان بیابید که دو بردار  و  بر هم عمود باشند.159 (۲, m,−۱)=b (m + ۱,۳, ۲)

160. .ababبرای دو بردار غیرصفر  و  ثابت کنید دو بردار  و  بر هم عمودند اگر و فقط اگر  =a b ۰

اگر  و  و  سه راس مثلث  باشند، مساحت مثلث  را با161

استفاده از ضرب خارجی بردارها به دست آورید.

A = (۲ , −۱ , ۳)B = (۳ , ۱ , ۴)C = (−۱ , ۱ , ۰)ABCABC

دو بردار  و  مفروض  اند به طوری که  و  و زاویۀ بین آن  ها ۳۰ درجه است. مقدار عبارت  را محاسبه162

کنید.

ab∣ ∣ =a ۶∣ ∣ =b ۴∣۲ ×a ∣b

a=سه بردار  و  و  در نظر بگیرید:163 ۲ +i ۳  −j k=b +i k=c (۰ , ۲ , ۱)

abθcosزاویۀ بین دو بردار  و  برابر با  باشد،  را بیابید.الف θ

a−bتصویر قائم بردار  بر  را به دست آورید.ب c

عبارت  های زیر را کامل کنید.

،  و  در یک صفحه باشد، آنگاه حجم متوازی السطوح بناشده توسط سه بردار برابر ............ است.164 abcاگر سه بردار 

. اگر زاویۀ بین بردارها کمتر از قائمه باشد،165 ،  و  بردارهای  و  مفروض اند به طوری که 

مقدار  را به دست آورید.

ab∣ ∣ =a ۳∣ ∣ =b ۲۶∣ ×a ∣ =b ۷۲

.a b

a=بردارهای  و  را در نظر بگیرید. به سؤالات زیر پاسخ دهید.166 (۲,−۱, ۲)=b (۱,−۱, ۰)

abزاویۀ بین دو بردار  و  را به دست آورید.الف

abبرداری عمود بر دو بردار  و  پیدا کنید.ب

m=cمقدار  را طوری تعیین کنید که سه بردار  در یک صفحه باشند.167 (۱,−۲,۳), =b (۰, m,−۱), =a (۲,−۱,۳)

بردارهای  و  به  طول های  و  و اندازۀ ضرب خارجی  مفروض اند. اگر زاویۀ بین دو بردار  و168

 کمتر از  باشد، مقدار ضرب داخلی دو بردار را به  دست آورید.

ab∣ ∣ =a ۳∣ ∣ =b ۲۶∣ ×a ∣ =b ۷۲a

b۹۰∘

a=تصویر قائم بردار  را بر امتداد بردار  بیابید.169 (۲,−۱, ۲)=b (۱,−۱, ۰)

a=سه بردار  و  و  مفروض اند:170 (۲,۳, ۱)=b (−۱, ۱, ۰)=c (۲, ۱,−۲)

۲−برداری عمود بر دو بردار  و  را به دست آورید.الف bc

،  و  تولید می شود را به دست آورید.ب abcحجم متوازی السطوحی که توسط سه بردار 

171. ab×aثابت کنید: دو بردار غیرصفر  و  با هم موازی هستند، اگر و فقط اگر  =b o
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، مقدار عددی عبارت172 ،  و  بردارهایی باشند به ترتیب با طول های 1، 2 و 3 با این ویژگی که  اگر 

 را به دست آورید.

abc+a +b =c o

⋅a +b ⋅b +c ⋅c a

,۳)مساحت متوازی الاضلاعی را به دست آورید که توسط دو بردار  و  به وجود می آید.173 ۲, ۱)a=b (۲, ۰, ۱)

,۱−,۲)بردارهای  و  را در نظر بگیرید. تصویر قائم بردار  را بر امتداد بردار  بیابید.174 ۲)a=b (۱,−۱, ۰)ab

.abاگر طول بردارهای  و  به ترتیب 4 و 6 و  باشد، مساحت مثلث بناشده توسط دو بردار  و  را به دست آورید.175 =a b ۱۲ab

a=بردارهای  و  را در نظر بگیرید.176 −۲, ۰, ۲( )=b ۲  +j ۲k

abزاویۀ بین دو بردار  و  را به  دست آورید.الف

a+تصویر قائم بردار  را بر امتداد بردار  به  دست آورید.ب bb

a=اگر بردار  باشد، ثابت کنید: 177 a  , a  , a  ( ۱ ۲ ۳). =a a ∣a∣۲

،  و  سه رأس مثلث  باشند، مساحت مثلث  را با استفاده178 اگر 

از ضرب خارجی بردارها به دست آورید.

A = −۱, ۲, ۰( )B = ۱, ۰,−۱( )C = ۰,−۱, ۱( )ABCABC

a=سه بردار  و  و  مفروض اند:179 (۲,۳, ۱)=b (−۱, ۱, ۰)=c (۲, ۱,−۲)

a+برداری عمود بر دو بردار  و  را به دست آورید.الف bc

abcحجم متوازی السطوحی که توسط سه بردار  و  و  تولید می شود را به دست آورید.ب
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1
z = −۳

  ⇒   ⇒ x − ۲y + z = −۱{
۲x− y = ۳
۲x + y = ۵ {

x = ۲
y = ۱

۲

2

  =[x− ۲ −۳] [
x
۱] ۰⇒ x −۲ ۲x− ۳ = ۰⇒   {

x = −۱
x = ۳

3
x = ۲ , y = −۱

4
(A − ۳I) = (A − ۳I)(A − ۳I)۲

= A − ۳AI − ۳IA + ۹I  A − ۶A + ۹I۲ ۲ AI=IA=A

I =I۲

۲

5
الف

B =      

⎣

⎡۲
۱
۱

۰
۳
۱

۱
۱
۴⎦

⎤

ب

(B +۲ ۲I) =      +
⎣

⎡۵
۶
۷

۱
۱۰
۷

۶
۸
۱۸⎦

⎤
۲      =
⎣

⎡۱
۰
۰

۰
۱
۰

۰
۰
۱⎦

⎤
     

⎣

⎡۷
۶
۷

۱
۱۲
۷

۶
۸
۲۰⎦

⎤

6
m− ۲ = ۰⇒ m = ۲ n = m = ۲

7
(A −B) =۲ (A − B)(A − B) = A −۲ AB − BA + B A −۲ =

AB=BA ۲ ۲AB + B۲

8
الف

A =      

⎣

⎡ ۱
۴
۷

−۱
۲
۵

−۳
۰
۳ ⎦

⎤

هم د ز یا ــی  ب مهعر ســخنا پا
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ب

B =۲ B × B =      

⎣

⎡ ۱
−۳
−۲

۴
۷
۲

۶
۶
۷⎦

⎤

9

⇒{
m + ۱ = ۰
۲n + ۴ = ۰   {

m = −۱
n = −۲

A + I =   +[
۲
۰

۰
۵]   =[

۱
۰

۰
۱]   [

۳
۰

۰
۶]

10
۲x− ۱ = ۵⇒ x = ۳

11

A × B =   ⇒[
۴ + ۳a
b− ۳

−۸ + ۲a
−۲b− ۲]   {

۲a − ۸ = ۰⇒ a = ۴
b− ۳ = ۰⇒ b = ۳

12
A × B =   ×[

۴
b

a
−۱]   =[

۱
۳

−۲
۲ ]   [

۴ + ۳a
b− ۳

−۸ + ۲a
−۲b− ۲]

⇒   {
− ۸ + ۲a = ۰⇒ a = ۴
b− ۳ = ۰⇒ b = ۳

13
A = B ⇒   =  [

۲x
z

۵
۱ ] [

۳
−۲

۲x + y
۱ ]

⇒    

⎩⎪⎪
⎪⎪
⎪⎪
⎨
⎪⎪
⎪⎪
⎪⎪
⎧۲x = ۳

۲x + y = ۵⇒    ⇒ x + ۲y + ۳z =  + ۴− ۶ =  

⎩
⎨
⎧x =  

۲
۳

y = ۲ ۲
۳

۲
−۱

z = −۲

14

⇒{
m− ۲ = ۰
n + ۱ = ۰   {

m = ۲
n = −۱

AB =           =
⎣

⎡۲
۰
۰

۰
۳
۰

۰
۰
۳⎦

⎤

⎣

⎡۲
۲
۳

۱
۰
−۱

۱
−۱
۲ ⎦

⎤
     

⎣

⎡۴
۶
۹

۲
۰
−۳

۲
−۳
۶ ⎦

⎤

15
a =۳۳ ۲ , a  =۳۱ ۳ + ۱ = ۴ , a  =۱۲ ۱− ۲ = −۱
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16

  ⇒

A =     =   ۰/۵۲ [
۰
۲

۴
۱] [

۰
۲

۴
۱] [

۸
۲

۴
۹] ( )

mA + nI =  +  =  

۰/۲۵( )

   [
۰
۲m

۴m
m

]

۰/۵( )

   [
n
۰

۰
n

]

۰/۲۵( )

   [
n
۲m

۴m
m + n

]

⎭⎪⎪
⎪⎪
⎬
⎪⎪
⎪⎪
⎫

 ,  

۰/۲۵( )

 n = ۸
۰/۲۵( )

 m = ۱

دو ماتریس را مساوی گوییم، هرگاه درایه های آنها نظیر به نظیر برابر باشند:17

 

⎩
⎨
⎧x− ۱ = y + ۱

x− ۲ = ۸
z + ۱ = ۴

۰/۵( )
 ,  ,  ⇒

۰/۲۵( )

 x = ۱۰

۰/۲۵( )

 y = ۸
۰/۲۵( )

 z = ۳ x + y + z = ۲۱ ۰/۲۵( )

18

A = B ⇒      =      

۲

⎣

⎡۵
۲
۲

۲
۲
−۱

۲
−۱
۵ ⎦

⎤

⎣

⎡a + b
۲
۲

۲
۲
−۱

۲
−۱

۴a + b⎦

⎤

 ⇒ a = ۰, b = ۵{
a + b = ۵
۴a + b = ۵

19
A =     =   = −۲I۲ [

۰
−۱

۲
۰] [

۰
−۱

۲
۰] [

−۲
۰

۰
−۲]

A = A .A = −۲I .A = −۸   

۷ ( ۲)
۳

( )۳ [
۰
−۱

۲
۰]

20

A = B ⇒   ⇒
⎩⎪
⎨
⎪⎧۲x = ۳⇒ x =  

۲
۳

۲x + y = ۵
z = −۲

y = ۲⇒ x + y + z =  

۲
۳

21
   = ۰[۳x− ۶ −۶x + ۱۲] [

−۱
۱ ]

⇒ [−۳x + ۶− ۶x + ۱۲] = ۰⇒ −۹x + ۱۸ = ۰⇒ x = ۲

22

A =      ۰/۵ ⇒
⎣

⎡ ۱
۲
۳

۰
۴
۶

−۱
۱
۹ ⎦

⎤
( ) ۲A − ۳I =  −

۰/۲۵( )

      

⎣

⎡۲
۴
۶

۰
۸
۱۲

−۲
۲
۱۸ ⎦

⎤
 =

۰/۲۵( )

      

⎣

⎡۳
۰
۰

۰
۳
۰

۰
۰
۳⎦

⎤
     ۰/۲۵
⎣

⎡−۱
۴
۶

۰
۵
۱۲

−۲
۲
۱۵ ⎦

⎤
( )

پاسخ سؤالات 23 تا 24

)۰/۲۵ماتریس اسکالر 23 )

http://https://notruphil.com/


نوتروفیل
 WWW.NOTRUPHIL.COM NOTRUPHIL

4/29لرنیتو 1403

)۰/۲۵ندارد 24 )

25
الف

   ⇒
۲
۲m

=
−۱
۳

m  −= ۳

ب
A =   ⇒[

۴
۲

۳
−۱] A =∣ ∣ −۱۰  ۰ , A == −۱

  

−۱۰
۱

[
−۱
−۲

−۳
۴ ]

=[
x
y

]     =
−۱۰
۱

[
−۱
−۲

−۳
۴ ] [

۱
۳]  ⇒[

۱
−۱]  {

x = ۱
y = −۱

26
∣۲A∣ + ∣A ∣ =−۱ ۳ ۲ ∣A∣ +۳

 =
∣A∣۳
۱

۸(−۲) +  =
−۸
۱

 

۸
−۱۲۹

27
A =   [

۳
−۱

−۴
۲ ]

A =    =   ⇒  =    =  

−۱

۶− ۴
۱

[
۲
۱

۴
۳] [

۱

 

۲
۱

۲

 

۲
۳] [

x
y

] [
۱

 

۲
۱

۲

 

۲
۳] [

۱
۱] [

۳
۲]

28

  A =   ⇒ A =     [
۵
۷

۲
۳] [

−۱
۲

۲
۱] [

۵
۷

۲
۳]

−۱

[
−۱
۲

۲
۱]

=      =   

۱۵− ۱۴
۱

[
۳
−۷

−۲
۵ ] [

−۱
۲

۲
۱] [

−۷
۱۷

۴
−۹]

29

∣۳A∣ = ۴∣A∣ +۲ ۵⇒ ۴∣A∣ −۲ ۹∣A∣ + ۵ = ۰⇒    

⎩
⎨
⎧∣A∣ = ۱⇒ ∣A ∣ = ۱−۱

∣A∣ =  ⇒ ∣A ∣ =  

۴
۵ −۱

۵
۴

30

 =
۴
m

  =
m
۹
�  ⇒

−۴
m + ۱

m =۲ ۳۶⇒ } هر دو جواب قابل قبول   
m = ۶
m = −۶

31
A =   ⇒[

۲
۳

۳
۴] ∣A∣ = −۱

A =−۱
   =

−۱
۱

[
۴
−۳

−۳
۲ ]   [

−۴
۳

۳
−۲]
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32

A =      ⇒ ∣A∣ = ۱
⎣

⎡۱
۰
۰

۰
۱
۰

۰
۰
۱⎦

⎤

k∣kA∣ = k(k ∣A∣) = k × ۱ = ۶۲۵⇒ k = ±۵۳ ۴

33

∣A∣ = ∣A∣(∣A∣ − ۲) + ۱(۲) ⇒ ∣A∣ −۲ ۳∣A∣ + ۲ = ۰⇒   {
∣A∣ = ۱
∣A∣ = ۲

34
∣A∣ = ۲ , ∣ −  A ∣ =

۲
۱ ۴ (−  ) ∣A∣ =

۲
۱ ۳

۴ −۲

35

A =    ⇒  A =     

−۱
−۲
۱

[
−۱
−۱

۱
۳]

۵
۱ −۱

⎣

⎡  

۱۰
۱

 

۱۰
۱

−  

۱۰
۱

−  

۱۰
۳ ⎦

⎤

۵A =   ⇒ (۵A) =    =     [
۱۵
۵

−۵
−۵] −۱

−۵۰
۱

[
−۵
−۵

۵
۱۵]

⎣

⎡  

۱۰
۱

 

۱۰
۱

−  

۱۰
۱

−  

۱۰
۳ ⎦

⎤

36
∣A∣ = ۲⇒ ∣A∣A =∣ ∣ ∣A∣ ∣A∣ =۳ ∣A∣ =۴ ۱۶

نادرست37

38
A − ۲I =   −[

۴
۰

۱
۳] ۲   =[

۱
۰

۰
۱]   [

۲
۰

۱
۱]

∣A − ۲I∣ = ۲⇒ (A − ۲I) =−۱
   

۲
۱

[
۱
۰
−۱
۲ ]

39
X = A ×−۱ B ⇒  =[

x
y]    ×

۱
۱

[
۴
−۷

−۱
۲ ]  =[

۴
۱۵]  ⇒[

۱
۲] x = ۱ , y = ۲

40
∣A∣A∣∣ = ∣۴A∣ = ۴ ∣A∣ =۳ ۴۴

41
A =   , X =[

۲
−۴

−۱
۳ ]  , B =[

x
y

]  ⇒[
۴
۲] X = A B =−۱

    =
۲
۱

[
۳
۴

۱
۲] [

۴
۲]   =

۲
۱

[
۱۴
۲۰]  [

۷
۱۰]
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42

B =    , A =     [
۰
−۱

−۱
۰

−۱
−۱] ⎣

⎡−۱
۱
۳

−۴
−۲
۰ ⎦

⎤

AB =       =      

⎣

⎡−۱
۱
۳

−۴
−۲
۰ ⎦

⎤
[
۰
−۱

−۱
۰

−۱
−۱] ⎣

⎡۴
۲
۰

۱
−۱
−۳

۵
۱
−۳⎦

⎤

⇒ ∣AB∣ = ۴(۶) − ۱(−۶) + ۵(−۶) = ۰

43

 =
a′
a

   ⇒
b′
b

=
c′
c

 =
m− ۱
۲

   ⇒
۱

m
=
۳
۱

m(m− ۱) = ۲⇒   {
m = −۱
m = ۲

44
A =   ⇒ ∣A ∣ = ۸−۱ [

۲
۲
−۱
۳ ] −۱

A = (A ) =    

−۱ −۱

۸
۱

[
۳
−۲

۱
۲]

45
A =   ⇒[

۳
۲

−۴
۱ ]  =[

x
y]     =

۳ + ۸
۱

[
۱
−۲

۴
۳] [

۷
۱]  [

۱
−۱]

46
∣۲A∣ = (∣A∣ +۲ ۴) ⇒ (∣A∣ − ۲) =۲ ۰ ⇒ ∣A∣ = ۲

∣A ∣ =−۱
 =

∣A∣
۱

 

۲
۱

47
∣A∣ = (۴− ۹− ۴) − (−۴− ۱۲ + ۳) = −۹ + ۱۳ = ۴, ∣B∣ = −۶

∣A × B∣ + ∣۲I  ∣ =۳ ∣A∣ × ∣B∣ + ۸∣I∣ = −۲۴ + ۸ = −۱۶

48
A =   , B =[

۳
۲

−۵
۱ ]  [

−۱
۸ ]

∣A∣ = ۳ + ۱۰ = ۱۳⇒ A =−۱
   

۱۳
۱

[
۱
−۲

۵
۳]

X =  =[
x
y

] A ×−۱ B =    ×
۱۳
۱

[
۱
−۲

۵
۳]  =[

−۱
۸ ]   =

۱۳
۱

[
−۱ + ۴۰
۲ + ۲۴ ]  [

۳
۲]

⇒ x = ۳, y = ۲

49

 =[۲x ۴x− ۲]   ⇒[۴ y − ۲]   {
۲x = ۴⇒ x = ۲
۴x− ۲ = y − ۲⇒ y = ۸
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50
الف

A =∣ ∣ ۵ A −∣ ∣ ۲۴⇒ A =∣ ∣ ۶

Aماتریس  وارون پذیر است و وارون آن برابر است با:ب

A =−۱
   =

۶
۱

[
۵
−۳

−۸
۶ ]   [

 ۶
۵

−  ۲
۱
−  ۳

۴

۱ ]

پاسخ سؤالات 51 تا 52

51
  =

∣
∣
∣
∣ ۱
m

−۲
۶ ∣

∣
∣
∣

۰  

۰/۲۵( ) ۶ + ۲m = ۰  

۰/۲۵( )
m = −۳ ۰/۲۵( )

52
    = ۱۰ A =    ۰/۲۵

∣
∣
∣
∣ ۱
۲
−۲
۶ ∣

∣
∣
∣ ۰/۲۵( ) −۱

۱۰
۱

[
۶
−۲

۲
۱] ( )

 =  =  ⇒ x = ۱ , y = −۱ ۰/۲۵[
x
y

]

۰/۲۵( )

     

۱۰
۱

[
۶
−۲

۲
۱] [

۳
−۴]

۰/۲۵( )

  [
۱
−۱] ( )

53
A = ۲    = ۲ × ۱۰ = ۲۰ ۰/۵ , B = −۶ ۰/۵ ⇒  B  = ۳۶ ۰/۲۵∣ ∣

∣
∣
∣
∣۱ − ۲
۳ ۴ ∣

∣
∣
∣

( ) ∣ ∣ ( ) ∣
∣ ۲

∣
∣ ( )

⇒ A +  B  = ۲۰ + ۳۶ = ۵۶ ۰/۲۵∣ ∣ ∣
∣ ۲

∣
∣ ( )

54
    =[x ۳] [

۱
−۱

۰
۴] [

۳
−۱]  =

۰/۵( )

    [x− ۳ ۱۲] [
۳
−۱]  =

۰/۵( )

 ۳x− ۲۱[ ] ۰⇒ x = ۷ ۰/۲۵( )

55
{

m− ۲ = ۰⇒ m = ۲
n + ۱ = ۰⇒ n = −۱

B =      ⇒
⎣

⎡۲
۲
۳

۱
۰
−۱

۱
−۱
۲ ⎦

⎤
B =∣ ∣ ۲ −۱ −( ) ۱ ۷ +( ) ۱ −۲ =( ) −۱۱ , A =∣ ∣ ۲

A +∣ ∣ B =∣ ∣ ۲ + −۱۱ =( ) −۹

56
A =   ⇒ A = ۱۳  ۰ , A =    [

۳
۲

−۵
۱ ] ∣ ∣ = −۱

۱۳
۱

[
۱
−۲

۵
۳]

 =     =  ⇒  [
x
y

]
۱۳
۱

[
۱
−۲

۵
۳] [

−۱
۸ ] [

۳
۲] {

x = ۳
y = ۲
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57

BA =       =      

⎣

⎡ ۱
۰
۲

−۱
۱
۳ ⎦

⎤
[
۲
−۱

۴
۳

۱
۲]

⎣

⎡ ۳
−۱
۱

۱
۳
۱۷

−۱
۲
۸ ⎦

⎤

BA = ۳ −۱۰ − ۱ −۱۰ − ۱ −۲۰ = ۰∣ ∣ ( ) ( ) ( )

58
A =   , A =[

۳
−۱

−۴
۲ ] ∣ ∣ ۲⇒ A =−۱

   

۲
۱

[
۲
۱

۴
۳]

=[
x
y

]     =
۲
۱

[
۲
۱

۴
۳] [

۱
۱]  ⇒[

۳
۲] x = ۳ , y = ۲

59
A =∣ ∣ ۰⇒ ۲m− ۴ = ۰⇒ m = ۲

60

 =
۴
m

  =
m + ۴
۳

�  ⇒
۲
−۳

m(m + ۴) − ۱۲ = ۰⇒   {
m = −۶ غ ق ق
m = ۲ ق ق

61
     = ۰  m− ۳ m + ۱ − ۱۲  = ۰  m  = ۵, m  = −۳ ۰/۲۵

∣
∣
∣
∣m− ۳

۴
۳

m + ۱∣∣
∣
∣
�

۰/۲۵( )
( ) ( ) �

۰/۲۵( )
� � ( )

m ∈ R− {۵,−۳} ۰/۲۵( )

مکان هندسی نقاطی که از  و  به یک فاصله اند، عمودمنصف پاره خط  است، این خط را  می نامیم. مکان هندسی نقاطی که62

از نقطۀ  و  به یک فاصله باشد، عمودمنصف پاره خط  است، این خط را  می نامیم.

( بنابراین نقطۀ برخورد خطوط  و  جواب مسئله است. (نقطۀ 

اگر خطوط  و  متقاطع باشند مسئله یک جواب دارد.

اگر خطوط  و  منطبق باشند مسئله بی شمار جواب دارد.

اگر خطوط  و  موازی باشند مسئله جواب ندارد.

ABABd

CDCDd′

dd′E

dd′

dd′

dd′

مکان هندسی نقاطی از صفحه که از نقطۀ  به فاصلۀ ثابت ۳ سانتی متر هستند، دایره ای به مرکز  و شعاع ۳ سانتی متر است.63

مکان هندسی نقاطی از صفحه که از خط  به فاصلۀ ۴ سانتی متر باشند، دو خط موازی با  و در طرفین خط  است. اشتراک این دو

مکان هندسی را در نظر می گیریم.

اگر دایره دو خط موازی را قطع نکند، جوابی نخواهد داشت.

اگر دایره بر یکی از خطوط موازی مماس باشد، یک جواب دارد.

اگر دایره یکی از دو خط موازی را قطع کند دو جواب خواهد داشت.

AA

ddd
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مکان هندسی نقاطی که از نقاط  و  به یک فاصله اند: عمودمنصف پاره خط  است.64

مکان هندسی نقاطی که از نقاط  و  به یک فاصله اند: عمودمنصف پاره خط  است.

محل برخورد دو عمودمنصف، جواب مسأله است.

حالت های ممکن: یک جواب، بدون جواب، بی شمار جواب

ABAB

CDCD

مکان هندسی نقاطی که از دو نقطه  و  به یک فاصله اند عمودمنصف پاره خط  است این خط را رسم می کنیم و  می نامیم.65

مکان هندسی نقاطی که از خط  به فاصله 3 سانتی متر هستند دو خط  و  می باشند که موازی  هستند. محل برخورد دو خط

 و  با خط  جواب مسأله است.

الف- اگر خط  دو خط  و  را قطع کند مسئله دو جواب دارد.

ب- اگر خط  بر یکی از دو خط  یا  منطبق باشد مسئله بی شمار جواب دارد.

پ- اگر خط  هیچ یک از دو خط  و  را قطع نکند مسئله جواب ندارد.

ABABl

dd′d′′d

d′d′′l

ld′d′′

ld′d′′

ld′d′′

مکان هندسی نقاطی که از  و  به یک فاصله  اند، عمودمنصف پاره خط  است. و مکان هندسی نقاطی که از نقطۀ  به فاصله66

۳ واحد باشد، دایره  ای به مرکز  و شعاع ۳ است، بنابراین نقطۀ برخورد خط عمودمنصف  و دایره جواب مسئله است. (نقاط  و

(

الف) اگر خط عمودمنصف  و دایره یکدیگر را در دو نقطه قطع کنند مسئله دو جواب دارد.

ب) اگر مماس شوند مسئله یک جواب دارد.

پ) در صورتی که یکدیگر را قطع نکنند مسئله جواب ندارد.

ABABC

C(d)D

E

(d)

مکان هندسی نقاطی که از  و  به یک فاصله اند، عمودمنصف پاره خط  و مکان هندسی نقاطی که از نقطۀ  به فاصلۀ 3 واحد67

( باشد، دایره ای به مرکز  و شعاع 3 است، بنابراین نقطۀ برخورد خط عمودمنصف  و دایره، جواب مسئله است. (نقاط  و 

اگر خط عمودمنصف  و دایره یکدیگر را در دو نقطه قطع کنند مسئله دو جواب دارد، اگر مماس شوند مسئله یک جواب دارد و

درصورتی که یکدیگر را قطع نکنند مسئله جواب ندارد.

ABABC

Cd( )DE

d( )
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مکان هندسی نقاطی که از A به فاصله ۲ سانتی متر باشد، یک دایره به مرکز A و شعاع ۲ سانتی متر است. این دایره را رسم می کنیم.68

نقاطی که از خط d به فاصله ۳ سانتی متر باشد دو خط  و  در طرفین خط  و به موازات  است؛ این دو خط را رسم می کنیم.

محل برخورد دو خط  و  با دایره مطابق شکل جواب مساله است.

اگر یکی از دو خط  يا  دایره را قطع کند، مسأله ۲ جواب دارد.

اگر یکی از دو خط  یا  بر دایره مماس باشد، مسأله 1 جواب دارد.

اگر هیچ یک از دو خط  يا  دایره را قطع نکند، مسأله جواب ندارد.

d′d′′dd

d′d′′

d′d′′

d′d′′

d′d′′

69

Lمکان هندسی مطلوب خطی است موازی خط  با فاصله برابر با شعاع توپ.

پاسخ سؤالات 70 تا 71

)۰/۲۵درست 70 )

)۰/۲۵درست 71 )

پاسخ سؤالات 72 تا 73

، مکان هندسی نقاطی که از دو خط متقاطع به یک  فاصله باشند، نیمساز زاویۀ بین آن دو خط است.72 )۰/۵درست  )

، صفحه ای با مولد سطح مخروط دواری، موازی است و از رأس آن عبور نمی کند، فصل مشترک این صفحه و سطح73 نادرست 

مخروطی، یک سهمی است.

۰/۵( )

http://https://notruphil.com/


نوتروفیل
 WWW.NOTRUPHIL.COM NOTRUPHIL

11/29لرنیتو 1403

74

OH =  =  =  

 ۲ + ۱۲ ۲

۲ −۱ + ۱ −۱ − ۲∣ ( ) ( ) ∣

 ۵
۵

۵

AOH H = ۹۰ : OH + AH = OA ⇒  + ۲ = r( ) ۲ ۲ ۲ ( ۵)
۲

۲ ۲

r = ۳⇒ x + ۱ + y + ۱ = ۹( )۲ ( )۲

روش اول:75

دلتای معادلۀ اخیر مثبت است، بنابراین دو ریشۀ متمایز دارد که طول نقاط تقاطع است. پس خط و دایره متقاطع اند.

روش دوم:

پس خط و دایره متقاطع اند.

x + y = ۳⇒ y = ۳− x

x + y − ۲y − ۳ = ۰⇒ x + (۳− x) − ۲(۳− x) − ۳ = ۰۲ ۲ ۲ ۲

⇒ ۲x − ۴x = ۰۲

x + y − ۲y − ۳ = ۰⇒    

۲ ۲
⎩
⎨
⎧O(۰ , ۱)

r =   = ۲
۲
۱

۴ + ۱۲

OH =  =  < ۲
 ۱ + ۱

∣۰ + ۱− ۳∣
۲

76

(x− ۲) + (y − ۳) = ۱۶⇒   

۲ ۲ {
O (۲ , ۳)′

r = ۴′

d = OO =  =  

′ (۰− ۲) + (۱− ۳)۲ ۲ ۸

∣r − r ∣ = d⇒ ∣r − ۴∣ =  ⇒ r = ۴ ± ۲  

′ ۸ ۲

(x− ۰) + (y − ۱) = (۴ ± ۲  )۲ ۲ ۲ ۲

77
O(−  , − ) =

۲
a

۲
b

(  ,  ) =
۲
۲

۲
۶

(۱ , ۳)

78

چون شعاع دایره بزرگ تر از فاصله مرکز دایره تا خط می باشد، پس خط و دایره متقاطع هستند.

O(۲,−۲) , r = ۳ , d =  =
 ۹ + ۱۶

∣۳ × ۲ + ۴(−۲)∣
 

۵
۲
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79

OH =  =
 ۹ + ۱۶

∣۳(۰) + ۴(۱) + ۶∣
۲

AB = ۲  ⇒۵ AH =  ⇒۵ R = ۳

(x− ۰) +۲ (y − ۱) =۲ ۹

x = ۰⇒   {
y = ۴⇒ (۰, ۴)

y = −۲⇒ (۰,−۲)

80

بنابراین دو دایره متقاطع هستند: 

(x− ۱) +۲ (y + ۲) =۲ ۱⇒ O(۱,−۲) , R = ۱

x + y + ۶x + ۲y − ۶ = ۰⇒ O (−۳,−۱) , R = ۴۲ ۲ ′ ′

d = OO =  

′ ۱۷

۳ <  <۱۷ ۵

روش اول:81

روش دوم: با استفاده از رسم شکل و پیدا کردن شعاع و نوشتن معادله دایره

OH =  =
 ۱ + ۰۲ ۲

∣۱ + ۳∣
۴ , OH = R , (x− ۱) +۲ y =۲ ۱۶

82
x + y + ۲x− ۴y + ۱ = ۰ : O(−۱ , ۲) , r = ۲۲ ۲

(x− ۲) + (y + ۱) = m : O (۲ , −۱) , r = m۲ ۲ ۲ ′ ′

OO = ۳  

′ ۲

OO = r + r ⇒ m + ۲ = ۳  ⇒ m = ۳  − ۲′ ′ ۲ ۲

83
(x + ۱) + (y − ۱) = ۲⇒ O (−۱ , ۱) , r =  

۲ ۲ ′ ′ ۲

(x− ۱) + (y + ۱) = ۲− c ⇒ O(۱ , −۱) , r =  

۲ ۲ ۲− c

OO = ۲  

′ ۲

OO = r + r ⇒ ۲  =  +  ⇒ c = ۰′ ′ ۲ ۲ ۲− c
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فاصلۀ مرکز دایره تا خط مماس بر دایره برابر است با:84

. معادلۀ دایره برابر است با 

r =  =
 ۴ + ۳۲ ۲

∣۳(۲) + ۴(۱) + ۵∣
 =

۵
۱۵

۳

(x− ۲) +۲ (y − ۱) =۲ ۹

85
r =  =

 ۳ + (−۴)۲ ۲

∣۳ × ۰− ۴(۳) − ۳∣
۳⇒ (x− ۰) +۲ (y − ۳) =۲ ۹

86

خط و دایره در دو نقطه متقاطع هستند.

(x− ۱) + (y − ۱) = ۴ , O(۱, ۱) , r = ۲۲ ۲

d =  =  

 ۱ + ۱۲ ۲

∣۱ + ۱− ۱∣
۲

 ۲

d < r

87

دو دایره متقاطع هستند.  

O ۰, ۰ , O ۱, ۰ r = ۲ , r =  ( ) ′ ( ) ′ ۵

OO =  = ۱⇒ r − r =  − ۲ < OO < r + r =  + ۲′ ۱ + ۰۲ ∣ ′∣ ۵ ′ ′ ۵

مرکز و شعاع دایرۀ  برابر است با  و 88

. فاصلۀ دو مرکز برابر  و 

دو دایره بیرون یکدیگرند (متخارج اند).

x +۲ y −۲ ۶x− ۲y + ۹ = ۰⇒ (x− ۳) +۲ (y − ۱) =۲ ۱r =′ ۱o =′ (۳, ۱)

d = oo =′  =(۳) + (۱)۲ ۲
 ۱۰d > r + r =′ ۲

89
الف

O(−  ,−  ) =
۲
a

۲
b

(۲,−۱) , R =   =
۲
۱

a + b − ۴c۲ ۲ ۳

خیر، زیرا:ب

(۰) +۲ (۳) +۲ ۲(۳) − ۴(۰) − ۴  ۰=

90

شیب خط مماس برابر است با:  

x +۲ y −۲ ۲x− ۲y = ۳⇒ (x− ۱) +۲ (y − ۱) =۲ ۵⇒ O = (۱, ۱)

m =OA  =
۲− ۱
۳− ۱

۲

m =′ −  =
m
۱

 

۲
−۱

y − ۳ =  (x−
۲
−۱

۲) ⇒ y =  x +
۲
−۱

۴
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91
R =  =

 ۳ + ۴۲ ۲

۳ × ۱ + ۴ × ۲− ۱∣ ∣
۲ , x− ۱ +( )۲ y − ۲ =( )۲ ۴

92
x + y + ax + by + c = ۰۲ ۲

⇒ (x + ax +  ) + (y + by +  ) = −c +  +  

۲
۴
a۲

۲
۴
b۲

۴
a۲

۴
b۲

(x +  ) + (y +  ) =  ⇒ r =
۲
a ۲

۲
b ۲

۴
a + b − ۴c۲ ۲

۲
۴

a + b − ۴c۲ ۲

⇒ r =  

۲
 a + b − ۴c۲ ۲

OHABاز مرکز دایره بر وتر عمود می کنیم عمود  وتر  را نصف می کند.93

AH =  AB =
۲
۱

۳

OH =  =
 ۹ + ۱۶

∣۳(۲) − ۴(−۱) + ۱۰∣
۴

OA =۲ OH +۲ AH ⇒۲ r =۲ (۴) +۲ (۳) =۲ ۲۵ , (x− ۲) +۲ (y + ۱) =۲ ۲۵

OHABاز مرکز دایره بر وتر عمود می کنیم عمود  وتر  را نصف می کند.94

OH =  =  =  

 ۱ + ۱
∣x + y − ۲∣

 ۲
∣۰ + ۱− ۲∣

۲
 ۲

OA = OH + AH ⇒ OA =  +  =  = R۲ ۲ ۲ ۲ (
۲

 ۲
)

۲

( ۲)
۲

۴
۱۰ ۲

(x− ۰) + (y − ۱) =  

۲ ۲
۴
۱۰
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95

d =  =
 ۳ + (−۴)۲ ۲

∣۳ × ۲− ۴(−۳) + ۲∣
۴

R =  =۳ + ۴۲ ۲ ۵ ⇒ (x− ۲) +۲ (y + ۳) =۲ ۲۵

96

  

a = ۲b⇒ c = a − b = ۴b − b = ۳b ⇒ c =  b۲ ۲ ۲ ۲ ۲ ۲ ۳

tan B  =  =  =  =  ⇒ B  = ۶۰۱ OB
OF

b
c

b
 b۳

۳ ۱
∘

⇒ F F = ۲ × ۶۰ = ۱۲۰B̂ ′ ∘

97
OM = OA = a

: OF + M F = OMOMF
Δ

۲ ۲ ۲

⇒ c + M F = a ⇒ M F = a − c = b ⇒ M F = b۲ ۲ ۲ ۲ ۲ ۲ ۲

98
الف

⇒{
۲a = ۱۰⇒ a = ۵
۲b = ۶⇒ b = ۳ a =۲ b +۲ c ⇒۲ c = ۴ ,  =

a
c

 

۵
۴

ب
A(۵ , ۰) , A (−۵ , ۰) , F (۴ , ۰) , F (−۴ , ۰) , B(۰ , ۳) , B (۰ , −۳)′ ′ ′

پ
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99
 =  

a
c

۵
۴

 =  =  =  =  

S  

OAB ′
Δ

S  

OBF ′
Δ

 OB × OA
۲
۱ ′

 OB × OF
۲
۱ ′

 ba
۲
۱

 bc
۲
۱

a
c

۵
۴

مجموع  کمترین مقدار است بنا به خاصیت کوتاه ترین مسیر، داریم: 100

ازطرفی:  و  مورب، درنتیجه  نتیجه می شود 

. مثلث  متساوی الساقین است یعنی 

M F + M F ′
 =M̂ ۱  M̂ ۲

M F ∣∣N F ′d=N̂  M̂ ۱=N̂  M̂ ۲

M N F ′M F =′ N F ′

نقاط  و  روی بیضی قرار دارد، باتوجه به تعریف بیضی:101

) برابری سه ضلع همنهشت هستند، دو مثلث  و  بنا به حالت (

، مثلث  متساوی الساقین است و  یعنی  روی عمودمنصف پاره درنتیجه دو زاویه 

خط  (قطر کوچک بیضی) است.

AB

AF + AF =′ ۲a = BF + BF  

′ AF =BF′

AF = BF ′

AF F ′BF F ′AF = BF , AF =′ ′ BF , F F =′ F F ′

A F =F̂ ′ B FF ′^M F F ′M F = M F ′M

F F ′

Mنقطه  روی بیضی قرار دارد، بنا به تعریف بیضی:102

M F + M F = ۲a = ۱۴⇒ a = ۷′

 =   c = ۱
a
c

۷
۱ a=۷

a = b + c ⇒ b = ۴  

۲ ۲ ۲ ۳

103
Fالف F =′ ۴ , O(۱ , ۳)

yب = ۳
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پ

OB =  =  

′ OA −OF۲ ۲ ۵

S =  OB × F F = ۲  

۲
۱ ′ ′ ۵

104
الف

در مثلث  میانۀ وارد بر یک ضلع  نصف ضلع روبه رو است. درنتیجه مثلث  قائم الزاویه است.

⇒{
۲a = ۱۰ ⇒ a = ۵
۲b = ۶ ⇒ b = ۳ a =۲ b +۲ c ⇒۲ c = ۴

M F F ′M O =  F F
۲
۱ ′M F F ′

ب
M F + M F =′ ۲a = ۱۰ ⇒ M F =′ ۱۰−M F

M F +۲ M F =′۲ F F ⇒′۲ M F +۲ (۱۰−M F ) =۲ ۸ ⇒۲ M F = ۵−  ۷

نقطۀ  روی بیضی قرار دارد، بنا به تعریف بیضی: 105

در مثلث قائم الزاویۀ  بنا به قضیۀ فیثاغورس داریم:

DDF + DF =′ ۲a

DF F ′

DF + F F = DF ⇒ DF + (۲c) = (۲a −DF )۲ ′۲ ′۲ ۲ ۲ ۲

DF =   DF =  

a
a − c۲ ۲

a −c =b۲ ۲ ۲

a
b۲

106
الف

⇒{
a = ۵
b = ۴ c =۲ ۲۵− ۱۶⇒ c = ۳⇒ A F =′ ۸

ب

S  =△  (۵ +
۲
۱

۳) × ۴ = ۱۶

107
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الف
a =  c ⇒  c = ۹ + c ⇒ c = ۴

۴
۵

۱۶
۲۵ ۲ ۲

F F = ۲c = ۸′

ب
a = ۵⇒ A(۱,−۱) , A(−۹,−۱)

108
فرم استاندارد سهمی به صورت  است.الف

سهمی قائم و دهانۀ آن رو به بالا باز می شود. رأس سهمی نقطۀ  است و  است. مختصات کانون آن نقطۀ

 است. معادلۀ خط هادی سهمی به صورت  است.

x + ۴ =( )۲ ۴ y + ۴( )

A −۴,−۴( )a = ۱
F −۴,−۴ + ۱ =( ) −۴,−۳( )y = −۴− ۱ = −۵

Bنقاط کمکی  و ب −۲,−۳( )B −۶,−۳′ ( )

. ازطرفی109 بنا به تعریف سهمی  و لذا مثلث  متساوی الساقین است، پس 

. از دو رابطۀ اخیر نتیجه  و  خط مورب می باشد، پس بنابر قضیۀ خطوط موازی و مورب 

می شود که  نیمساز زاویۀ  می باشد.

با استفاده از قضیۀ نیمساز در مثلث  داریم:

M T = M FM F TM F =T̂ M TF̂

F H ∥ M TF TM F =T̂ T HF̂

TFN HF̂

F HN

 =
F H
N F

 ⇒
TH
N T

 =
۲F A
N F

 ⇒
T H
N T

 =
F A
N F

 

TH
۲N T
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باتوجه به جایگاه کانون و معادله خط هادی، سهمی قائم و دهانه آن به سمت پایین می باشد.110

فاصله کانونی سهمی برابر با  است.

معادله آن برابر است با: 

معادله خط هادی سهمی  است.

a = AF = ۴
(x− ۱) =۲ −۱۶(y − ۲)

y = ۶

نصف می شود:111

 =
a
a′

 =
 

۴h
b۲

 

۴(۲h)
b۲

 

۲
۱

112

⇒{
y + ۷x + ۵ = ۰۲

x + y = ۲۵۲ ۲ x +۲ (−۷x− ۵) = ۲۵ ⇒ x −۲ ۷x− ۳۰ = ۰

x = −۳ , x = ۱۰

{
x = −۳ ⇒ y = ۱۶ ⇒ y = ±۴ ⇒ (−۳, ۴) , (−۳,−۴)۲

x = ۱۰ ⇒ y = −۷۵ ۲ غ ق ق

113
باتوجه به جایگاه رأس و معادله خط هادی، سهمی افقی و دهانه آن به سمت چپ می باشد. در این سهمی  و معادله آنالف

برابر است با: 

a = ۱
(y − ۳) =۲ −۴(x− ۲)

مختصات کانون سهمی:ب

F (−a + h, k) = (−۱ + ۲, ۳) = (۱, ۳)

مختصات محل برخورد با محور طول ها برابر است با:پ

y = ۰ ⇒ x = −  , (−  , ۰)
۴
۱

۴
۱

114

تذکر:  در معادلۀ سهمی صدق نمی کند، بنابراین قابل قبول نیست.

y = ۴ x− ۱ ⇒ S ۱, ۰ , a = ۱ , F ۲, ۰۲ ( ) ( ) ( )

x− ۲ + y = ۹ ,   ⇒ x = ±۳( )۲ ۲ {
y = ۴x− ۴۲

y = −x + ۴x + ۵۲ ۲

M ۳, ۲  , M ۳,−۲  ( ۲) ′ ( ۲)

x = −۳

115
الف

. ، خط هادی  و کانون سهمی  دهانۀ سهمی به چپ و 

y −۲ ۲y + ۱ = −۸x− ۹ + ۱ ⇒ (y − ۱) =۲ −۸(x + ۱) ⇒ A(−۱, ۱)

a = ۲x = ۱F (−۳, ۱)
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، ب Bنقاط کمکی:  = (−۳, ۵)B =′ (−۳,−۳)

116
اگر قطر دهانۀ دیش را با  و گودی را با  نمایش دهیم، فاصلۀ کانونی برابر  است.

 و  با جایگذاری در رابطۀ فوق داریم:

(اگر رابطۀ فوق به صورت  نوشته شود درست است)

۲bha =  

۱۶h
۴b۲

h = ۹۲b = ۶۰

a =  =
۱۶h

(۲b)(۲b)
 =

۱۶(۹)
۶۰ × ۶۰

۲۵

a =  =
۴h
b۲

 =
۴(۹)
(۳۰)۲

۲۵

باتوجه به جایگاه رأس و کانون این سهمی در دستگاه مختصات خواهیم داشت:117

سهمی روبه پایین و  است.

معادلۀ سهمی: 

معادلۀ خط هادی: 

a = ۴
(x− ۱) =۲ −۱۶(y − ۲)

y = ۶

118
y = ۴ x− ۱ ⇒ S ۱, ۰ , F ۲, ۰۲ ( ) ( ) ( )

x− ۲ + y = ۹ ,  ⇒  ( )۲ ۲ {
y = ۴x− ۴۲

y = −x + ۴x + ۵۲ ۲ {
x = ۳ قق
x = −۳ غقق

M ۳, ۲  , M ۳,−۲  ( ۲) ′ ( ۲)

119
=a ۳, ۲,−۱ ⇒( ) r −b =a ۲ − =b a ۶, ۲,−۲ − ۳, ۲,−۱ =( ) ( ) ۳, ۰,−۱( )

120
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121

122
، مختصات وسط  برابر با  و فاصله تا مبدا مختصات  است. A(۰مختصات نقطه  , ۰ , ۳)ABM (  , ۰ , ۲)

۲
۱

 

۲
 ۱۷

پاسخ سؤالات 123 تا 124

123
ها است. ها است. معادلۀ  معادلۀ صفحۀ  که شامل محور  }  محور 

x = ۰
z = ۰yx = ۰yzy

124
+a ۲ =b ۲,−۱,۳ +( ) ۲ ۱, ۲, ۰ =( ) ۴,۳,۳( )

+ ۲  =
∣
∣
∣
a b

∣
∣
∣

 =۱۶ + ۹ + ۹  ۳۴

125

رسم نمودار:126

درست127

ها128 yعرض ها یا محور 

129
CDFالف G
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ب

⎩⎪
⎨
⎪⎧۰ ≤ x ≤ ۲

y = ۴
z = ۳

D(۲پ , ۴ , ۳)

yت = ۲

 و  است.130

مختصات وسط پاره خط  برابر است با:

A = (۲, ۰, ۰)B = (۰,−۳, ۴)

AB

M = (  ,  ,  ) =
۲

۲ + ۰
۲

۰ + (−۳)
۲

۰ + ۴
(۱,  , ۲)

۲
−۳

OM =  =۱ +  + ۴
۴
۹

  

۴
۲۹

131
الف

A = (۲, ۰, ۰) , B = (۱, ۰,۳)

ب
AB =  =(۲− ۱) + (۰, ۰) + (۰− ۳)۲ ۲ ۲

 ۱۰

پ
M = (  ,  ,  ) =

۲
۲ + ۱

۲
۰ + ۰

۲
۰ + ۳

(  , ۰,  )
۲
۳

۲
۳

پاسخ سؤالات 132 تا 134

132b = −۳

ها133 zمحور 

134. Aنقطۀ  و مختصات وسط  برابر است با  = (۰, ۲,۳)AB(−۲, ۴, ۰)

135
aبردار  در ناحیه ۵ واقع است.الف

ب
۲ −a =b (۲, ۲,−۱) ⇒ ∣۲ −a ∣ =b  =۴ + ۴ + ۱  =۹ ۳

yنقاط A و B، زیرا در این دو نقطه  و  است.136 = ۲z = ۱

137
الف

A ۰, ۴,۳( )
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ب

AD :   CDF G :
⎩
⎨
⎧۰ ≤ x ≤ ۲

y = ۴
z = ۳

  

⎩
⎨
⎧ x = ۲
۰ ≤ y ≤ ۴
۰ ≤ z ≤ ۳

138
zالف = ۴

محور yهاب

پ
Aنقطۀ  و مختصات وسط AB برابر است با:  = (۲, ۰, ۰)(−۱,۳,  )

۲
−۳

139
× = (−۱,−۱, ۱) ۰/۲۵a b ( )

S =  ×  =  =  

∣
∣
∣a b

∣
∣
∣ ۱ + ۱ + ۱ ۳

140
الف

cos θ =  =
  ∣a∣

∣
∣
∣
b

∣
∣
∣

.a b
 =  ⇒

۳  ۲
۳

۲
 ۲

θ =  

۴
π

ب
×a =b ۲,−۱, ۲ × ۱,−۱, ۰ =( ) ( ) ۲, ۲,−۱( )

141
+ = ۲,−۳, ۶b c ( )

=  ( + ) =  ۲,−۳, ۶ =  ۲,−۳, ۶a′

 ( + )  

∣
∣
∣ b c

∣
∣
∣۲

.( + )a b c
b c

۴۹
−۱,−۳, ۰ ۲,−۳, ۶( ) ( )

( )
۷
۱

( )

142
. = ۰⇔a b   cos θ = ۰  cos θ = ۰⇔∣a∣

∣
∣
∣
b

∣
∣
∣

 =۰∣b∣�
 ⟷

 =۰∣a∣�
θ =  

۲
π

143
S =  ∣۲ × ( + )∣ =  ∣۲ × + ۲ × ∣

۲
۱

a a b
۲
۱

a a a b

S =  ∣۰ + ۲ × ∣ = ∣ × ∣ = ∣∣ ∣∣ ∣ sinθ∣ = ۵ × ۵ ×  =  

۲
۱

a b a b a b
۲

 ۲
۲

۲۵  ۲

144
= − = (−۲ , ۱ , ۲)d a b

=  =  (−۲ , ۱ , ۲) = (  ,  ,  )a′
∣ ∣d ۲

.a d
d

(−۲) + ۱ + ۲۲ ۲ ۲

(−۲− ۳ + ۸)
۳
−۲

۳
۱

۳
۲
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145

× =      =   −      +     a b

∣
∣
∣
∣
∣
∣ i
۳
۱

j
−۱
۲

k
۲
−۱∣∣

∣
∣
∣
∣

i
∣
∣
∣
∣−۱

۲
۲
−۱∣∣

∣
∣

j
∣
∣
∣
∣۳
۱

۲
−۱∣∣

∣
∣

k
∣
∣
∣
∣۳
۱
−۱
۲ ∣

∣
∣
∣

× = −۳ + ۵  + ۷ = (−۳ , ۵ , ۷)a b i j k

146
. = ∣ ∣∣ ∣ cos θ ⇒ ۱۲ = ۱۰ × ۲ × cos θ ⇒ cos θ =  a b a b

۵
۳

sinθ =  = حاده است)  θ)۱− (  )
۵
۳ ۲

۵
۴

∣ × ∣ = ∣ ∣∣ ∣ sinθ = ۲ × ۱۰ ×  = ۱۶a b a b
۵
۴

147
=u +a =b (۱, ۱, ۱)

=v ۲ −c =b (۳,−۴, ۰) ⇒ ∣ ∣ =v ۵ , . =u v −۱

=u′  ⇒
∣ ∣v ۲

.u v
v =u′ (−  ,  , ۰)

۲۵
۳

۲۵
۴

148

.

=u −a  =j (−۲,−۱, ۱) , ×u =b     =

∣
∣
∣
∣
∣
∣ i
−۲
۱

j
−۱
−۲

k
۱
۳∣

∣
∣
∣
∣
∣

− +i ۷  +j ۵ k

×  =
∣
∣
∣

u b
∣
∣
∣

 ۷۵

S =  

۲
۵ ۳

149

V = ۰ ⇒ ∣ .( ×a b )∣ =c ۰ ⇒      =

∣
∣
∣
∣
∣
∣m

۱
۱

−۱
−۱
m

۱
۱
−۱∣

∣
∣
∣
∣
∣

۰ ⇒ m −۲ ۲m + ۱ = ۰ ⇒ m = ۱

150
. =a b ∣ ∣∣ ∣ cos θ ⇒a b ۲m = (  )(۲  )(  ) ⇒m + ۴۲ ۲

۲
۱

۴m =۲ ۲m +۲ ۸

⇒ m =۲ ۴ ⇒   {
m = ۲  ق ق 
m = −۲  غ ق ق 
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151. روش اول: بردار  با بردار  موازی است، 

روش دوم: در مثلث قائم الزاویه، زاویه بین دو بردار  و  را  می نامیم، 

a′b∥a′ ⇒b =a′ kb

( − )⊥ ⇒ ( − ). = ۰⇒ . − (k ). = ۰⇒ k =  a a′ b a a′ b a b b b
∣ ∣b ۲

.a b

⇒ = k =  a′ b
∣ ∣b ۲

.a b
b

abθcos θ =  ⇒
∣ ∣a
∣ ∣a′

∣ ∣ =a′ ∣ ∣ cos θa

= k ⇒ ∣ ∣ = k∣ ∣ ⇒ k =  =  =  =  a′ b a′ b
∣ ∣b

∣ ∣a′

∣ ∣b

∣ ∣ cos θa

∣ ∣b ۲

∣ ∣∣ ∣ cos θb a

∣ ∣b ۲

.a b

 =  

∣ ∣=ka′ b
a′

∣ ∣b ۲

.a b
b

حجم متوازی السطوح برابر با حاصل ضرب ارتفاع در مساحت قاعده است.152

حجم متوازی السطوح برابر  است.

مساحت قاعده این متوازی السطوح که توسط بردارهای  و  تولید می شود برابر با  است.

درنتیجه: 

∣ .( ×a b )∣ =c ∣(۱ , ۱ , ۰).(۱ , ۱ , −۱)∣ = ۲
bc∣ ×b ∣ =c  ۳

h =  =
∣ × ∣b c

∣ .( × )∣a b c
 

 ۳
۲

153
× = ⇒ ∥ ⇒ = (۴k , −۴k , ۲k)a b ۰ b a b

∣ ∣ = ۶∣k∣ = ۱۲⇒ k = ±۲⇒ k = −۲⇒ = (−۸ , ۸ , −۴)b b

154
. =a b ∣ ∣∣ ∣ cos θ ⇒a b ۳ = ۳  cos θ ⇒۲ cos θ =  ⇒

 ۲
۱

θ = ۴۵
∘

155
= ra b

=  =  =  = r =a
′

∣ ∣b ۲

.a b
b

∣ ∣b ۲

(r ).b b
b

∣ ∣b ۲

r∣ ∣b ۲
b b a

156

cos θ =  ⇒ −  =  ⇒  = ۱
∣ ∣∣ ∣a b

.a b
۲

 ۲
 ×  ۲ ۴ + ۱ + n۲

۲− n

 n + ۵۲

n− ۲

n + ۵ = n − ۴n + ۴⇒ n = −  

۲ ۲
۴
۱
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157

راه حل دوم برای محاسبۀ  می تواند به صورت زیر باشد:

( ×b ) =c (۶, ۴,−۴)

v = ∣ .( ×a b )∣ =c ∣(۱, ۰,−۱).(۶, ۴,−۴)∣ = ۱۰

v

v = ∣ .( ×a b )∣ =c    =

∥
∥
∥
∥
∥
∥ ۱
۰
۲

۰
۲
−۳

−۱
۲
۰ ∥

∥
∥
∥
∥
∥

۱۰

158

با استفاده از اتحاد لاگرانژ هم مسأله را می توان حل کرد.

. =a b ∣ ∣∣ ∣ cos θ ⇒a b ۱۰ = ۳ × ۵ cos θ ⇒ cos θ =  , sinθ =
۳
۲

 

۳
 ۵

∣ ×a ∣ =b ∣ ∣∣ ∣ sinθ =a b ۵  ⇒۵ S  =Δ  ∣ ×
۲
۱

a ∣ =b  

۲
۵  ۵

159
⊥ ⇒a b . =a b ۰⇒ ۲(m + ۱) + ۳m− ۲ = ۰⇒ m = ۰

160

. =a b ۰⇔ ∣ ∣∣ ∣ cos θ =a b ۰  ⟷
∣ ∣  ۰ , ∣ ∣  ۰a = b =

cos θ = ۰⇔ θ =  

۲
π

161
= (۱ , ۲ , ۱) , = (−۳ , ۲ , −۳)AB AC

× = (−۸ , ۰ , ۸) , S  =  ∣ × ∣ = ۴  AB AC
ABC
Δ ۲

۱
AB AC ۲

162
∣۲ ×a ∣ =b ∣۲ ∣∣ ∣ sin۳۰ =a b

∘
۲(۶)(۴)(  ) =

۲
۱

۲۴

163
الف

= (۲ , ۳ , −۱) , = (۱ , ۰ , ۱)a b

. = ∣ ∣∣ ∣ cos θ ⇒ ۱ =   cos θ ⇒ cos θ =  a b a b ۱۴ ۲
۲  ۷
۱

ب

=d −b =c (۱ , −۲ , ۰) , =a′  =
∣ ∣d ۲

.a d
d (۱ , −۲ , ۰)

۵
−۴

پاسخ سؤال 164

صفر164
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165
∣ × ∣ = ∣ ∣∣ ∣ sinθ ⇒ ۷۲ = ۳(۲۶) sinθ ⇒ sinθ =  a b a b

۱۳
۱۲

cos θ =  ⇒ . = ∣ ∣∣ ∣ cos θ = ۳(۲۶)  = ۳۰
۱۳
۵

a b a b
۱۳
۵

166
الف

. =a b ۲ + ۱ + ۰ = ۳ cos θ =  =
∣ ∣∣ ∣a b

.a b
 =

۳  ۲
۳

 ⇒
 ۲

۱
θ = ۴۵∘

ب
a×بردار عمود بر دو بردار:  b

×a =b (۲,−۱, ۲) × (۱,−۱, ۰) = (۲, ۲,−۱)

167
.( × ) = ۰⇒ (۰, m,−۱).(۳,−۳,−۳) = ۰b a c

⇒ −۳m + ۳ = ۰⇒ m = ۱

روش اول:168

روش دوم:

∣ × ∣ = ∣ ∣∣ ∣ sinθ ⇒ sinθ =  =  ⇒ cos θ = ±  a b a b
۳ × ۲۶
۷۲

۱۳
۱۲

۱۳
۵

 cos θ =  ⇒ . = ∣ ∣∣ ∣ cos θ = ۳۰
θ<۹۰

۱۳
۵

a b a b

∣ × ∣ + ( . ) = ∣ ∣ ∣ ∣ ⇒ ۷۲ + ( . ) = ۳ × ۲۶a b ۲ a b ۲ a ۲ b ۲ ۲ a b ۲ ۲ ۲

( . ) = ۹۰۰⇒ ( . ) = ±۳۰  ( . ) = ۳۰a b ۲ a b
θ<۹۰

a b

169
. = ۲ × ۱ + (−۱)(−۱) + ۲ × ۰ = ۳ , ∣ ∣ =  =  a b b ۱ + (−۱) + ۰۲ ۲ ۲ ۲

=  =  (۱,−۱, ۰) = ( ,−  , ۰)a′
∣ ∣b ۲

.a b
b

۲
۳

۲
۳

۲
۳

170
الف

۲−برداری عمود بر دو بردار  و  برابر است با: bc

(−۲ ) ×b =c (۲,−۲, ۰) × (۲, ۱,−۲) = (۴, ۴, ۶)

ب
،  و  برابر است با: abcحجم متوازی السطوح تولیدشده توسط سه بردار 

∣( ⋅a ( ×b )∣ =c ∣(۲,۳, ۱) ⋅ (−۲,−۲,−۳)∣ = ۱۳
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171
×a =b ⇔o ∣ ×a ∣ =b ∣ ∣ ⇔o ∣ ∣∣ ∣ ×a b sinθ = ۰

∣ ∣  =۰ , ∣ ∣  =۰a � b �
sinθ = ۰ ⇔ θ = ۰ ∨ θ = π ⇔ ∣∣a b

172
∣ +a +b ∣ =c ۲ ∣ ∣ ⇒o ۲ ∣ ∣ +a ۲ ∣ ∣ +b ۲ ∣ ∣ +c ۲ ۲( ⋅a +b ⋅b +c ⋅c ) =a ۰

⇒ ۱ + ۴ + ۹ + ۲( ⋅a +b ⋅b +c ⋅c ) =a ۰ ⇒ ( ⋅a +b ⋅b +c ⋅c ) =a −۷

173
×a =b (۳, ۲, ۱) × (۲, ۰, ۱) = (۲,−۱,−۴)

S = ∣ ×a ∣ =b  =۴ + ۱ + ۱۶  ۲۱

174

=a′  =
∣ ∣b ۲

.a b
b  (۱,−۱, ۰) =

۱ + ۱ + ۰
۲ + ۱ + ۰

 (۱,−۱, ۰)
۲
۳

روش اول:175

روش دوم:

مساحت مثلث برابر است با:

cos θ =  =
∣ ∣∣ ∣a b

.a b
 =

۴ × ۶
۱۲

 ⇒
۲
۱

θ =  

۳
π

S مثلث=   ∣ ×
۲
۱

a ∣ =b  ∣ ∣∣ ∣ sinθ =
۲
۱

a b  ×
۲
۱

۴ × ۶ ×  =
۲

 ۳
۶  ۳

∣ × ∣ + ( . ) = ∣ ∣ ∣ ∣a b ۲ a b
۲

a ۲ b ۲

⇒ ∣ × ∣ + (۱۲) = (۴) (۶) ⇒ ∣ × ∣ + ۱۴۴ = ۵۷۶a b ۲ ۲ ۲ ۲ a b ۲

⇒ ∣ × ∣ = ۴۳۲⇒ ∣ × ∣ = ۱۲  a b ۲ a b ۳

S =  ∣ ×
۲
۱

a ∣ =b ۶  ۳

176
الف

. = −۲, ۰, ۲ . ۰, ۲, ۲ = ۴ , =   = ۲  a b ( ) ( ) ∣a∣
∣
∣
∣
b

∣
∣
∣ ۲

cos θ =  =  ⇒ θ = ۶۰
  ∣a∣

∣
∣
∣
b

∣
∣
∣

.a b
۲
۱ ∘
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ب
+ = −۲, ۰, ۲ + ۰, ۲, ۲ = −۲, ۲, ۴a b ( ) ( ) ( )

+ =  =  ۰, ۲, ۲ = ۰,۳,۳(a b)
′

  

∣
∣
∣
b

∣
∣
∣۲

+ .(a b) b
b

۸
۱۲

( ) ( )

177
. =a a a  a  +۱ ۱ a  a  +۲ ۲ a  a  =۳ ۳ a  +۱

۲ a  +۲
۲ a =۳

۲ ∣a∣۲

178
= ۲,−۲,−۱ , = ۱,−۳, ۱AB ( ) AC ( )

S =   ×  =  (−۵,−۳,−۴) =   =   

۲
۱

∣
∣
∣
AB AC

∣
∣
∣

۲
۱
∣ ∣

۲
۱

۲۵ + ۹ + ۱۶
۲
۱

۵۰

179
a+برداری عمود بر دو بردار  و  برابر است با:الف bc

( +a ) ×b =c (۱, ۴, ۱) × (۲, ۱,−۲) = (−۹, ۴,−۷)

abcحجم متوازی السطوح تولیدشده توسط سه بردار  و  و  برابر است با:ب

( .( × )  =
∣
∣
∣

a b c
∣
∣
∣ ۲,۳, ۱ ×( ) (−۲,−۲,−۳) = −۱۳
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