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بچه ی نوتروفیلی من ، سلام

به رسم همیشه که توی این مسیر کنارت بودیم ، این بار هم یک مجموعه 
سوال برای شب امتحانت آماده کردیم که با کار کردنشون تسلطت رو 

افزایش بدی و به امید خدا بری واسه نمره ی ۲۰
جان دلم نترسی از سختی امتحانات اگه به کتاب درسی کاملا مسلط 

باشی و این مجموعه سوال رو هم به عنوان مکمل حل کنی مطمئن باش 
نمره ت بهتر از چیزی که فکرش رو کنی میشه 

یادت باشه امتحانات نهایی رو جدی رو بگیری چون با نمره ی خوب این 
امتحانات کار کنکورت رو خیلی آسون میکنی

یه حرف دلی هم دارم با بچه هایی که کمی دیرتر شروع کردن ...
مبادا خودت رو ببازی بچه ی من امید دارم بهت و میدونم اگه خوب 

بخونی قطعا میتونی نمره ی عالی بگیری پس پرقدرت بریم واسه ترکوندن 
اولین امتحان

یادت نره این فایل رو برای اون دوستت که بهش احتیاج داره بفرستی و 
جزئی از این زنجیره ی عشق و مهربونی باشی 

پ ن: مرسی که با وجود درگیری های ذهنی و عدم تمرکزی که ماجرای کارت 
ورود به جلسه براتون به همراه داشت ، همچنان قوی موندی و ادامه 

میدی
به امید روزی که اینجا به عنوان همکار کنار خانواده ی بزرگ نوتروفیل باشی

              
                                   دوست همیشگی تو ، نوتروفیل
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روش مطالعه :

قبل از هر چیزی یادت باشه از ریاضی نترسی !
ــی  ــه خــوب بخون ــره و اگ ــی ســاده ت ــور خیل ــه کنک ــی نســبت ب ریاضــی نهای

میتونــی ازش نمــره ی خــوب بگیــری .
بهتریــن روش بــرای خونــدن درس ریاضی اینه اول بری ســراغ یه درســنامه ی 

خلاصــه و در عیــن حــال کامل .
بعــد تمــام تماریــن کتــاب درســی رو مســلط بشــی . حــالا وقتشــه بــری ســراغ 
یــه مجموعــه نمونــه ســوال خفــن کــه همــه ی تیــپ ســوالات رو پوشــش بــده 

و بــا حــل کــردن نمونــه ســوال کامــلا بــه مطلــب مســلط بشــی .
مرور فرمول ها و نکات مهم هم یادت نره

سوالات مربوط به هر فصل از این شماره ها شروع میشه
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بارم بندی ریاضی دوازدهم تجربی

شهریور / دی نوبت دوم نوبت اول محدوده فصل فصل

3 2/5 7 کل 1

3 2/5 5 کل 2

3 2/5 5 کل 3

5
1

3/5

3 تا ص 76

ص77 به بعد
4

3 3 کل 5

2/5 3 کل 6

1/5 3 کل 7
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نام و نام خانوادگی

اگر  و  تابع  را محاسبه1

کنید.

f = (۱۱, ۷), (−۲, ۴), (۳,−۵), (۲,−۵){ }g = (۲, ۱۱), (۴,−۲), (۶,۳), (۳, ۲){ }fog

درستی یا نادرستی عبارت های زیر را تعیین کنید.

f(x)abf(a)تابع  در بازه شامل  و  صعودی است، اگر  آنگاه: 2 ≤ f(b)a ≤ b

درستی یا نادرستی عبارت های زیر را مشخص کنید.3

yتابع  یک تابع چندجمله ای از درجۀ سوم است.الف = ۲x(۱− ۳x ) +۲ ۱

yنمودار تابع  در بازۀ  پایین تر از نمودار تابع  است.ب = x۲(۰, ۱)y = x۳

هر تابع یکنوا، یک به یک است.پ

ffتابع  با ضابطۀ  مفروض است.4 x =( ) x + ۱ −( )۳ ۴

fyنمودار تابع  را به کمک نمودار تابع  رسم کنید.الف = x۳

، مشخص کنید چرا این تابع وارون پذیر است.ب fباتوجه به نمودار تابع 

f−۱ضابطۀ تابع  را به دست آورید.پ

f(x)ابتدا نمودار تابع  را رسم نموده سپس با استفاده از آن نمودار تابع  را رسم کنید.5 = xg(x) = −۲f(x) − ۱

fدو تابع  و  داده شده اند.6 x =( ) ۳x −۲ ۱g x =( )  

x − ۴۲
x

gofgofضابطۀ تابع  و دامنۀ  را با استفاده از تعریف تعیین کنید.الف

fاگر  و  باشد:7 x =( )  x− ۱g x =( ) ۲x −۲ ۱

fogدامنۀ تابع  را با استفاده از تعریف به دست آورید.الف

fogضابطۀ تابع  را بنویسید.ب

8

ابتدا نمودار تابع  را رسم کنید. سپس بازه هایی که تابع در آن بازه ها اکیداً صعودی یا اکیداً

نزولی هستند را تعیین کنید.

 

f (x) =    

⎩⎪
⎨
⎪⎧  

۳ x + ۱
x
۲۱−x

; x ≤ ۰
; ۰ < x < ۱
; x ≥ ۱

yنمودار  مطابق شکل زیر است، نمودار  را رسم کنید. (مراحل ترسیم بیان شود.)9 = f(x)y = −f(۲x− ۱) + ۱

http://notruphil.com


نوتروفیل
 WWW.NOTRUPHIL.COM NOTRUPHIL

2/23لرنیتو 1403

f(x)ضابطۀ تابع وارون  را به دست آورید.10 = −۵−  ۳x + ۱

yنمودار تابع  را با استفاده از تعریف قدرمطلق رسم کنید.11 = ∣۲x− ۴∣

−f(xاگر  ضابطه  را حساب کنید.12 ۲) = x +۲ ۴xf(۲x + ۱)

13
f(x)ضابطۀ وارون تابع  را به دست آورید. =   {

 + ۲ ; x ≥ ۰x

۱− x ; x < ۰۲

yنمودار زیر از انتقال های عمودی و یا افقی و همچنین انبساط یا انقباض افقی تابع  به دست آمده است. ضابطۀ آن را بیابید.14 =  x

الناز می خواهد از فروشگاه بهار یک لپ تاپ با قیمت بیش از دو میلیون تومان خریداری نماید. این فروشگاه در ماه رمضان مسابقه ای15

برگزار کرده و به برندگان کارت تخفیف 20 درصدی داده است و الناز نیز در این مسابقه برنده شده است. همچنین این فروشگاه

روزهای پنج شنبه به مشتریان خود در خریدهای بیش از یک و نیم میلیون تومان، 200 هزار تومان تخفیف نقدی می دهد. با استفاده از

تابع مرکب نشان دهید کدام یک از حالت های الف یا ب به نفع الناز است؟

الف) اول کارت تخفیف 20 درصدی و بعد تخفیف نقدی را استفاده کند.

ب) اول تخفیف نقدی را استفاده کند و بعد کارت تخفیف را ارائه دهد.

f(x)اگر  و نمودار  به صورت زیر باشد، دامنۀ تابع  کدام است؟16 =  x + ∣x∣g(x)y = fog(  )
۳
x

(1

(2

(3

(4

[−۳, ۱]

[−۹,۳]

[۰, ۱]

[۰,۳]

http://notruphil.com


نوتروفیل
 WWW.NOTRUPHIL.COM NOTRUPHIL

3/23لرنیتو 1403

،  و  کدام است؟17  ، f(x)شکل زیر نمودار تابع  می باشد. حاصل ضرب مقادیر  = ax +۳ bx +۲ cx + dabcd

48 (1

56 (2

64 (3

72 (4

yبُرد تابع  کدام است؟18 = ۲ −x−[x] ۲[x]−x

(2 (1

(4 (3

[۱, ۲)[۰,  )
۲
۳

[۱,  ]
۲
۳[۰, ۲)

درستی یا نادرستی هریک از احکام زیر را مشخص کنید:

xاگر برای هر  داشته باشیم  کوچک  ترین عدد  با خاصیت  را دوره تناوب  می  نامیم.19 ∈ D  fx ± T ∈ D  fTf(x ± T ) = f(x)f

f(x)دوره تناوب و مقادیر مینیمم و ماکزیمم تابع  را محاسبه کنید.20 = ۲ sin(۲x) − ۳

درستی یا نادرستی عبارت های زیر را تعیین کنید.21

yدورۀ تناوب تابع  برابر با  است.الف = ۵ cos  +
۲
x

۱۴π

، تابعی صعودی است.ب π−)تابع تانژانت در بازۀ  , π)

، مقدار  را محاسبه کنید.22 αsinαاگر  زاویه ای در ربع دوم باشد که  =  

۵
۳

sin۲α

yمقادیر ماکزیمم و مینیمم تابع  را به دست آورید.23 = ۱− ۲ sin(  x)
۳
−π

yدورۀ تناوب و مقدار ماکزیمم و مینیمم تابع  را به دست آورید.24 = −۳ cos ۲πx + ۱

جای خالی را با عدد یا عبارت مناسب پر کنید.

yدامنۀ تابع با ضابطۀ  به صورت  است.25 = tan x{x ∈ R∣x  ......}=

درستی یا نادرستی عبارت های زیر را مشخص کنید.

yمینیمم تابع  برابر با یک است.26 = −۳ cos πx + ۲

می توان بازه ای یافت که تابع تانژانت در آن نزولی باشد.27
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tanαفرض کنید  و  زاویه ای منفرجه باشد، عبارت  را محاسبه کنید.28 = −  

۲
۱

αcos ۲α

تابع مثلثاتی مربوط به نمودار زیر را بنویسید.29

معادلات مثلثاتی زیر را حل کنید.

30

sin x− cos x =  

۴
 ۳

31
cos ۲x− sin x = ۰

حاصل هر یک از عبارت های زیر را بیابید.

32
sin  ×

۸
π

cos  

۸
π

yنمودار زیر مربوط به تابعی با ضابطۀ  است. باتوجه به نمودار، ضابطۀ آن را بنویسید.33 = a sin(bx) + c

34
۲معادله مثلثاتی  را حل کنید. sin x cos x =  

۲
 ۳

−cos۳xمعادلۀ مثلثاتی  را حل کنید.35 cos x = ۰

sinمقدار را بیابید.36 ۱۵
∘

sinαاگر  و  در ربع چهارم باشد، مقادیر  و  را محاسبه کنید.37 = −  

۱۳
۱۲

αsin  

۲
α

tan  

۲
α

38
Aمقدار کسر  به ازای  چقدر است؟ =

 +  tan۲x cot ۲x
 −  tan۲x cot ۲x

x =  

۲۴
π

، مقدار  را محاسبه کنید.39 > اگر  و داشته باشیم: 
۲
π

x < πcot x− tan x = −۲sin x− cos x

http://notruphil.com


نوتروفیل
 WWW.NOTRUPHIL.COM NOTRUPHIL

5/23لرنیتو 1403

نمودار تابع  مطابق شکل زیر است، حاصل حدود زیر را بیابید.40

 

y = f(x)

الف
f(x)

x→−∞
lim

ب
f(x)

x→۲−
lim

پ
f(x)

x→+∞
lim

جاهای خالی را با عدد یا عبارت مناسب پر کنید.

  حاصل حد  برابر با ............ است.41

x→+∞
lim

x− ۲
۳x + ۵

درستی یا نادرستی عبارت های زیر را مشخص کنید.

Pباقی ماندۀ تقسیم چندجمله ای  بر  برابر 2 است.42 (x) = ۲x −۳ x +۲ ۱x− ۱

حدهای زیر را محاسبه کنید.

43
 

x→۴
lim

 − xx + ۱۲
x − ۱۶۲

44
 

x→۰+
lim

۱− cos x
۱

45
 

x→±∞
lim

۲x + ۱۳
x− ۱ x− ۲ ۴− x( ) ( ) ( )

جای خالی را با عدد یا عبارت مناسب پر کنید.

http://notruphil.com


نوتروفیل
 WWW.NOTRUPHIL.COM NOTRUPHIL

6/23لرنیتو 1403

f(x)باتوجه به شکل زیر حد تابع  در نقطۀ  برابر است با ............ .46 =  

∣x∣
۱

x = ۰

حدهای زیر را محاسبه کنید.

47
   

x→۵
lim

 − ۳۲x− ۱
۵− x

48
   

x→π−
lim

۱ + cos x
۲

49

   

x→−∞
lim

۷ + ۵x
۳x +  x + x + ۱۲

kpمقدار  را چنان بیابید که چندجمله ای  بر  بخش پذیر باشد.50 x =( ) ۲x −۳ kx −۲ x + ۳x + ۱

حاصل هر کدام از حدهای زیر را به دست آورید.

51
 

x→−۱
lim

x + ۳x + ۲۲

 + ۱۳ x

52
tan x

x→  ۲
π +

lim

53
 

x→−∞
lim

۲x − ۴x + x۳ ۲
−۶x + ۷x− ۹۳

حاصل حدهای زیر را به دست آورید.

54

 

x→−∞
lim

۳x− ۵
 − ۲x + ۷۴x − ۵x + ۳۲
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اگر باقی ماندۀ تقسیم چندجمله ای  بر  برابر ۳ باشد، باقی ماندۀ تقسیم چندجمله ای55

 بر  را تعیین کنید.

P (x) = ۳x +۲ mx + ۲m + ۱x− ۲
f(x) = mx −۲ mx + ۳x + ۲

حدهای زیر را محاسبه کنید.

56
 

x→۲
lim

۳−  x + ۷
x − ۴۲

57
 

x→۳+
lim

۹− x۲
x + ۱

58

 

x→±∞
lim

۲x + ۱۳

۱۰x +  

۲ x + x۲

حاصل حدهای زیر را به دست آورید.

59

 

x→۱+
lim

 + x + ۲x− ۳x − ۱۳ ۲

 + x − ۴x + ۳x − ۱۲ ۲

حاصل حدهای زیر را محاسبه کنید.

60
 

x→  ۲
۳π

lim
cos x

۱ + sin x

حاصل حدهای زیر را بیابید.61

الف
 

x→۲
lim

 − ۲x + ۲
۲x − ۳x− ۲۲

f(t)معادلۀ حرکت متحرکی به صورت  است،62 = ۲t +۳ t − ۱

۱]سرعت متوسط متحرک در بازۀ  را محاسبه کنید.الف , ۲]

tسرعت لحظه ای متحرک در لحظۀ  چقدر است؟ب = ۲

f(x)آهنگ تغییر متوسط تابع  را وقتی تغییر از  به  تغییر می کند به دست آورید.63 =  x + ۵x = −۱x = ۴

باتوجه به نمودار زیر:64

http://notruphil.com


نوتروفیل
 WWW.NOTRUPHIL.COM NOTRUPHIL

8/23لرنیتو 1403

در کدام نقطه مقدار تابع و مقدار مشتق تابع منفی است؟الف

در کدام نقطه مقدار تابع و مقدار مشتق تابع برابر صفر است؟ب

در بین نقاط داده شده کدام نقطه بیشترین شیب را دارد؟پ

DAشیب نقاط  و  را باهم مقایسه نمایید.ت

تابع  داده شده است. آهنگ متوسط تغییر این تابع را وقتی که متغیر از  به  تغییر می کند،65

تعیین کنید.

f(x) = x +۲ ۵x− ۶x = ۱x = ۴

مشتق توابع زیر را به دست آورید: (ساده کردن مشتق الزامی نیست.)

66
y = (x +۳

 )
x
۱

67
y = ۳(۲x− ۵) +۴

 

۳ x

یک تودۀ باکتری پس از t ساعت دارای جرم  گرم است. آهنگ رشد جرم تودۀ باکتری در لحظۀ  چقدر68

است؟

m t =( )  +t t۲t = ۹

f(t)معادلۀ حرکت متحرکی به صورت  می باشد.69 =  t −
۲
۱ ۲ ۳t + ۱

tسرعت متوسط این متحرک را در فاصلۀ زمانی  تا  به دست آورید.الف = ۰t = ۴

fآهنگ آنی تغییرات  را در  بیابید.ب t( )t = ۷

fباتوجه به نمودار  به سوالات زیر پاسخ دهید.70

طول نقطه ای که مشتق در آن صفر است را بنویسید.الف

طول نقطۀ "گوشه ای" را بنویسید.ب

طول نقطه ای که در آن مقدار تابع و شیب خط هر دو منفی است، را بنویسید.پ
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باتوجه به نمودار زیر:71

f(x)علامت شیب خط مماس بر تابع  در نقاط مشخص شده را بنویسید.الف

fعلامت  چیست؟ب (x  ) +′
A f (x  )′

D

72
xگوشه ای بودن نقطه ای به طول  در تابع  را بررسی کنید. = ۰ 

f (x) =   {
 x

−x۲
; x > ۰
; x ≤ ۰

در جاهای خالی عبارت مناسب بنویسید.

، مقدار  برابر ............ است.73 f(x)اگر  = ۵x −۳ ۴x −۲ ۳xf (−۱)′′

74
f(x)تابع  را در نظر بگیرید. مشتق پذیری تابع را در نقطۀ  بررسی کنید. =  {

x + x x ≤ ۱۲

x + ۱ x > ۱x = ۱

f(x)تابعی با ضابطۀ  را در نظر بگیرید:75 =  

x + ۲۲

۳x− ۶

,۲−]آهنگ تغییر متوسط در بازه  را به دست آورید.الف ۰]

xآهنگ تغییر لحظه ای در  را به دست آورید.ب = −۱

fgh(x)نمودار تابع  و  را در شکل زیر در نظر بگیرید. اگر  باشد،  را بیابید.76 =  

g(x)
f(x)

h (۱)′

77
f(x)تابع  داده شده است؛ =   {

x ; x ≥ ۰۲

۲x + ۱ ; x < ۰

fنشان دهید که  وجود ندارد.الف ۰′ ( )

ضابطۀ تابع مشتق را بنویسید.ب

fنمودار تابع  را رسم کنید.پ ′

f(x)مشتق تابع  را به دست آورده و دامنه مشتق پذیری آن را مشخص کنید.78 =  ۶− ۲x

۳πآهنگ تغییرات مساحت دایره نسبت به محیط آن، برای دایره ای به محیط  را بیابید.79
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f(x)با استفاده از تعریف، مشتق تابع  را در نقطۀ  در صورت وجود به دست آورید.80 = x∣x −۲ ۲x∣x = ۲

f(x)با استفاده از تعریف مشتق، مشتق تابع  را در  حساب کنید.81 =  

x
۲

x = ۳

،  و  را بیابید.82 . باتوجه به شکل، مختصات نقاط  ffبرای تابع  در شکل زیر داریم  و  ۴ =′ ( ) ۱/۵f ۴ =( ) ۲۴ABC

f(x)در تابعی با ضابطۀ  آهنگ متوسط تابع در بازۀ  چقدر از آهنگ لحظه ای آن در  بیشتر است؟83 =  

x۲
۳۶

[۲,۳]x =  

۳ ۱۲

مشتق توابع زیر را به دست آورید (ساده کردن مشتق الزامی نیست).

84
f(x) = (۵x − x) (  )۳ ۹ ۲x + ۱

تابع با ضابطۀ   داده شده است. آهنگ متوسط تغییر این تابع را وقتی از  به  تغییر می کند،85

تعیین کنید.

f x =( ) x −۲ x + ۳x  =۱ ۱x  =۲ ۵

f(x)مشتق تابع  را به  دست آورید و دامنۀ مشتق پذیری آن را مشخص کنید.86 = (۱ +  )x ۳

، مقادیر  و  را87 ،  و   ، اگر  و  توابع مشتق پذیر باشند و 

به دست آورید.

fgf(۲) = ۳f (۲) =′ ۱g(۲) = −۳g (۲) =′ ۲(fg) (۲)′(f + g) (۲)′

fمشتق پذیری تابع  را در  بررسی کنید.88 x =( )  x − ۴  ∣
∣ ۲

∣
∣x = ۲

f(x)اگر  باشد، مقدار  و  چقدر است؟89 = x x[ ]f  (۰)′
+f  (۰)′

−

یک تودۀ باکتری پس از  ساعت دارای جرم  گرم است. در چه لحظه ای، آهنگ رشد جرم تودۀ باکتری برابر90

آهنگ تغییر متوسط آن در بازۀ زمانی  می شود؟

tm(t) =  +t ۲t

۰ ≤ t ≤ ۴

،  و  روی نمودار زیر، در کدام نقطه:91  ،  ، از بین نقاط مشخص شدۀ 

 

ABCDE

مقدار تابع صفر ولی مقدار مشتق آن مثبت است؟الف

مقدار تابع مثبت ولی مقدار مشتق آن منفی است؟ب

، مقدار  را به دست آورید.92 fgfاگر توابع  و  مشتق پذیر باشند و  و  (۱) =′ ۳g (۱) =′ ۵(۳f + ۲g) (۱)′

مشتق توابع زیر را حساب کنید. (ساده کردن الزامی نیست)
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93

g(x) =  (
x + ۱۲

۳x − x۲
)
−  ۳

۱

با استفاده از تعریف مشتق، معادلۀ خط مماس بر منحنی تابع  را در نقطۀ  واقع بر نمودار تابع94

بنویسید.

f(x) = −x +۲ ۱۰xA ۲, f(۲)( )

محیط هر دایره ای تابعی از مساحت آن است. آهنگ تغییرات محیط دایره را نسبت به مساحت آن برای دایره ای به مساحت 95

حساب کنید.

۲π

f(x)تابع  مفروض است. این تابع را بدون قدر مطلق نوشته و ضابطه و دامنۀ تابع مشتق، یعنی  را به دست آورید.96 = x ∣x−۲ ۱∣f ′

fgنمودار توابع  و  را در شکل زیر در نظر بگیرید.97

.الف ،  و  hاگر  ، مطلوب است  x =( ) f x .g x( ) ( )h ۱′ ( )h ۲′ ( )h ۳′ ( )

.ب ،  و  kاگر  مطلوب است  x =( )  

g x( )
f x( )

k ۱′ ( )k ۲′ ( )k ۳′ ( )

98

، یعنی  را به تابع  با ضابطۀ  مفروض است. ضابطه و دامنۀ تابع مشتق 

دست آورید.

ff(x) =    

⎩⎪
⎨
⎪⎧۴  + x ; x > ۱x ۲

۲x − ۳  + ۶ ;−۱ ≤ x ≤ ۱۳ ۳ x

۳x + ۱۰ ; x < −۱
ff ′

f(x)نمودار تابع مشتق  به کدام شکل است؟99 = x([x] + [−x])

(2 (1

(4 (3
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اگر  و  باشد، عرض از مبدأ خط مماس بر نمودار تابع  در نقطه ای به طول  واقع بر100

آن، کدام است؟

f(x) = x −۲ ۲xg(x) = x +۳ ۱fog−۲

321 (2 31 (1

(4 (3−۳۱−۳۲۱

101
f(x)اگر  آن گاه حاصل  کدام است؟ =   {

۳x + ۱ ; x ≥ ۱
x − ۱ ; x < ۱۲  

h→۰+
lim

h
f(۱− h) − f(۱− ۲h)

4 (2 وجود ندارد (1

2 (4 6 (3

، نمودار تابع  در همسایگی102 اگر تابع  در  پیوسته باشد  و  و 

 کدام است؟

fx = af a  ۰( ( ) = )f  a =′
+ ( ) −∞f  a =′

− ( ) +∞y =  

f x( )
۱

x = a

(2 (1

(4 (3

103
، مجموع عرض نقاط گوشه ای  کدام است؟ f(x)اگر  =    {

x− ۳∣ ∣

∣x + ۳x∣ − ۲۷۲
; x ≤ ۴
; x > ۴y = ۲f(x + ۱) + ۲

4 (2 2 (1

6 (4 5 (3

،  کدام است؟104 g(x)اگر  باشد، درصورتی که  و  = f(x −۴ f(x +۳ x +۲ ۱))f (۰) =′ −۲f (۱) =′ ۱g (۰)′

(2 صفر (1

(4 (3

f (−۱)′

f (−۲)′f (۲)′

f(x)اگر  باشد،  و  کدام است؟105 = x[x]f (x)′D  f ′

(2 (1

(4 (3

  {
f (x) = [x]′

D  = Rf ′
  {
f (x) = ۰′

D  = R− Zf ′

  {
f (x) = [x]′

D  = R− Zf ′
  {
f (x) = [x] − ۱′

D  = R− Zf ′
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f(x)آهنگ متوسط تغییر تابع  در بازۀ  کدام است؟106 = ۳  ۴x + ۱[۲ , ۲/۰۰۱]

(2 (1

(4 (3

۳/۰۰۱۲/۰۰۱

۲/۹۹۹۱/۹۹۹

fتابع  در نقاطی به طول های 1 و  دارای خط مماس قائم است. مقدار  کدام است؟107 x =( )  

۳ x + ax + ۲۲ba − b

-1 (2 1 (1

-5 (4 5 (3

fتابع  به گونه ای است که مقدار آن در هر نقطه با مشتق آن برابر است. کدام گزینه می تواند نمودار تقریبی این تابع باشد؟108

(2 (1

(4 (3

fاگر  باشد، حاصل  کدام است؟109 (۳) =′ ۴  

h→۰
lim

h
f(۳− ۲h) − f(۳− ۵h)

-12 (2 12 (1

-28 (4 28 (3

fتابع  در  مشتق پذیر است. مقدار  کدام است؟110 x =( ) ۳x + ax + b [−x]( ۲ )x  =۰ ۲a × b

(2 (1

(4 (3

−۷۲−۱۴۴

−۳۶−۱۲

111
f(x)تعداد نقاط مشتق ناپذیر تابع  کدام است؟ =   {

x− ۲ ; x > ۱∣ ∣

 ; x ≤ ۱۵ x − ۴x۲

3 (2 4 (1

1 (4 2 (3

باتوجه به نمودار داده شده، به سؤالات زیر پاسخ دهید.
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مقدار ماکزیمم مطلق را بنویسید.112

مقدار مینیمم مطلق را بنویسید.113

طول نقطه ماکزیمم نسبی را بنویسید.114

طول نقطه مینیمم نسبی را بنویسید.115

جاهای خالی را با عبارت مناسب کامل کنید.

، در این صورت116 اگر  یک تابع و  یک همسایگی از نقطۀ  باشد که به ازای هر  متعلق به  داشته باشیم 

 را یک ................. تابع  می نامیم.

fI ⊆ D  fcxIf(x) ≤ f(c)

f(c)f

fتابع با ضابطۀ  را در نظر بگیرید.  همواره مشتق پذیر است.117 x =( ) −x +۲ ۲x + ۲f

fریشۀ معادلۀ  را محاسبه کنید تا طول نقاط بحرانی تابع به دست آید.الف x =′ ( ) ۰

fبا رسم نمودار سهمی، تحقیق کنید که آیا نقطۀ اکسترمم  منطبق بر نقطۀ بحرانی آن است؟ب

باتوجه به توضیحات کتاب، می دانیم مشتق هر تابع در یک نقطه، با شیب خط مماس بر نمودار تابع در آن نقطه برابر است. تابع زیر را118

درنظر بگیرید:

موارد زیر را کامل کنید.

الف) در بازۀ  که  اکیداً صعودی است، شیب خط های مماس بر نمودار  ،

مثبت است. بنابراین در این بازه علامت  ......... است.

ب) در بازۀ  که تابع اکیداً نزولی است، شیب خط های مماس بر نمودار  ،

.......... است. بنابراین در این بازه علامت  ......... است.

پ) در بازۀ  که تابع مقدار ثابت دارد، مقدار  برابر ......... است.

(۱, ۷)ff

f ′

(۷, ۱۲)f

f ′

(۱۲, +∞)f ′

کشاورزی می خواهد دور یک مزرعه مستطیل شکل به مساحت ثابت 1000 مترمربع را دیوارکشی کند. هزینه هر متر دیوارهای شمالی و119

جنوبی 2 میلیون تومان و هزینه هر متر دیوارهای شرقی و غربی 8 میلیون تومان است.

هزینه موردنیاز برای انجام این کار را به صورت یک تابع بنویسید.الف

ابعاد مزرعه چقدر باشد تا هزینۀ دیوارکشی به حداقل مقدار ممکن برسد؟ب

f(x)تابع  را در نظر بگیرید و به قسمت های زیرپاسخ دهید.120 = x −۳ ۱۲x + ۴

http://notruphil.com


نوتروفیل
 WWW.NOTRUPHIL.COM NOTRUPHIL

15/23لرنیتو 1403

مختصات نقاط اکسترمم نسبی این تابع را بیابید.الف

fبزرگ ترین بازه ای که تابع  در آن اکیداً نزولی است را مشخص کنید.ب

abfضرایب  و  در تابع  را طوری تعیین کنید که در نقطۀ  ماکزیمم نسبی داشته باشد.121 x =( ) −x +۴ ax + b(۱, ۲)

، در صورت وجود به دست آورید.122 fاکسترمم های مطلق تابع  را در بازۀ  x =( ) x −۳ ۳x + ۷−۱,۳[ ]

جاهای خالی را با عدد و یا عبارت ریاضی مناسب پر کنید.

yاگر تابع  در بازۀ  صعودی باشد، علامت مشتق تابع  در این بازه ............ است.123 = f(x)[a, b]f

f(x)نمودار تابع با ضابطۀ  به صورت شکل زیر رسم شده است. مقادیر  و  را بیابید. 124 = x +۳ bx +۲ dbd

یک مستطیل در یک نیم دایره محاط شده است. اگر شعاع دایره ۴ سانتی متر باشد، طول و عرض مستطیل را طوری به دست آورید که125

مساحت آن بیشترین مقدار ممکن باشد.

f(x)تابع با ضابطۀ  در چه بازه هایی اکیداً صعودی و در کدام بازه اکیداً نزولی است؟126 = x −۳ ۳x

در تابع زیر، ابتدا نقاط بحرانی تابع را به دست آورید و سپس با رسم جدول تغییرات تابع، نقاط ماکزیمم و مینیمم نسبی آن را در127

صورت وجود مشخص کنید.

f(x) = x +۳ ۳x −۲ ۹x− ۱۰

در کره ای به قطر 12 سانتی متر یک استوانه با حجم ماکزیمم محاط کرده ایم. ارتفاع استوانه را به دست آورید.128

gتابع  را در فاصلۀ  رسم کنید و نقاط بحرانی را مشخص کنید.129 x =( ) −x −۲ ۱[−۱, ۲]

نمودار تابع  را رسم کرده ایم.130

 

الف) طول های نقاط اکسترمم نسبی  را تعیین کنید.

، یعنی طول های نقاط بحرانی ب) می دانیم این تابع در  مشتق پذیر است. ریشه های معادلۀ 

تابع را به دست آورید.

پ) باتوجه به الف و ب، درستی قضیۀ فرما (هر نقطۀ اکسترمم نسبی تابع یک نقطۀ بحرانی آن است) را در

مورد این تابع بررسی کنید.

f x =( ) −x +۳ ۳x

f

Rf x =′ ( ) ۰

http://notruphil.com


نوتروفیل
 WWW.NOTRUPHIL.COM NOTRUPHIL

16/23لرنیتو 1403

f(x)اکسترمم های مطلق تابع  را در فاصلۀ  محاسبه کنید.131 = ۲x −۳ ۳x +۲ ۱−۱,۳[ ]

با یک نرده به طول 100 متر، می خواهیم به دور یک زمین مستطیل شکل با مساحت ماکزیمم، حصار بکشیم. طول و عرض مستطیل را132

به دست آورید.

fتابع  را در نظر بگیرید:133 x =( ) −۲x +۳ ۳x +۲ ۱۲x− ۹

با رسم جدول تغییرات تابع، نقاط ماکزیمم و مینیمم نسبی آن را در صورت وجود مشخص کنید.الف

]f۰,۳مقادیر ماکزیمم مطلق و مینیمم مطلق تابع  در بازۀ  را در صورت وجود به دست آورید.ب ]

اگر بین دو عدد حقیقی  و  رابطۀ  برقرار باشد، مقدار  و  را طوری به دست آورید که حاصل ضرب دو عدد134

مینیمم گردد.

xy۵x− y = ۱۰xy

، نمودار  را با ذکر دلیل مشخص کنید.135 ffباتوجه به نمودار تابع  ′

ورق فلزی مربع شکل به طول ضلع یک متر را در نظر بگیرید. می خواهیم از چهار گوشۀ آن مربع های کوچکی به ضلع  برش بزنیم و136

آن ها را کنار بگذاریم؛ سپس لبۀ جعبه را به اندازۀ  برمی گردانیم تا یک جعبۀ در باز ساخته شود. مقدار  چقدر باشد تا حجم جعبه

حداکثر مقدار ممکن گردد؟

x

xx

f(x)اگر تابع  در  دارای ماکزیمم نسبی برابر با 7 باشد، مقادیر  و  را به دست آورید.137 = ax +۲ bxx = ۱ab

می خواهیم یک قوطی فلزی استوانه ای شکل و درباز بسازیم که گنجایش آن دقیقاً ۹۰۰ سانتی متر مکعب است. ابعاد قوطی چقدر باشد138

π)تا مقدار فلز به کاررفته در تولید آن مینیمم شود؟  ≃ ۳)

ها و روی سهمی139 ها و دو رأس دیگرش بالای محور  ابعاد مستطیلی با بیشترین مساحت را تعیین کنید که دو رأس آن روی محور 

 باشند.

xx

y = ۱۲− x۲

، معادل 3 کیلومتر است. او می خواهد به140 آرتا درون قایقی در نقطۀ  قرار دارد که فاصلۀ آن از نزدیک ترین نقطۀ ساحل یعنی نقطۀ 

نقطۀ  در ساحل برسد که در 8 کیلومتری  قرار دارد. فرض کنید سرعت حرکت قایق  و سرعت پیاده روی آرتا در ساحل

 باشد. اگر او بخواهد در کوتاه ترین زمان ممکن به  برسد، در چه نقطه ای از ساحل باید پیاده شده و به سوی  پیاده روی

کند؟

PA

BA۲km/h

۴km/hBB
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نشان دهید در بین تمام مستطیل های با محیط ثابت 14 سانتی متر، مستطیلی بیشترین مساحت را دارد که طول و عرض آن هم اندازه141

باشند.

در هریک از توابع زیر، ابتدا نقاط بحرانی تابع را به دست آورید و سپس با رسم جدول تغییرات تابع، نقاط ماکزیمم نسبی و مینیمم نسبی

آن را در صورت وجود مشخص کنید.

142
f x =( ) x +۳ ۳x −۲ ۹x− ۱۰

143
g(x) = −۲x +۳ ۳x +۲ ۱۲x− ۹

144
h(x) = −x −۳ ۳x + ۲

غلظت یک داروی شیمیایی در خون،  ساعت پس از تزریق در ماهیچه از رابطۀ  به دست می آید. چند ساعت145

پس از تزریق این دارو، غلظت آن در خون، بیشترین مقدار ممکن خواهد بود؟

tC t =( )  

t + ۲۷۳

۳t

یک مستطیل در یک نیم دایره به شعاع 2 محاط شده است، طول و عرض مستطیل را طوری بیابید که مساحت مستطیل ماکزیمم146

شود.

fتابع  در چه بازه هایی اکیداً صعودی و در کدام بازه ها اکیداً نزولی است؟147 x =( ) x −۳ ۳x

استوانه ای به شعاع قاعدۀ  و ارتفاع  مفروض است. اگر صفحۀ  این استوانه را برش بدهد چه شکل هایی از سطح مقطع به  دست148

می آید؟ (سه نمونۀ آن را ذکر کنید)

rhP

در شکل زیر نصف یک استوانه داده شده است. سطح مقطع این شکل در برخورد با صفحه های عمودی و افقی به چه شکل است؟149

xمعادلۀ دایره ای به صورت  است، مختصات مرکز این دایره را به دست آورید.150 +۲ y −۲ ۲x− ۶y + ۶ = ۰

در هر قسمت، عبارت مناسب را انتخاب کنید.
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اگر صفحه ای بر محور سطح مخروطی عمود نباشد و در هیچ حالتی با مولد سطح مخروطی موازی نشود و از رأس نگذرد، شکل151

حاصل از تقاطع صفحه با سطح مخروطی ............ خواهد بود. (بیضی - سهمی - هذلولی)

اگر خروج از مرکز بیضی به صفر نزدیک شود، شکل بیضی به شکل ............ نزدیک خواهد شد. (پاره خط - دایره - نقطه)152

ها مماس باشد.153 O(۳,−۲)xمعادلۀ دایره ای را بنویسید که مرکز آن نقطۀ  بوده و بر محور 

xمعادلۀ گستردۀ دایره ای به صورت  است. مرکز و شعاع دایره را بنویسید.154 +۲ y −۲ ۶x + ۲y + ۶ = ۰

axحدود  را طوری به  دست آورید که  بتواند معادله یک دایره باشد.155 +۲ y −۲ ۳x + ۵y + a = ۰

شکل حاصل از دوران یک مثلث قائم الزاویه حول وتر آن چیست؟156

Oمعادلۀ دایره ای را بنویسید که مرکزش  بوده و از نقطۀ  می گذرد.157 −۱,۳( )A ۲, ۱( )

x)اگر معادله دایره به شکل  باشد:158 + ۱) +۲ y =۲ ۴

مختصات مرکز دایره و اندازه شعاع دایره را بنویسید.الف

ها را پیدا کنید.ب xمختصات تقاطع دایره با محور 

Fاگر در بیضی طول قطر بزرگ دو برابر طول قطر کوچک باشد، اندازۀ زاویۀ  چند درجه است؟159 FB̂ ′

Oمعادلۀ دایره ای را بنویسید که  مرکز آن بوده و روی خط  وتری به طول 4 ایجاد کند.160 −۱,−۱( )۲x + y = ۲

 در بیضی زیر، خروج از مرکز برابر  است. نسبت مساحت مثلث  به مساحت مثلث  را بیابید.161

۵
۴

OBF ′OAB′

وضعیت دو دایره به معادلات  و  را نسبت به هم تعیین کنید. (با162

ارائه راه حل)

(x− ۱) +۲ (y + ۲) =۲ ۱x +۲ y +۲ ۶x + ۲y − ۶ = ۰
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اگر دو دایره به معادله های  و  مماس خارج باشد، مقدار  را163

بیابید.

x +۲ y +۲ ۲x− ۴y + ۱ = ۰(x− ۲) +۲ (y + ۱) =۲ m۲m

xمساحت بین دو دایرۀ  و  برابر  است.  را بیابید.164 +۲ y −۲ ۴x + ۶y = ۳x− ۲ +( )۲ y + ۳ =( )۲ m۴πm

,C(Oمعادلۀ گستردۀ دایرۀ  به شکل  است.165 R)x +۲ y +۲ ۲y − ۴x− ۴ = ۰

Cمختصات مرکز و شعاع دایرۀ  را محاسبه کنید.الف

A(۰,۳)Cآیا نقطۀ  روی محیط دایرۀ  قرار دارد؟ چرا؟ب

در بیضی زیر فاصلۀ کانونی را محاسبه کنید ( و  کانون های بیضی هستند).166

    

FF ′

مستطیلی که طول آن  برابر عرض آن است را ابتدا حول طول آن و سپس حول عرض آن دوران می دهیم. نسبت حجم های دو167

جسم حاصل را بیابید.

۱/۵

، مرکز آن  و طول قطر کوچک این بیضی ۶ واحد است.168  خروج از مرکز یک بیضی افقی 

۵
۴

(−۴,−۱)

طول قطر كانونی و فاصله کانونی را محاسبه کنید.الف

مختصات نقاط دو سر قطر بزرگ را پیدا کنید.ب

169
}  وضعیت دو دایره  را بررسی کنید.

x + y − ۶x− ۲y + ۹ = ۰۲ ۲

x + y = ۱۲ ۲

دو استوانه روی یکدیگر قرار داده ایم. اگر صفحه ای از بالا به طور عمودی هر دو استوانه را برش دهد، سطح مقطع حاصل چه شکلی170

خواهد بود؟ (همراه با رسم شکل)

شکل حاصل از دوران هریک را با رسم نام ببرید.171

نیم دایره حول قطر آنالف

مستطیل حول طول یا عرضب

مثلث قائم الزاویه حول یک ضلع زاویۀ قائمهپ

ذوزنقۀ قائم الزاویه حول ساق قائم آنت

Aوضعیت نقطۀ  نسبت به دایرۀ  را تعیین کنید.172 ۱,−۲( )x +۲ y −۲ ۲x + ۲y = ۰
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در شکل زیر، ضلع  از مستطیل  موازی با خط  و به فاصلۀ 1 واحد از آن است. حجم جسم حاصل از دوران مستطیل173

، چقدر است؟ حول خط 

 

ADABCDL

L

معادلۀ قطر کانونی یک بیضی،  و معادلۀ قطر کوچک،  است. اگر طول قطرهای بزرگ و کوچک به ترتیب ۱۲ و 174۸

واحد باشند، مرکز بیضی و فاصلۀ کانونی را به دست آورید.

y = −۱x = ۲

xمعادلۀ دایره ای را بنویسید که مرکزش روی خط  و بر خطوط  و  مماس باشد.175 + y = ۲y = x− ۳y = x + ۱

استوانۀ قائم به شعاع قاعدۀ 2 و ارتفاع 1 واحد را روی استوانۀ قائم دیگری به شعاع قاعدۀ 3 و ارتفاع 2 واحد، قرار داده ایم. اگر176

صفحه ای قائم، استوانه ها را قطع کند، حداکثر مساحت سطح مقطع حاصل، چقدر است؟

dحجم حاصل از دوران سطح هاشورخورده حول خط  را محاسبه کنید.177

مدرسه  سه برابر مدرسه  دانش آموز دارد. ۳۵ درصد دانش آموزان مدرسه  و ۱۵ درصد دانش آموزان مدرسه  معدلی بالای 178۱۸

دارند، اگر همه دانش آموزان هر دو مدرسه در یک محوطه حاضر باشند و به تصادف یکی از آن ها را انتخاب کنیم:

ABAB

با چه احتمالی فرد انتخابی، معدلی بالای ۱۸ دارد؟الف

در جاهای خالی گزینۀ مناسب داخل پرانتز را انتخاب کنید.

دو پیشامدی که باهم رخ ندهند، دو پیشامد ............ (مستقل - ناسازگار) هستند.179

مدرسۀ  سه برابر مدرسۀ  دانش آموز دارد. 25 درصد دانش آموزان مدرسۀ  و 15 درصد دانش آموزان مدرسۀ  معدلی بالای 18018

دارند. اگر همۀ دانش آموزان هر دو مدرسه در یک محوطه حاضر باشند و به تصادف یکی از آن ها را انتخاب کنیم:

ABAB

ABبا چه احتمالی فرد انتخابی از مدرسۀ  و با چه احتمالی از مدرسۀ  است؟الف

با چه احتمالی فرد انتخابی معدلی بالای 18 دارد؟ب

در یک دانشگاه ۱۲۰۰ نفری ۸۰۰ دانشجوی دختر وجود دارند و بقیه پسر هستند. اگر 60% دختران و 70% پسران در یک درس قبول181

شده باشند:

با چه احتمالی یک دانشجو که به دلخواه از دانشکده انتخاب شده است، در این درس قبول نشده است؟الف
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جمله های زیر را کامل کنید.

، .................... هستند.182 ABPهرگاه برای دو پیشامد  و  داشته باشیم  آن گاه دو پیشامد  و  (A ∩B) = P (A).P (B)AB

اگر احتمال انتقال نوعی بیماری عفونی به نوزاد پسر  و نوزاد دختر  باشد و خانواده ای منتظر به دنیا آمدن فرزندی باشند،183

با چه احتمالی نوزاد آن ها به بیماری مذکور مبتلا خواهد شد؟

۰/۰۷۰/۰۴

یک سکه را پرتاب می کنیم و اگر پشت بیاید 3 سکۀ دیگر را باهم پرتاب می کنیم. در این آزمایش احتمال اینکه دقیقاً یک سکه رو184

ظاهر شود، چقدر است؟

، چهار مهرۀ آبی و چهار مهرۀ قرمز موجود است. از کیسۀ  یک مهره185 ، سه مهرۀ آبی و پنج مهرۀ قرمز و درون کیسۀ  درون کیسۀ 

خارج کرده و در کیسۀ  قرار می دهیم. حال از کیسۀ  یک مهره خارج می کنیم. با چه احتمالی مهره های خارج شده از کیسۀ  و

 همرنگ خواهد بود؟

ABA

BBA

B

در جعبه ای سه ظرف وجود دارد. ظرف اول شامل یک مهرۀ سفید و یک مهرۀ سیاه، ظرف دوم شامل یک مهرۀ سفید و دو مهرۀ سیاه و186

ظرف سوم شامل سه مهرۀ سفید و دو مهرۀ سیاه است. در برداشتن یک مهره به تصادف از یک ظرف احتمال خارج شدن مهرۀ سیاه

کدام است؟

دو ظرف یکسان داریم. ظرف اول شامل 7 مهرۀ قرمز و 3 مهرۀ آبی و ظرف دوم شامل 6 مهرۀ قرمز و 6 آبی است. از ظرف اول به187

 تصادف یک  مهره انتخاب کرده، در ظرف دوم قرار می دهیم. سپس یک  مهره از ظرف دوم انتخاب می کنیم. با چه احتمالی این مهره

قرمز است؟

در جاهای خالی عبارت مناسب قرار دهید.

،  و  یک افراز روی مجموعه188 اگر  مجموعه اعداد طبیعی اول،  مجموعه اعداد طبیعی مرکب و ............ باشند، آنگاه 

اعداد طبیعی است.

ABC =ABC

فرض کنید جمعیت یک کشور متشکل از ۴۵ درصد مرد و ۵۵ درصد زن باشد و شیوع یک بیماری ویروسی به ترتیب در این دو دسته189

۴ درصد و ۶ درصد باشد. اگر فردی به تصادف از این جامعه انتخاب شود، با چه احتمالی به بیماری موردنظر مبتلا است؟

، دو مهره به تصادف و باهم190 ، شامل 3 مهرۀ آبی و ۴ مهرۀ قرمز و ظرف  شامل ۵ مهرۀ آبی و 7 مهرۀ قرمز است. از ظرف  ظرف 

خارج می کنیم و در ظرف  قرار می دهیم سپس از ظرف  یک مهره خارج می کنیم. اگر مهرۀ خارج شده از ظرف  آبی باشد با چه

احتمالی مهره های خارج شده از ظرف  همرنگ بوده اند؟

ABA

BBB

A

4 ظرف یکسان داریم. در اولین ظرف 14 مهره قرار دارد که 4تای آن ها قرمز است. در ظرف دوم همۀ مهره ها قرمزند. در ظرف سوم 1918

مهره قرار دارد که 6تای آن ها قرمزند و در ظرف چهارم هیچ مهرۀ قرمزی وجود ندارد. با چشم بسته یکی از ظرف ها را انتخاب کرده و از

آن یک مهره بیرون می آوریم. احتمال اینکه مهرۀ انتخابی قرمز باشد چقدر است؟

مینا در انتخاب رشتۀ خود برای تحصیل در دبیرستان بین سه رشتۀ ریاضی، تجربی و انسانی مردد است. اگر او رشتۀ ریاضی را انتخاب192

، اگر تجربی را انتخاب کند به احتمال  و اگر انسانی را انتخاب کند به احتمال  در آزمون ورودی کند، به احتمال 

، احتمال اینکه رشتۀ تجربی را انتخاب کند  و دانشگاه پذیرفته خواهد شد. اگر احتمال اینکه او رشتۀ ریاضی را انتخاب کند 

احتمال اینکه رشتۀ انسانی را انتخاب کند  باشد، با چه احتمالی در دانشگاه پذیرفته خواهد شد؟

۰/۴۵۰/۱۰/۳
۰/۱۰/۶

۰/۳
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سامان در یک مسابقه شرکت کرده است. سه بسته سؤال که یکی شامل سؤال های ادبیات، یکی ریاضی و یکی اطلاعات عمومی است،193

وجود دارد. اگر بستۀ سؤال های ادبیات را به او بدهند، به احتمال 90 درصد برنده خواهد شد. اگر بستۀ سؤال های ریاضی را به او بدهند،

به احتمال 60 درصد و اگر بستۀ سؤال های اطلاعات عمومی را به او بدهند، به احتمال 85 درصد برنده خواهد شد. درصورتی که با

چرخاندن عقربۀ چرخان در شکل زیر نوع سؤال هایی که به او داده می شود مشخص شود، تعیین کنید او به چه احتمالی برنده خواهد

شد؟

فرض کنید جمعیت یک کشور متشکل از 20 درصد کودک و نوجوان، 50 درصد میانسال و 30 درصد سالمند باشند و شیوع یک بیماری194

خاص در این دسته ها به ترتیب 3 درصد، 5 درصد و 1 درصد باشد. اگر فردی به تصادف از این جامعه انتخاب شود، با چه احتمالی به

بیماری موردنظر مبتلا است؟

درون جعبه A چهار مهره زرد و سه مهره قرمز و درون جعبه B سه مهره زرد و سه مهره قرمز قرار دارد. از جعبه A مهره ای را برداشته و195

در جعبه B قرار می دهیم، سپس از جعبه B مهره ای انتخاب می کنیم. اگر دو مهره همرنگ باشند، با چه احتمالی هر دو زرد اند؟

(2 (1

(4 (3

 

۵
۴

 

۷
۴

 

۷
۳

 

۵
۳

یک تاس را پرتاب می کنیم و به تعداد عدد روشده سکه می اندازیم. با چه احتمالی دقیق 3 سکه رو داریم؟196

(2 (1

(4 (3

 

۴
۱

 

۶
۲

 

۱۲
۱

 

۶
۱

دسته ای کارت شامل 2 کارت دو رو قرمز، 5 کارت یک رو قرمز و یک رو آبی، 3 کارت دو رو آبی است. کارتی را به تصادف از این دسته197

انتخاب می کنیم و فقط یک روی آن را می بینیم، با چه احتمالی رویی که دیده ایم آبی است؟

(2 (1

(4 (3

 

۲۰
۵

 

۲۰
۹

 

۲۰
۱۱

 

۲۰
۷

در کلاسی که  دانشجوی پسر  و 5 دانشجوی دختر دارد، به تصادف دو دانشجو را یکی پس از دیگری انتخاب می کنیم. با198

احتمال  دانشجویان انتخابی هم جنس نیستند. تعداد دانشجویان پسر، کدام می تواند باشد؟

n(n > ۵)

 

۲۱
۱۰

7 (2 10 (1

16 (4 11 (3
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، 3 دانش آموز ریاضی و 2 تجربی199 ، 5 دانش آموز ریاضی و 3 تجربی و در کلاس  دو کلاس به نام های  و   داریم که در کلاس 

وجود دارد. تاسی را پرتاب می کنیم، اگر مضرب 3 بیاید یک دانش آموز از کلاس  انتخاب و به کلاس  انتقال می دهیم و سپس

یک دانش آموز از کلاس  انتخاب می کنیم. در غیر این  صورت از کلاس  دانش آموزی انتخاب و به کلاس  انتقال داده و سپس

یک دانش آموز از کلاس  انتخاب می کنیم. احتمال آنکه هر دو دانش آموز هم رشته نباشند، کدام است؟

ABAB

BA

AAB

B

(2 (1

(4 (3

 

۱۰۸۰
۴۳۷

 

۹۴۰
۴۳۷

 

۱۰۸۰
۲۱۷

 

۹۴۰
۲۱۷

در یک جامعه نسبت تعداد زنان به مردان 4 به 3 است. اگر 40 درصد زنان و 60 درصد مردان باسواد باشند، با چه احتمالی فرد انتخابی200

از جامعه زن یا باسواد است؟

(2 (1

(4 (3

 

۴۹
۲۸

 

۳۵
۲۹

 

۳۵
۲۷

 

۴۹
۲۷
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1
x = ۲ : y = fog(۲) = f(۱۱) = ۷
x = ۴ : y = fog(۴) = f(−۲) = ۴
x = ۶ : y = fog(۶) = −۵
x = ۳ : y = fog(۳) = −۵
fog = (۲, ۷), (۴, ۴), (۶,−۵), (۳,−۵){ }

پاسخ سؤال 2

درست2

3
درستالف

نادرستب

نادرستپ

4
الف

fچون نمودار تابع  اکیداً صعودی است، پس وارون پذیر می باشد.ب

پ
y = x + ۱ − ۴⇒ x + ۱ = y + ۴⇒ x + ۱ =  ( )۳ ( )۳ ۳ y + ۴

⇒ x =  − ۱⇒ f x =  − ۱۳ y + ۴ −۱ ( ) ۳ x + ۴

هم د ز یا ــی  ب مهعر ســخنا پا
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5

6
الف

 

(gof)(x) = g(f(x)) = g(۳x − ۱) =  

۲

۳x − ۱ − ۴( ۲ )۲
۳x − ۱۲

D  = R Dو  = R− ±۲f g { }

D  = x ∈ D  ∣f(x) ∈ D  =  = R− ±۱gof { f g } x ∈ R∣۳x − ۱  ± ۲{ ۲ = } { }

7
الف

D  = ۱ , +∞ , D  = R , D  = x ∈ D  g x ∈ D  f [ ) g f og { g ∣ ( ) f }

⇒ D  = x ∈ R  ۲x − ۱ ∈ ۱, +∞ ⇒ D  = −∞,−۱ ∪ ۱, +∞f og { ∣
∣ ۲ [ ) } f og ( ] [ )

ب
f g x =( ( ))  ۲x − ۲۲

8

اکیداً صعودی: 

اکیداً صعودی: 

اکیداً نزولی: 

(−∞, ۰]
(۰, ۱)

[۱, +∞)

9

1- ابتدا نمودار را یک واحد به راست منتقل کنید.

2- طول نقاط را در  ضرب کنید.

ها قرینه نمایید. 3- نسبت به محور 

4- یک واحد به بالا ببرید.

۲
۱

x
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10

 

y = −۵−  ⇒  = −۵− y ⇒ ۳x + ۱ = ۲۵ + ۱۰y + y۳x + ۱ ۳x + ۱ ۲

⇒ ۳x = y + ۱۰y + ۲۴⇒ f (x) =  x +  x + ۸۲ −۱
۳
۱ ۲

۳
۱۰

11
f(x) = ۲x− ۴∣ ∣

۲x− ۴ = ۰⇒ ۲x = ۴⇒ x = ۲

f(x) =   {
۲x− ۴
−۲x + ۴

; x ≥ ۲
; x < ۲

12
f  =

t

 (x− ۲) x +۲ ۴x

x− ۲ = t ⇒ x = t + ۲⇒ f(t) = (t + ۲) + ۴(t + ۲)۲

⇒ f(t) = t + ۴t + ۴ + ۴t + ۸۲

⇒ f(t) = t + ۸t + ۱۲۲

 f (۲x + ۱) = (۲x + ۱) + ۸(۲x + ۱) + ۱۲t=۲x+۱ ۲

⇒ f(۲x + ۱) = ۴x + ۴x + ۱ + ۱۶x + ۸ + ۱۲۲

⇒ f(۲x + ۱) = ۴x + ۲۰x + ۲۱۲

برای تعیین ضابطۀ وارون سعی می کنیم  را برحسب  بیابیم؛ یعنی:13

حال جای  و  را عوض می کنیم؛ یعنی:

xy

y = ⇒  {
 + ۲ ; x ≥ ۰x

۱− x ; x < ۰۲ {
y =  + ۲ ; x ≥ ۰x
y = ۱− x ; x < ۰۲

⇒  ⇒  {
 = y − ۲ ; x ≥ ۰x

x = ۱− y ; x < ۰۲ {
x = (y − ۲) ; x ≥ ۰۲

x = −  ; x < ۰۱− y

xy

f (x) ={
y = (x− ۲) ; y ≥ ۰  

۲ (x−۲) ≥۰⇒x≥۲۲

y = −  ; y < ۰  ۱− x
−  <۰⇒x<۱۱−x

−۱ y =  {(x− ۲) ; x ≥ ۲۲

−  ; x < ۱۱− x
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چون نقطۀ شروع 2 واحد بالا رفته، پس یک انتقال عمودی 2 واحدی صورت گرفته است. حال اگر فرض کنیم نمودار به اندازۀ  واحد به راست14

، انبساط یا انقباض افقی صورت گرفته، ضابطۀ تابع به صورت زیر خواهد بود: انتقال پیدا کرده و سپس با ضریب 

a

b

y =  y =  + ۲  y =  + ۲x
واحد انتقال ۲

به بالا
x

واحد به a

راست
x− a

 y =  + ۲ = f x
b با ضریب

انبساط یا انقباض افقی
bx− a ( )

⇒   

⎩⎪⎪
⎨
⎪⎪
⎧

f(  ) = ۲⇒  + ۲ = ۲
۲
۳

 b− a
۲
۳

f(  ) = ۶⇒  + ۲ = ۶
۲
۱۱

 b− a
۲
۱۱

⇒    ۴b = ۱۶⇒ b = ۴ ⇒ a = ۶
⎩
⎨
⎧

 b− a = ۰
۲
۳

 b− a = ۱۶
۲
۱۱

تفریق

⇒ f x =  + ۲( ) ۴x− ۶

اگر قیمت لپ تاپ را  تومان در نظر بگیریم، بعد از  تخفیف برابر است با:15

و برای تخفیف 200000 تومانی، تابع  را به صورت زیر تعریف می کنیم:

حال  و  را حساب می کنیم:

ملاحظه می کنید که  است، یعنی  برای الناز به صرفه است.

x%۲۰

f x =( ) x−  x =
۱۰۰
۲۰

 x
۵
۴

g

g x =( ) x− ۲۰۰۰۰۰ ; x > ۱۵۰۰۰۰۰

fog x( )gof x( )

fog x = f x− ۲۰۰۰۰۰ =  x− ۲۰۰۰۰۰ =  x− ۱۶۰۰۰۰ ; D  = [۱۵۰۰۰۰۰, +∞)( ) ( )
۵
۴

( )
۵
۴

f og

gof x = g(  x) =  x− ۲۰۰۰۰۰ ; D  = [۱۵۰۰۰۰۰, +∞)( )
۵
۴

۵
۴

gof

fog x >( ) gof x( )gof x( )

گزینه 2 16

ها باز کنیم، باتوجه به اینکه برای رسم  باید نمودار تابع  را 3 برابر در جهت محور 

پس دامنۀ  برابر است با: 

چون دامنۀ  برابر  است، پس دامنۀ 

 با دامنۀ  برابر می شود.

f(x) =  =x + ∣x∣   ⇒{
 =  ; x > ۰x + x ۲x

 = ۰ ; x ≤ ۰x− x
D  =f R

⇒ D  =g [−۳, ۱]

g(  )
۳
x

y = g(x)x

g(  )
۳
x

D = [−۹,۳]

f(x)R
fog(  )

۳
x

g(  )
۳
x
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گزینه 4 17

برای نوشتن ضابطۀ تابع درجه سومی که نمودار آن به صورت زیر بوده و مرکز تقارنش نقطۀ  باشد، کافی است از ضابطۀ

، به راحتی مقدار  به دست  استفاده نماییم. حال با داشتن یک نقطۀ دیگر از این تابع و جایگذاری آن در تابع 

می آید.

داریم:

چون در شکل داده شده مرکز تقارن نقطۀ  است، پس داریم:

حال کافی است نقطۀ عرض از مبدأ تابع  را در آن صدق دهیم تا  مشخص شده. داریم:

،  و عدد ثابت تابع به دست آمده قرار می دهیم. داریم:  ، ،  و  را نظیر به نظیر برابر با ضرایب جملات   ، در آخر مقادیر 

(α, β)

f(x) = a(x− α) +۳ βfa

⇒ f(x) = a(x− α) +۳ β

(−۱,−۱)

f(x) = a(x + ۱) −۳ ۱

fa

  

 a(۱) − ۱ = ۱⇒ a = ۲
صدق می دهیم  f را در (۰,۱) ۳

⇒ f(x) = ۲(x + ۱) − ۱ = ۲(x + ۳x + ۳x + ۱) − ۱۳ ۳ ۲

= ۲x + ۶x + ۶x + ۱۳ ۲

abcdx۳x۲x

⇒    ⇒

⎩⎪⎪
⎪⎪
⎨
⎪⎪
⎪⎪
⎧a = ۲

b = ۶
c = ۶
d = ۱

abcd = ۲ × ۶ × ۶ × ۱ = ۷۲
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گزینه 2 18

اگر ضابطۀ تابع را مرکب ببینیم، داریم:

با کمی دقت پی می بریم که تابع اصلی  اکیداً صعودی است، چون به صورت تفاضل یک تابع اکیداً صعودی و یک تابع اکیداً نزولی است.

در تابع مرکب fog، برد تابع داخلی g، دامنۀ تعریف تابع f است. تابع g تابع جزء اعشاری بوده و بُردش بازۀ  است. پس به

ترتیب همین بازه و جایگذاری آن در تابع اصلی f، بُرد به دست می آید، داریم:

⇒{
f(x) = ۲ − ۲x −x

g(x) = x− [x]
y = f(g(x))

f(x)

f(x) = −۲x
اکیداً صعودی 

 ⇒
اکیداً نزولی
۲−x اکیداً صعودی 

R  =g [۰, ۱)

f(x) = ۲ − ۲ , D  = R  = [۰, ۱) ⇒    

x −x
f g ⎩

⎨
⎧f(۰) = ۰

f(۱) =  

۲
۳

⇒ R  = [f(۰), f(۱)) = [۰,  )f og(x) ۲
۳

پاسخ سؤال 19

نادرست19

20

 

T =  =  = π
∣b∣
۲π

۲
۲π

M ax = ∣a∣ + c = ۲ + (−۳) = −۱
M in = −∣a∣ + c = −۲ + (−۳) = −۵

21
درستالف

نادرستب

22

cos α =۲ ۱− sin α⇒۲ cos α = −  =۱−  

۲۵
۹

−  

۵
۴

⇒ sin۲α = ۲ sinα cos α = −  

۲۵
۲۴

23
max = ∣ − ۲∣ + ۱ = ۳ , min = −∣ − ۲∣ + ۱ = −۱

24
T =  =

۲π∣ ∣
۲π

۱ , max = −۳ +∣ ∣ ۱ = ۴ , min = − −۳ +∣ ∣ ۱ = −۲
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پاسخ سؤال 25

25
x kπ +=  :

۲
π

k ∈ Z

پاسخ سؤالات 26 تا 27

نادرست. 26

min = −∣a∣ + c = −۳ + ۲ = −۱

نادرست27

28

(باتوجه به اینکه در سؤال در اثر اشکال تایپی به جای  عدد  تایپ  شده است، در زمان تصحیح چنانچه داوطلب با  حل نموده است،

نمرۀ کامل منظور گردد.) 

 

 = ۱ + tan α⇒  = ۱ +  =  ⇒ cos α =  

cos α۲
۱ ۲

cos α۲
۱

۴
۱

۴
۵ ۲

۵
۴

cos ۲α = ۲cos α− ۱ = ۲ × (  ) − ۱ =  

۲
۵
۴

۵
۳

−  

۲
۱

 

۲
۱

 

۲
۱

29
T = ۴π ⇒  =

∣b∣
۲π

۴π ⇒ ∣b∣ =  ⇒
۲
۱

b = ±  

۲
۱

max = ∣a∣ + c = ۳ , min = −∣a∣ + c = ۱⇒ c = ۲
⇒ ∣a∣ = ۱⇒ a = −۱

f(x) = a cos bx + c ⇒ f(x) = − cos(  x) +
۲
۱

۲ , f(x) = − cos(−  x) +
۲
۱

۲

پاسخ سؤالات 30 تا 31

30

 

 sin۲x =  ⇒ sin۲x =  ⇒ sin۲x = sin  

۲
۱

۴
 ۳

۲
 ۳

۳
π

  ⇒   

⎩
⎨
⎧۲x = ۲kπ +  

۳
π

۲x = ۲kπ + π −  

۳
π ⎩

⎨
⎧x = kπ +  

۶
π

x = kπ +  

۳
π
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31

 

۱− ۲ sin x− sin x = ۰⇒ ۲ sin x + sin x− ۱ = ۰۲ ۲

⇒   

⎩⎪⎪
⎪
⎨
⎪⎪
⎪⎧sin x = −۱⇒ x = ۲kπ −  

۲
π

sin x =  = sin  ⇒   

۲
۱

۶
π

⎩
⎨
⎧x = ۲kπ +  

۶
π

x = ۲kπ +  

۶
۵π

پاسخ سؤال 32

32

sinα cos α =  sin۲α  

۲
۱ α=  ۸

π

 sin۲  =
۲
۱

۸
π

 sin  =
۲
۱

۴
π

 

۴
 ۲

33
T = ۶⇒  = ۶⇒ ∣b∣ =  

∣b∣
۲π

۳
π

  ⇒   ⇒ ۲c = ۴⇒ c = ۲⇒ ∣a∣ = ۴
max = ۶
min = −۲} {

∣a∣ + c = ۶
− ∣a∣ + c = −۲

y = a sin bx + c ⇒ y = −۴ sin(  x) + ۲ یا y = +۴ sin(−  x) + ۲
۳
π

۳
π

34

۲ sin x cos x =  ⇒
۲

 ۳
sin۲x = sin  

۳
π

k ∈
⎩⎪
⎨
⎪⎧۲x = ۲kπ +  

۳
π

۲x = ۲kπ + π −  

۳
π Z ⇒    k ∈

⎩⎪
⎨
⎪⎧x = kπ +  

۶
π

x = kπ +  

۳
π Z

35

cos۳x = cos x ⇒    

⎩
⎨
⎧۳x = ۲kπ + x ⇒ x = kπ

۳x = ۲kπ − x ⇒ x =  

۲
kπ

36

sin ۱۵ =  =
∘

 

۲
۱− cos۳۰

∘

 = 

۲

۱−  

۲
 ۳

 

۲
 ۲− ۳
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cosنکته: 37 ۲α = ۱− ۲sin α۲

cos α =۲ ۱− sin α =۲ ۱−  =
۱۶۹
۱۴۴

 ⇒
۱۶۹
۲۵

cos α = ±   

۱۳
۵ در ربع چهارم α

cos α =  

۱۳
۵

cos α = ۱− ۲sin ⇒۲

۲
α

 =
۱۳
۵

۱− ۲sin  ⇒۲

۲
α

sin  =۲

۲
α

 ⇒
۱۳
۴

sin  =
۲
α

±  

 ۱۳
۲

 <
۲
۳π

α < ۲π ⇒  <
۴
۳π

 <
۲
α

π ⇒ sin  >
۲
α

۰⇒ sin  =
۲
α

 

 ۱۳
۲

cos  =۲
۲
α

۱− sin  =۲

۲
α

۱−  =
۱۳
۴

 ⇒
۱۳
۹

cos  =
۲
α

±  

 ۱۳
۳

در ربع دوم  ۲
α

cos  =
۲
α

 

 ۱۳
−۳

tan  =
۲
α

 =
cos  

۲
α

sin  

۲
α

 =
 

 ۱۳
−۳

 

 ۱۳
۲

−  

۳
۲

ابتدا صورت کسر و سپس مخرج کسر را به دست می آوریم:38

−tan  

۱۲
π

 =cot  

۱۲
π

a  

۲ توان
tan  +

۱۲
π

cot  −
۱۲
π

۲  =

۲

   tan  

۱۲
π

cot  

۱۲
π

a۲

⇒  + − ۲ =  − ۲
cos  

۱۲
π

sin  

۱۲
π

sin  

۱۲
π

cos  

۱۲
π

sin  cos  

۱۲
π

۱۲
π

sin  + cos  

۲
۱۲
π ۲

۱۲
π

=  − ۲ = ۴− ۲ = ۲
 sin  

۲
۱

۶
π

۱

⇒ a =۲ ۲⇒ a = ±  ۲

tan  =
۱۲
π

 , cot  =
cos  

۱۲
π

sin  

۱۲
π

۱۲
π

 

sin  

۱۲
π

cos  

۱۲
π

cos  >sin  ۱۲
π

۱۲
π

tan  <
۱۲
π

cot  ⇒
۱۲
π

a < ۰⇒ a = −  ۲

+tan  

۱۲
π

 =cot  

۱۲
π

b  

۲ توان
tan  +

۱۲
π

cot  +
۱۲
π

۲ = b۲

شبیه بالا ۴ + ۲ = b  

۲ b>۰
b =  ⇒۶ A = −  =

 ۶
 ۲
−  =

۶
 ۱۲
−  

۳
 ۳
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39

، مقدار  عددی مثبت و  عددی منفی است، پس  مثبت است. دقت کنید چون 

نکته:

cot x− tan x = −۲⇒  −  = −۲
sin x
cos x

cos x
sin x

⇒  = −۲⇒  = −۲
sin x cos x

cos x− sin x۲ ۲

 sin۲x
۲
۱
cos ۲x

⇒ cot ۲x = −۱⇒    

⎩⎪
⎨
⎪⎧۲x =  ⇒ x = غ.ق.ق  (  < x < π)

۴
۳π

۸
۳π

۲
π

۲x =  ⇒ x =  

۴
۷π

۸
۷π

sin  −
۸
۷π

cos  =
۸
۷π

a  

( )۲
sin  +۲

۸
۷π

cos  −۲
۸
۷π

۲ sin  cos  =
۸
۷π

۸
۷π

a۲

۱− sin  =
۴
۷π

a ⇒۲ ۱ +  =
۲

 ۲
a ⇒۲ a = ±  ⇒ 

۲
۲ +  ۲

a =   

۲
۲ +  ۲

 <
۲
π

x < πsin xcos xsin x− cos x

۱) cos x− sin x = cos ۲x۲ ۲

۲) ۲ sin x cos x = sin۲x ⇒ sin x cos x =  sin۲x
۲
۱

40
الف

(−۱)

ب
(+∞)

پ
(−۱)

پاسخ سؤال 41

413

پاسخ سؤال 42

درست42

پاسخ سؤالات 43 تا 45
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43

 =
x→۴
lim

 − xx + ۱۲
x − ۱۶۲

  ×
x→۴
lim

 − xx + ۱۲
x − ۱۶۲

 =
 

 + xx + ۱۲
 + xx + ۱۲

  

x→۴
lim

 

(x + ۱۲− x )۲
x + ۴ x− ۴  + x( ) ( ) ( x + ۱۲ )

=   =
x→۴
lim

 −(x + ۳) x− ۴( )

x + ۴ x− ۴  + x( ) ( ) ( x + ۱۲ )
  =

x→۴
lim

 

−(x + ۳)

x + ۴  + x( ) ( x + ۱۲ )
−  

۷
۶۴

44
 =

x→۰+
lim

۱− cos x
۱

 =
۱− ۱−
۱

 =
 ۰+

۱
+∞

45

 =
x→±∞
lim

۲x + ۱۳
x− ۱ x− ۲ ۴− x( ) ( ) ( )

  =
x→±∞
lim

 ۲x۳

 

−x۳
−  

۲
۱

پاسخ سؤال 46

∞+حد تابع در نقطۀ داده شده  است.46

پاسخ سؤالات 47 تا 49

47

  =  =  =  

x→۵
lim

 − ۳۲x− ۱
۵− x

  

x→۵
lim

 − ۳  + ۳( ۲x− ۱ ) ( ۲x− ۱ )

۵− x  + ۳( ) ( ۲x− ۱ )
  

x→۵
lim

−۲ ۵− x( )
۵− x  + ۳( ) ( ۲x− ۱ )

−۳

48
 =

x→π−
lim

۱ + cos x
۲

 = +∞ 

۰+

۲

49

  =   =   
x→−∞
lim

۷ + ۵x
۳x +  x + x + ۱۲

x→−∞
lim

 ۵x
 ۳x− x

۵
۲

50
p(−۱) = ۰⇒ ۲(−۱) −۳ k(−۱) −۲ (−۱) + ۳ = ۰⇒ k = ۲

پاسخ سؤالات 51 تا 53
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51

  

  

x→−۱
lim

x + ۳x + ۲۲

 + ۱۳ x
=   ×  

x→−۱
lim

(x + ۱)(x + ۲)
 + ۱۳ x

 − + ۱۳ x۲ ۳ x

 − + ۱۳ x۲ ۳ x

=   =  

x→−۱
lim

 (x + ۲)(  −  + ۱)(x + ۱) ۳ x۲ ۳ x

 (x + ۱)
۳
۱

52
tan x =

x→  ۲
π +

lim   =
x→  ۲

π +
lim

cos x
sin x

−∞

53
 =

x→−∞
lim

۲x − ۴x + x۳ ۲
−۶x + ۷x− ۹۳

  =
x→−∞
lim

۲x۳
−۶x۳

−۳

پاسخ سؤال 54

با استفاده از قاعدۀ پرتوان داریم:54

 =
x→−∞
lim

۳x− ۵
 − ۲x + ۷۴x − ۵x + ۳۲

  =
x→−∞
lim

۳x
∣۲x∣ − ۲x

 =
۳x
−۴x

−  

۳
۴

55
P (۲) = ۳⇒ ۱۲ + ۲m + ۲m + ۱ = ۳⇒ ۴m = −۱۰⇒ m = −  

۲
۵

f(−۲) = −  (−۲) − (−  )(−۲) + ۳ = −۱۲
۲
۵ ۲

۲
۵

پاسخ سؤالات 56 تا 58

56

   =
x→۲
lim

۳−  x + ۷
x − ۴۲

  ×
x→۲
lim

۳−  x + ۷
x − ۴۲

 =
۳ +  x + ۷

 ۳ +  x + ۷
  

x→۲
lim

 ۲− x
 (۳ +  )(x− ۲)(x + ۲) x + ۷

=  −
x→۲
lim (x + ۲)(۳ +  ) =x + ۷ −۲۴

57
  −

x→۳+
lim

۹− x۲
x + ۱

=  =
۰−
۴

∞

58

 =
x→±∞
lim

۲x + ۱۳
۱۰x +  

۲ x + x۲
  =

x→±∞
lim  

۲x۳
۱۰x۲

 =  

x→±∞
lim

x
۵

۰

پاسخ سؤال 59
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59

در اینجا، پس از تجزیۀ عبارات، در صورت و مخرج از  فاکتور گرفتیم.

 

x→۱+
lim

 + (x− ۱)(x + ۳)(x− ۱)(x + x + ۱)۲

 + (x− ۱)(x− ۳)(x− ۱)(x + ۱)

=    =
x→۱+
lim

  x− ۱
 

 x− ۱
(  +  (x + ۳))x + x + ۱۲ x− ۱

(  +  (x− ۳))x + ۱ x− ۱
 =
 ۳

 ۲
 

۳
 ۶

 x− ۱

پاسخ سؤال 60

60
 =

x→  ۲
۳π

lim
cos x

۱ + sin x
 ⇒
۰
۰

  ×
x→  ۲

۳π
lim

cos x
۱ + sin x

 

 

۲

 ۱− sin x
۱− sin x

=   =
x→  ۲

۳π
lim

۲ cos x
۱− sin x۲

  =
x→  ۲

۳π
lim

۲ cos x
cos x۲

  =
x→  ۲

۳π
lim

۲
cos x

۰

61
الف

 ×
x→۲
lim

 − ۲x + ۲
۲x − ۳x− ۲۲

 =
 + ۲x + ۲
 + ۲x + ۲

  

x→۲
lim

x + ۲− ۴
(۲x − ۳x− ۲)(  + ۲)۲ x + ۲

=   =
x→۲
lim

 x− ۲
 (۲x + ۱)(  + ۲)(x− ۲) x + ۲

۵(۴) = ۲۰

62
الف

 =
۲− ۱

f(۲) − f(۱)
۱۵

ب
f (t) =′ ۶t +۲ ۱⇒ f (۲) =′ ۲۵

63
 =

۴− (−۱)
f(۴) − f(−۱)

 =
۵

۳− ۲
 

۵
۱

64
Eالف

Bب

Cپ

mت  >D mA

65
f (x) =′

 = 

۴− ۱
f ۴ − f ۱( ) ( )

 = 

۳
۳۰− ۰

۱۰
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پاسخ سؤالات 66 تا 67

66
y =′ ۳x −  

۲

x۲
۱

67
y =′ ۳ × ۴ × ۲ × (۲x− ۵) +۳

 

۳  

۳ x۲
۱

68
m t =′ ( )  +

۲  t
۱

۲t ⇒ m ۹ =′ ( )  

۶
۱۰۹

69
الف

 =
Δt
Δf

 =
۴− ۰

f(۴) − f(۰)
 =

۴
(−۳) − (۱)

−۱

ب
f (t) = t − ۳ ⇒′ f (۷) = ۴′

70
الف

x = b

ب
x = d

پ
x = c

71
الف

نقطه

شیبصفر، بدون علامت

DCBA

−−+

fچون  و همچنین  است، پس علامت  مثبت می باشد.ب (x  ) >′
A f (x  )′

D∣f (x  )∣ >′
A ∣f (x  )∣′

Df (x  ) +′
A f (x  )′

D

72

مشتق راست نامتناهی و مشتق چپ یک عدد، پس نقطۀ  نقطۀ گوشه ای تابع است.

 =
x→۰+
lim x  −x =

x→۰−
lim ۲ ۰ پیوسته است. x = ۰ تابع در

f  (۰) =   =   = +∞+
′

x→۰+
lim

x
 x

x→۰+
lim

 x
۱

f  (۰) =   =  (−x) = ۰−
′

x→۰−
lim

x
−x۲

x→۰−
lim

x = ۰

پاسخ سؤال 73
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73−۳۸

74

 درنتیجه تابع در  مشتق پذیر نیست.

f  (۱) =   = ۱′
+

x→۱+
lim

x− ۱
x + ۱− ۲

f  (۱) =   = ۳′
−

x→۱−
lim

x− ۱
x + x− ۲۲

f  (۱)  f  (۱)′
+ = ′

−x = ۱

75
الف

 =
۰ + ۲

f(۰) − f(−۲)
 =

۲
−۳ + ۲

−  

۲
۱

ب
f (x) =′

 ⇒
(x + ۲)۲ ۲

−۳x + ۱۲x + ۶۲
f (−۱) =′ −۱

76
f (۱) =′ ۲  ,   g (۱) =′ −۱ 

h(x) =  ⇒ h (x) =    
g(x)
f(x) ′

(g(x))۲
f (x) ⋅ g(x) − g (x) ⋅ f(x)′ ′

⇒ h (۱) =   ′

(g(۱))۲
f (۱) ⋅ g(۱) − g (۱) ⋅ f(۱)′ ′

⇒ h (۱) =  ⇒ h (۱) =  

′

(۳)۲
۲(۳) − (−۱)(۲) ′

۹
۸

77
ffتابع  در صفر پیوسته نیست، بنابراین  موجود نیست. الف ۰′ ( )

ب
f (x) =′

 {
۲x ; x > ۰
۲ ; x < ۰

پ
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78
f (x) =  ⇒ D  = (−∞,۳)′

۲  ۶− ۲x
−۲

f ′

79
S(r) = πr , P (r) = ۲πr ⇒ S(P ) =  P ⇒ S (P ) =  

۲
۴π
۱ ۲ ′

۲π
P

⇒ S (۳π) =  

′

۲
۳

80

چون  پس تابع  در  مشتق ندارد.

f (۲) =′
  =

x→۲
lim

x− ۲
f(x) − f(۲)

  

x→۲
lim

x− ۲
x∣x − ۲x∣ − ۰۲

⎩⎪⎪
⎨
⎪⎪
⎧

 =   = ۴
x→۲+
lim

x− ۲
x∣x − ۲x∣ − ۰۲

x→۲+
lim

x− ۲
x(x − ۲x)۲

 =   = −۴
x→۲−
lim

x− ۲
x∣x − ۲x∣ − ۰۲

x→۲−
lim

x− ۲
−x(x − ۲x)۲

f  (۲)  f  (۲)′
+ = ′

−fx = ۲

81
f (a) =   

′
x→a
lim

x− a
f(x) − f(a)

⇒ f (۳) =   =   =   = −  

′
x→۳
lim

x− ۳

 −  

x
۲

۳
۲

x→۳
lim

x− ۳

 

۳x
۶− ۲x

x→۳
lim

۳x
−۲

۹
۲

82
f ۴ =′ ( ) m  ⇒AB ۱/۵ =  ⇒

۱
y  − ۲۴B y  =B ۲۵/۵

f (۴) =′ m  ⇒AC  =
−۱

y  − ۲۴C ۱/۵⇒ y  =C ۲۲/۵

A    , B    , C    

∣
∣
∣
∣
∣۴
۲۴

∣
∣
∣
∣
∣۵
۲۵/۵

∣
∣
∣
∣
∣۳
۲۲/۵

83

آهنگ متوسط تابع یک واحد از آهنگ لحظه ای بیشتر است.

⇒ −۵− (−۶) = ۱
⎩⎪
⎨
آهنگ متوسط⎧⎪ =  =  −  = ۳۶(  ) = −۵

۳− ۲
f(۳) − f(۲)

۹
۳۶

۴
۳۶

۳۶
−۵

f (x) =  ⇒ f (  ) =  = −۶′
x۳
−۷۲ ′ ۳ ۱۲

۱۲
−۷۲

پاسخ سؤال 84

84
f (x) =′ ۹(۱۵x −۲ ۱)(۵x − x) (  ) +۳ ۸

۲x + ۱ (  )(۵x − x)
۲  ۲x + ۱

۲ ۳ ۹
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85
f (x) =′

 =
x  − x  ۲ ۱

f(x  ) − f(x  )۲ ۱
 = 

۵− ۱
f(۵) − f(۱)

 = 

۴
(۲۵− ۵ + ۳) − (۱− ۱ + ۳)

 ۵

86                                                              

f (x) =  (۱ +  ) ⇒ D  = (۰ , +∞)′

۲  x
۳

x
۲

f ′

87
(fg) ۲ = f ۲ g ۲ + f ۲ g ۲ = ۱ × −۳ + ۳ × ۲ = ۳′ ( ) ′ ( ) ( ) ( ) ′ ( ) ( )

(f + g) ۲ = f ۲ + g ۲ = ۳′ ( ) ′ ( ) ′ ( )

88

f  ۲ =′
+ ( )   =

x→۲+
lim

x− ۲
f x − f ۲( ) ( )

  =
x→۲+
lim

x− ۲
 x − ۴  − ۰∣

∣ ۲
∣
∣

  =
x→۲+
lim

x− ۲
x − ۴۲

  =
x→۲+
lim

x− ۲
x− ۲ x + ۲( ) ( )

۴

f  ۲ =′
− ( )   =

x→۲−
lim

x− ۲
− x − ۴( ۲ )

  =
x→۲−
lim

x− ۲
− x− ۲ x + ۲( ) ( )

−۴

⇒ f  ۲  f  ۲ ⇒′
+ ( ) = ′

− ( ) تابع در این نقطه مشتق پذیر نیست

89

پس  در  پیوسته است.

f(۰) = ۰ ,  x x =
x→۰
lim [ ] ۰

fx = ۰

f (۰) =′
  =

x→۰
lim

x− ۰
f(x) − f(۰)

  =
x→۰
lim

x
x x[ ]

 x
x→۰
lim [ ]

⇒    

⎩
⎨
⎧f  (۰) =  x = ۰′

+
x→۰+
lim [ ]

f  (۰) =  x = −۱′
−

x→۰−
lim [ ]

90

.

m (t) =  + ۲  =  

′

۲  t
۱

۴− ۰
۱۰− ۰

۲
۵

 + ۲ =  ⇒  = ۱⇒ t = ۱
۲  t

۱
۲
۵

t

91
Aالف

Cب

92
(۳f + ۲g) (۱) =′ ۳f (۱) +′ ۲g (۱) =′ ۹ + ۱۰ = ۱۹

پاسخ سؤال 93
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93

g (x) =′ −   ×
۳
۱

(
x + ۱۲

۳x − x۲
)
−  ۳

۴

 

(x + ۱)۲ ۲

(۶x− ۱)(x + ۱) − ۲x(۳x − x)۲ ۲

94

f (۲) =   =   

′

h→۰
lim

h
f(۲ + h) − f(۲)

h→۰
lim

h
−(۲ + h) + ۱۰(۲ + h) − ۱۶۲

=   =   =   =  (۶− h) = ۶
h→۰
lim

h
−h − ۴h− ۴ + ۲۰ + ۱۰h− ۱۶۲

h→۰
lim

h
−h + ۶h۲

h→۰
lim

 h
 (۶− h)h

h→۰
lim

A  شیب  خط مماس در نقطۀ  = f (۲) =′ ۶

A ۲, f(۲) =( ) (۲, ۱۶)

y − ۱۶ = ۶(x− ۲) ⇒ y = ۶x + ۴

95
(محیط دایره P = ۲πR

(مساحت دایره S = πR ⇒۲ R =۲
 ⇒

π
S

R =   

π
S

P = ۲π  ⇒ 

π
S

P (S) =′ ۲π   

۲  πS

۱ S=۲π
 =
 π × ۲π

π
 

۲
 ۲

96

چون  پس دامنۀ مشتق تابع برابر است با: 

f(x) =  ⇒{
x − x ; x ≥ ۱۳ ۲

−x + x ; x < ۱۳ ۲ f (x) =′
  {
۳x − ۲x ; x > ۱۲

− ۳x + ۲x ; x < ۱۲

f  (۱)  f  (۱)′
+ = ′

−D  =f ′ R− {۱}

97
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تابع  دو ضابطۀ خطی دارد.الف

تابع g هم خطی است.

f

O ۰, ۰ , A ۲, ۴ ⇒ m  =  = ۲( ) ( ) AO ۲− ۰
۴− ۰

AO : y = ۲x

A ۲, ۴ , B ۴, ۰ ⇒ m  =  = −۲( ) ( ) AB ۲− ۴
۴− ۰

AB : y − ۰ = −۲ x− ۴ ⇒ y = −۲x + ۸( )

f x =( )   ⇒{
۲x ; ۰ ≤ x ≤ ۲
۸− ۲x ; ۲ < x ≤ ۴ f x =′ ( )  ⇒{

۲ ; ۰ ≤ x < ۲
−۲ ; ۲ < x ≤ ۴ f ۲ =′ ( ) وجود ندارد

C ۰, ۴ , D ۴, ۰ ⇒( ) ( ) m  =CD −۱⇒ CD : y = ۴− x

⇒ g x =( ) ۴− x ; ۰ ≤ x ≤ ۴⇒ g (x) =′ −۱

h x = f x .g x ⇒ h x = f x g x + g x f x( ) ( ) ( ) ′ ( ) ′ ( ) ( ) ′ ( ) ( )

h ۱ = f ۱ g ۱ + g ۱ f ۱ = ۲ × ۳ + −۱ ۲ = ۴′ ( ) ′ ( ) ( ) ′ ( ) ( ) ( ) ( )

h ۲ = f ۲ g ۲ + g ۲ f ۲ = ′ وجود ندارد  ( ) ′ ( ) ( ) ′ ( ) ( )

h ۳ = f ۳ g ۳ + g ۳ f ۳ = −۲ ۱ + −۱ ۲ = −۴′ ( ) ′ ( ) ( ) ′ ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

ب

تابع g هم خطی است.

O ۰, ۰ , A ۲, ۴ ⇒ m  =  = ۲( ) ( ) AO ۲− ۰
۴− ۰

AO : y = ۲x

A ۲, ۴ , B ۴, ۰ ⇒ m  =  = −۲( ) ( ) AB ۲− ۴
۴− ۰

AB : y − ۰ = −۲ x− ۴ ⇒ y = −۲x + ۸( )

f x =( )   ⇒{
۲x ; ۰ ≤ x ≤ ۲
۸− ۲x ; ۲ < x ≤ ۴ f x =′ ( )  ⇒{

۲ ; ۰ ≤ x < ۲
−۲ ; ۲ < x ≤ ۴ f ۲ =′ ( ) وجود ندارد

C ۰, ۴ , D ۴, ۰ ⇒( ) ( ) m  =CD −۱⇒ CD : y = ۴− x

⇒ g x =( ) ۴− x ; ۰ ≤ x ≤ ۴⇒ g (x) =′ −۱

k x =  ⇒ k x =( )
g x( )
f x( ) ′ ( )

g x( ( ))۲
f x g x − g x f x′ ( ) ( ) ′ ( ) ( )

k ۱ =  =  

′ ( )
۳۲

۲ × ۳− −۱ ۲( ) ( )
۹
۸

k ۲ = ′ وجود ندارد  ( )

k ۳ =  = ۰′ ( )
۱( )۲

−۲ ۱ − −۱ ۲( ) ( ) ( ) ( )
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چون  و  و  پس دامنۀ مشتق تابع  برابر است با:

f (x) =′
   

⎩⎪⎪
⎪⎪
⎪
⎨
⎪⎪
⎪⎪
⎪⎧۲x +  ; x > ۱

 x
۲

۶x −  ;−۱ < x < ۱۲

 

۳ x۲
۱

۳ ; x < −۱

f  (۱)  f  (۱)′
+ = ′

−f  (−۱)  f  (−۱)′
+ = ′

−f (۰) =′ −∞f

D  =f ′ R− {۰, ±۱}
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جعبۀ ابزار:

تابع  روی  ناپیوسته و مشتق ناپذیر است. این تابع در  پیوسته است. به روش زیر مشتق آن را

می یابیم:

همچنین داریم:

بنابراین مشتق تابع روی  برابر  و در  مشتق وجود ندارد.

چالش سؤال: تشخیص مشتق پذیری تابع های براکتی

f(x) = [x] + [−x] =   {
−۱
۰

; x ∈ Z/

; x ∈ Z

f(x) = x([x] + [−x])Z− {۰}x = ۰

f (۰) =′
  

x→۰
lim

x− ۰
f(x) − f(۰)

=   =
x→۰
lim

x
x([x] + [−x]) − ۰

 [x] +
x→۰
lim [−x] = −۱

x ∈ / Z ⇒ f(x) = x([x] + [−x]) = −x ⇒ f (x) =′ −۱

(R− Z) ∪ {۰}−۱Z− {۰}
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جعبۀ ابزار: مشتق تابع مرکب، به این شکل است:

شیب خط مماس بر نمودار  در نقطۀ به طول  واقع بر آن، برابر با مشتق  در این نقطه است. از طرفی:

 پس  و درنتیجه:

. همچنین  و  که از آن به دست می آید:  پس 

یعنی:

شیب خط مماس را پیدا کردیم. عرض نقطۀ به طول  واقع بر منحنی  را هم پیدا کنیم:

معادلۀ خط مماس مورد نظر دارای شیب  و گذرا از نقطۀ  به صورت زیر است:

عرض از مبدأ این خط،  می باشد.

(fog) (x) =′ g (x) ⋅′ f (g(x))′

fogx = −۲fog

(fog) (x) =′ g (x) ⋅′ f (g(x)) ⇒′ (fog) (−۲) =′ g (−۲) ⋅′ f (g(−۲))′

g(x) = x +۳ ۱g(−۲) = −۸ + ۱ = −۷

(fog) (−۲) =′ g (−۲).f (−۷)′ ′

g (x) =′ ۳x۲g (−۲) =′ ۳(−۲) =۲ ۱۲f(x) = x −۲ ۲xf (x) =′ ۲x− ۲

f (−۷) =′ ۲(−۷) − ۲ = −۱۶

(fog) (−۲) =′ ۱۲ × (−۱۶) = −۱۹۲

x = −۲fog

(fog)(−۲) = f(g(−۲)) = f(−۷) = (−۷) −۲ ۲(−۷) = ۶۳

−۱۹۲(−۲, ۶۳)

y − y  =۰ m(x− x  ) ⇒۰ y − ۶۳ = −۱۹۲(x− (−۲)) ⇒ y = −۱۹۲x− ۳۲۱

−۳۲۱
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جعبۀ ابزار:

از حد هوپیتال می گیریم:

دقت کنید: مشتق چپ تابع در  به دلیل ناپیوستگی وجود ندارد ولی حاصل حد خواسته شده موجود است. به روش کلاسیک و تشریحی

زیر توجه فرمایید:

جالب نبود؟!!

چالش سؤال: تشخیص مشتق چپ و راست از روی تعریف

f  (a) =′
+   

h→۰+
lim

h
f(a + h) − f(a)

f  (a) =′
−   

h→۰−
lim

h
f(a + h) − f(a)

 

h→۰+
lim

h
f(۱− h) − f(۱− ۲h)

 HOP
h→۰+
lim

۱
−f (۱− h) + ۲f (۱− ۲h)′ ′

=  −
x→۱−
lim f (x) +′

 ۲f (x) =
x→۱−
lim ′

 f (x) =
x→۱−
lim ′

 ۲x =
x→۱−
lim ۲

x = ۱

 

h→۰+
lim

h
f(۱− h) − f(۱− ۲h)

۱−h<۱

۱−۲h<۱
  

h→۰+
lim

h
((۱− h) −  ) − ((۱− ۲h) −  )۲ ۱ ۲ ۱

=   

h→۰+
lim

h
(۱ + h − ۲h) − (۱ + ۴h − ۴h)۲ ۲

=   =
h→۰
lim

h
۲h− ۳h۲

 ۲−
h→۰
lim ۳h = ۲
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، گزینۀ 1 صحیح است. چون نیم مماس راست از زوایای کمتر از  به  نزدیک می شود، بنابراین شیب باتوجه به مشتق چپ و راست 

آن به  میل می کند ولی نیم  مماس چپ از زوایای بیشتر از  به  نزدیک می شود که شیب آن به  میل می کند.

y =  ⇒
f
۱

y =′  ⇒
f x۲ ( )
−f x′ ( )

   

⎩⎪⎪
⎪
⎨
⎪⎪
⎪⎧y  a =  = +∞′

+ ( )
f  a۲ ( )
−f  a′

+ ( )

y  a =  = −∞′
− ( )

f  a۲ ( )
−f  a′

− ( )

y =  

f
۱

 

۲
π

 

۲
π

+∞ 

۲
π

 

۲
π

−∞
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برای  عبارت  مثبت است، پس تابع به صورت زیر خلاصه می شود.

این تابع در  پیوسته است، زیرا:

، همچنین در  نقطۀ گوشه ای دارد. پس تابع  در نقاط این تابع در  نقطه ای گوشه ای دارد، زیرا 

 و  نقطۀ گوشه ای دارد و درنتیجه عرض نقاط گوشه ای تابع  برابر است با:

مجموع عرض ها برابر 6 است.

x > ۴x +۲ ۳x

f(x) =   {
∣x− ۳∣ ; x ≤ ۴
x + ۳x− ۲۷ ; x > ۴۲

x = ۴

f(x) =  f(x) =
x→۴
lim ۱

x = ۴f  (۴) f  (۴)′
+ = ′

−x = ۳f(x)

(۴ ,  ۱)(۳ ,  ۰)۲f(x + ۱) + ۲

y  =۱ ۲ × ۱ + ۲ = ۴ , y  =۲ ۲ × ۰ + ۲ = ۲
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با مشتق ترکیب توابع مواجه ایم:

برای محاسبۀ عبارت  داریم:

و حالا برای محاسبۀ عبارت  داریم:

پس عبارت  به این صورت است:

و لذا داریم:

، با جایگذاری  در رابطۀ اخیر داریم: حالا برای رسیدن به 

دقت دارید که  و  که در صورت سؤال داده شده، کاملاً سرکاری است.

g (x) =′ (f(x −۴ f(x +۳ x +۲ ۱)))  

′ مشتق مرکب
 f (x −

∗

 (x − f(x + x + ۱))۴ ۳ ۲ ′ ′ ۴ f(x +۳ x +۲ ۱))

∗

(x −۴ f(x +۳ x +۲ ۱)) =′ ۴x −۳
 

∗∗

 (f(x + x + ۱))۳ ۲ ′

∗∗

(f(x +۳ x +۲ ۱))  

′  مشتق مرکب 
(۳x +۲ ۲x)f (x +′ ۳ x +۲ ۱)

∗

۴x −۳ (۳x +۲ ۲x)f (x +′ ۳ x +۲ ۱)

g (x) =′ (۴x −۳ (۳x +۲ ۲x)f (x +′ ۳ x +۲ ۱))f (x −′ ۴ f(x +۳ x +۲ ۱))

g (۰)′x = ۰

g (۰) =′ (۰− (۰)f (۱))f (۰−′ ′ f(۱)) = ۰

f (۰) =′ −۲f (۱) =′ ۱
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تابع  در نقاط صحیح به غیر از  مشتق ناپذیر است، پس f روی  ناپیوسته است، ضمناً  در 

های غیر صحیح مشتق تابع  برابر  است. مشتق ناپذیر است، برای 

f(x) = x[x]x = ۰Z− {۰}f(x)x = ۰
xx[x][x]

f(x) = x[x] ⇒ f (x) =′ [x] ; x ∈ R− Z

گزینه 4 106

محاسبۀ آهنگ تغییر مشکل است، ازطرفی تابع در نقطۀ  مشتق پذیر است و باتوجه به کوتاه بودن طول بازه، آهنگ متوسط خواسته شده

بسیار نزدیک به آهنگ لحظه ای در نقطۀ  است.

پس پاسخ گزینۀ "2" یا "4" است. ازطرفی باتوجه به نمودار تابع، آهنگ تغییر در این تابع نزولی است، پس پاسخ گزینۀ "4" می باشد.

x = ۲
x = ۲

f(x) = ۳  ⇒۴x + ۱ f (x) =′
 ⇒

۲  ۴x + ۱
۳ × ۴

f (۲) =′ ۲

f(x) = ۳  ۴x + ۱

گزینه 4 107

نکته: اگر  تابعی مشتق پذیر باشد، آنگاه تابع   در ریشه های سادۀ معادلۀ   دارای مماس قائم است.

در اینجا  و  ریشه های داخل رادیکال هستند:

درنتیجه:

g(x)f x =( )  

۳ g x( )g x =( ) ۰
x = ۱x = b

x +۲ ax + ۲ = ۰  

b و ۱ ریشه ها

هستند
  ⇒{
ضرب ریشه ها : ۱ × b = ۲
جمع ریشه ها : ۱ + b = −a

 {
b = ۲
a = −۳

a − b = −۳− ۲ = −۵
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گزینه ها را بررسی می کنیم:

؛ پس تابع و مشتق آن می تواند برابر باشد. گزینۀ "1": به ازای  و 

؛ پس برابر نیست. به ازای  و 

؛ پس تابع و مشتق آن می تواند برابر باشد. گزینۀ "2": به ازای  و 

؛ پس برابر نیست. به ازای  و 

؛ پس تابع و مشتق آن می تواند برابر باشد. گزینۀ "3": به ازای  و 

؛ پس تابع و مشتق آن می تواند برابر باشد. به ازای  و 

؛ پس تابع و مشتق آن می تواند برابر باشد. گزینۀ "4": به ازای  و 

؛ پس برابر نیست. به ازای  و 

f x >′ ( ) ۰← x > ۰y > ۰
f x <′ ( ) ۰← x < ۰y > ۰

f x >′ ( ) ۰← x > ۰y > ۰
f x >′ ( ) ۰← x < ۰y < ۰

f x >′ ( ) ۰← x > ۰y > ۰
f x >′ ( ) ۰← x < ۰y > ۰

f x >′ ( ) ۰← x > ۰y > ۰
f x >′ ( ) ۰← x < ۰y < ۰
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راه حل اول:

برای محاسبۀ  از تغییر متغیر زیر استفاده می کنیم:

برای محاسبۀ  نیز به روش بالا عمل می کنیم:

پس حالا عبارت داده شده برابر است با:

راه حل دوم:

نکته:

بنابراین:

 =
h→۰
lim

h
f(۳− ۲h) − f(۳− ۵h)

  

h→۰
lim

h
f(۳− ۲h) − f(۳− ۵h) − f(۳) + f(۳)

=  (  ) −
h→۰
lim

h
f(۳− ۲h) − f(۳)

 (  )
h→۰
lim

h
f(۳− ۵h) − f(۳)

  

h→۰
lim

h
f(۳− ۲h) − f(۳)

−۲h = t ⇒    

⎩
⎨
⎧h = −  

۲
t

h→ ۰⇒ t → ۰

 =
h→۰
lim

h
f(۳− ۲h) − f(۳)

  =
h→۰
lim

−  

۲
t

f(۳ + t) − f(۳)
−۲   =

t→۰
lim

t
f(۳ + t) − f(۳)

−۲f (۳)′

  

h→۰
lim

h
f(۳− ۵h) − f(۳)

−۵h = t ⇒    

⎩
⎨
⎧h = −  

۵
t

h→ ۰⇒ t → ۰

 =
h→۰
lim

h
f(۳− ۵h) − f(۳)

  =
h→۰
lim

−  

۵
t

f(۳ + t) − f(۳)
−۵   =

t→۰
lim

t
f(۳ + t) − f(۳)

−۵f (۳)′

−۲f (۳) −′ (−۵f (۳)) =′ ۳f (۳) =′ ۳ × ۴ = ۱۲

 =
h→۰
lim

kh
f(a + mh) − f(a + nh)

(  )f (a)
k

m− n ′

 =
h→۰
lim

h
f(۳− ۲h) − f(۳− ۵h)

(  )f (۳) =
۱

−۲− (−۵) ′ ۳f (۳) =′ ۱۲
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راه اول:

چون تابع  در  ناپیوسته است، پس تابعی که در آن ضرب می شود باید عامل  داشته باشد (چرا؟) تا هم پیوسته و

پس از آن مشتق پذیر شود.

بنابراین:

بعد از صفر قرار دادن به دست می آید:

[−x]x  =۰ ۲x− ۲( )۲

۳ x− ۲ =( )۲ ۳x +۲ ax + b

a = −۱۲
b = ۱۲

گزینه 2 111

ابتدا پیوستگی تابع را در نقطۀ مرزی  بررسی می کنیم:

نکته: تابع قدرمطلق در ریشه مرتبه یک داخل قدرمطلق مشتق ناپذیر است.

نکته: در توابع رادیکالی با فرجۀ فرد، تابع در ریشه های عبارت زیر رادیکال مشتق ناپذیر است (البته به شرطی که مرتبۀ (توان) آن ریشه از فرجه

رادیکال بیشتر نباشد).

تابع در  مشتق ناپذیر است. تابع در  نیز مشتق ناپذیر است ولی چون  در بازه  قرار ندارد قابل قبول نیست.

پس تابع در 3 نقطه مشتق ناپذیر است.

x = ۱

   ⇒
 x− ۲ = ۱− ۲ = ۱

x→۱+
lim ∣ ∣ ∣ ∣

  =  

x→۱−
lim ۵ x − ۴x۲ ۵ −۳ ⎭⎪

⎬
⎪⎫

ناپیوسته است x = ۱ ⇒در مشتق ناپذیر است x = ۱ در

x− ۲ = ۰⇒ x = مشتق ناپذیر است⇒۲ x = ۲ تابع در

x −۲ ۴x = ۰⇒ x(x− ۴) = ۰⇒   {
x = ۰
x = ۴

x = ۰x = ۴x = ۴x ≤ ۱

پاسخ سؤالات 112 تا 115

1126

113−۴

1144

1152

پاسخ سؤال 116
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ماکزیمم نسبی116

117
الف

f x =′ ( ) ۰⇒ −۲x + ۲ = ۰⇒ x = ۱

ب
طول رأس سهمی  است، پس:

باتوجه به نمودار، در  مماس بر تابع خطی افقی است، پس همین نقطه، نقطۀ بحرانی تابع است.

x = −  =
۲a
b

۱

عرض رأس = f ۱ =( ) −۱ + ۲ + ۲ = ۳

x = ۱

الف) مثبت118

ب) منفی، منفی

پ) صفر

119
الف

S = xy = ۱۰۰۰۰⇒ y =
x

۱۰۰۰۰

هزینه ساخت دیوارها = C = ۲(۲y + ۸x) = ۴(y + ۴x) = ۴(  + ۴x)
x

۱۰۰۰۰

⇒ C x = ۴(  + ۴x) = ۱۶(  + x)( )
x

۱۰۰۰۰
x

۲۵۰۰
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ب

پس باید ابعاد زمین  و  انتخاب شود تا هزینه حداقل شود. حداقل هزینه هم 1600 میلیون تومان یعنی یک میلیارد و

ششصد میلیون تومان می باشد.

C x =′ ( ) ۱۶(  +
x۲

−۲۵۰۰
۱) = ۱۶(  ) =

x۲
x − ۲۵۰۰۲

۰⇒ x = ۵۰ x > ۰( )

x = ۵۰y = ۲۰۰

120
الف

 

f (x) = ۳x − ۱۲′ ۲

f (x) = ۰⇒ x = ±۲ ′نقاط بحرانی

 

f (۲) = ۸− ۲۴ + ۴ = −۱۲⇒ مینیمم نسبی : (۲,−۱۲)
f(−۲) = −۸ + ۲۴ + ۴ = ۲۰⇒ ماکزیمم نسبی : (−۲, ۲۰)

ب
[−۲, ۲]

121
f x = −۴x + a  −۴ + a = ۰⇒ a = ۴′ ( ) ۳ f ۱ =۰′( )

f ۱ = ۲⇒ −۱ + ۴ + b = ۲⇒ b = −۱( )

122
f x = ۳x − ۳ = ۰ ⇒  

′ ( ) ۲ {
x = −۱
x = ۱

⇒ max : ۳, ۲۵ , min : ۱, ۵
f −۱ = ۹( )
f ۱ = ۵( )

f ۳ = ۲۵( )
( ) ( )

پاسخ سؤال 123
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مثبت 123

124
f (۲) =′ ۰⇒ f (x) =′ ۳x +۲ ۲bx ⇒ b = −۳

f(۲) = ۱⇒ ۸ + (−۱۲) + d = ۱⇒ d = ۵

125

y =۲ ۱۶− x ⇒۲ S(x) = ۲x(  )۱۶− x۲

S (x) =  = ۰ x =  , y =  

′

 ۱۶− x۲
۳۲− ۴x۲

۸ ۸

 عرض  , ۲ ۸ طول   ۸

126
f (x) =′ ۰⇒ ۳x −۲ ۳ = ۰⇒ x = ±۱

اکیداً صعودی : (−∞,−۱), (۱, +∞)

اکیداً نزولی : (−۱, +۱)

127

f (x) =′ ۳x +۲ ۶x− ۹ = ۰ ⇒ {
x = ۱
x = −۳
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128

V  = πr h , R = ۶cmاستوانه
۲

r = R −OB = R − (  ) = ۳۶−  h۲ ۲ ۲ ۲
۲
h ۲

۴
۱ ۲

V = πh(۳۶−  h ) ⇒ V h = π(۳۶−  h ) = ۰
۴
۱ ۲ ′ ( )

۴
۳ ۲

h = ۴۸⇒ h = ۴  cm۲ ۳

129

. بنابراین نقطۀ  نقطۀ بحرانی تابع  است. مشتق تابع  به ازای صفر، برابر صفر است، یعنی 

همچنین نقاط  و  نیز نقاط بحرانی هستند.

g x =( ) −x −۲ ۱g (۰) =′ ۰B(۰,−۱)g

A(−۱,−۲)C(۲,−۵)

الف) باتوجه به نمودار، تابع در  ماکزیمم نسبی و در  مینمیم نسبی دارد.130

ب) ریشه های مشتق، نقاطی هستند که مماس در آن نقاط افقی است (مشتق در آن نقاط صفر است)، پس  و  نقاط بحرانی

تابع هستند.

پ) طبق قضیۀ فرما چون تابع مشتق پذیر است، پس نقاط بحرانی در ریشه های مشتق رخ می دهد.

x = ۱x = −۱
x = ۱x = −۱

f

131

همچنین نقاط انتهایی بازه یعنی 1- و 3 نیز نقاط بحرانی محسوب می شوند، پس:

پس  و  است.

f(x) = ۲x −۳ ۳x +۲ ۱⇒ f (x) =′ ۶x −۲ ۶x = ۰

۶x(x− ۱) = ۰⇒ }(نقاط بحرانی)  
x = ۰
x = ۱

max f(x) = ۲۸min f(x) = −۴

132
P مستطیل=  ۲(a + b) = ۱۰۰⇒ a + b = ۵۰⇒ b = ۵۰− a

S مستطیل=  ab = a(۵۰− a) = −a +۲ ۵۰a

S = max ⇒ S (a) =′ ۰⇒ ۵۰− ۲a = ۰⇒ a = ۲۵⇒ b = ۲۵
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133
الف

f x =′ ( ) −۶x +۲ ۶x + ۱۲ = ۰⇒  {
x = −۱
x = ۲

ب
f ۰ = −۹ min( )

f ۲ = ۱۱ max( )

f ۳ = ۰( )

134

p = xy = ۵x −۲ ۱۰x ⇒ p (x) =′ ۰⇒ ۱۰x− ۱۰ = ۰⇒   {
x = ۱
y = −۵

ها را در ناحیۀ 135 گزینۀ ت صحیح است. مشتق سهمی، تابع خطی (غیرثابت) است. چون طول نقطۀ مینیمم، منفی است پس  محور 

قطع می کند.

f ′xx < ۰

136

 قابل قبول است.

V (x) = (۱− ۲x) ×۲ x = x− ۴x +۲ ۴x۳

V (x) =′ ۱− ۸x + ۱۲x =۲ ۰⇒ x =  , x =
۲
۱

 

۶
۱

x =  

۶
۱

137
f (x) =′ ۲ax + b⇒ ۰ = ۲a + b⇒ b = −۲a

f(۱) = ۷⇒ ۷ = a + b⇒ a = −۷ , b = ۱۴

138
h =  , S = + ۳r

r۲
۳۰۰

r
۱۸۰۰ ۲

S =  + ۶r = ۰⇒ r =  ⇒ h =  

′

r۲
−۱۸۰۰ ۳ ۳۰۰ ۳ ۳۰۰
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139

نقطه  را روی منحنی انتخاب می کنیم. مساحت مستطیل را حساب می کنیم:

پس  طول و عرض مستطیل به ترتیب برابر با 8 و 4 هستند و  بیشترین مساحت

برابر 32 است.

M

  

S = ۲x(۱۲− x ) = ۲۴x− ۲x۲ ۳

S x = ۲۴x− ۲x ⇒ S x = ۲۴− ۶x = ۰  x = ۲( ) ۳ ′ ( ) ۲ x>۰

S ۲ =( ) ۴ ۱۲− ۴ =( ) ۳۲

نقطه ای از ساحل را که آرتا پیاده می شود،  می نامیم. می دانیم اگر  مسافت طی شده با سرعت ثابت  در مدت زمان  باشد، رابطۀ140

 یا معادل آن  برقرار است. بنابراین:

به دنبال یافتن مقدار مینیمم مطلق  هستیم. نقطۀ بحرانی  را به دست می آوریم.

، 0 و 8 نقاط بحرانی بازۀ  است. بنابراین نقاط به طول 

جدول تغییرات  به صورت زیر است:

، برابر  از جدول ملاحظه می شود که اگر  یعنی فاصله  از 

کیلومتر انتخاب شود، زمان رسیدن آرتا از  به  کم ترین زمان ممکن یعنی تقریباً 

 ساعت معادل سه ساعت و 18 دقیقه خواهد بود.

Dxvt

x = vtt =  

v
x

D Pتا زمان پارو زدن مسیر : t  =  =   ۱ ۲
P D

۲
۱

x + ۹۲

B Dتا زمان پیاده روی مسیر : t  =  =  = ۲−  x۲ ۴
DB

۴
۸− x

۴
۱

B Pبه زمان کل رسیدن از : t = t  + t  ۱ ۲

t x =( )   +
۲
۱

x + ۹۲ ۲(۲−  x) ; x ∈
۴
۱

۰, ۸[ ]

tt

t x =  ×  −  =  

′ ( )
۲
۱

۲  x + ۹۲

۲x
۴
۱

۴  x + ۹۲

۲x−  x + ۹۲

t x = ۰⇒ ۲x−  = ۰⇒ ۴x = x + ۹⇒ x =  ≃ ۱/۷۳ km′ ( ) x + ۹۲ ۲ ۲ ۳ ( )

 ۳[۰, ۸]

t x( )

xDA ≃۳ ۱/۷۳
PB

۳/۳
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فرض کنیم ابعاد مستطیل  و  باشند. کمیتی که قرار است ماکزیمم شود، مساحت مستطیل زیر است:141

برای آنکه  به صورت تابعی از  بیان شود، می توانیم  را برحسب  به دست آوریم:

با جایگذاری رابطۀ (2) در (1) خواهیم داشت:

همچنین ابتدا و انتهای بازه یعنی 0 و 7 نیز نقاط بحرانی محسوب می شوند.

ازآنجاکه  روی بازۀ   مشتق پذیر است، برای یافتن بقیۀ نقاط بحرانی آن کافی است ریشۀ معادلۀ  را بیابیم.

، 7 و 0 نقاط بحرانی بازۀ  است. بنابراین نقاط به طول 

جدول تغییرات تابع  در بازۀ موردنظر به شکل زیر است:

xl

S = x.l ۱( )

Sxlx

محیط مستطیل : P = ۱۴

۲ s + l =( ) ۱۴⇒ x + l = ۷⇒ l = ۷− x ۲( )

S x = x ۷− x( ) ( )

S x = −x + ۷x ; x ∈ ۰, ۷( ) ۲ [ ]

S(۰, ۷)S x =′ ( ) ۰

S x =′ ( ) ۰⇒ −۲x + ۷ = ۰⇒ x = ۳/۵ (طول نقطۀ بحرانی تابع)

۳/۵[۰, ۷]

S
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از جدول دیده می شود که بیشترین مقدار مساحت،  سانتی متر مربع است و این مقدار زمانی حاصل می شود که طول و عرض

مستطیل هم اندازه و مساوی  سانتی متر باشند؛ یعنی یک مربع به ضلع  سانتی متر داشته باشیم.

۱۲/۲۵
۳/۵۳/۵

پاسخ سؤالات 142 تا 144

142

پس نقطۀ  ماکزیمم نسبی و نقطۀ  مینیمم نسبی  است. دو نقطۀ  و  نقاط بحرانی هستند.

f x =′ ( ) ۳x +۲ ۶x− ۹ = ۰⇒ ۳(x + ۳)(x− ۱) = ۰⇒ x = ۱,−۳

−۳, ۱۷( )۱,−۱۵( )f−۳, ۱۷( )۱,−۱۵( )

143

نقطۀ  مینیمم نسبی و نقطۀ  ماکزیمم نسبی تابع  است. دو نقطۀ  و  نقاط بحرانی هستند.

g x =′ ( ) −۶x +۲ ۶x + ۱۲ = ۰⇒ x = −۱, x = ۲

−۱,−۱۶( )۲, ۱۱( )g−۱,−۱۶( )۲, ۱۱( )

144

چون تابع  نزولی اکید است، پس اکسترمم نسبی ندارد. تابع نقطۀ بحرانی ندارد.

h x =′ ( ) −۳x −۲ ۳ = ۰⇒ ریشۀ حقیقی ندارد

h x( )
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ابتدا نقاط بحرانی تابع  را به دست می آوریم.145

، علامت مخرج همواره مثبت است، پس علامت  درواقع همان علامت صورت مشتق خواهد بود. بنابراین، جدول تغییرات در 

تابع  به شکل زیر است:

باتوجه به جدول، دیده می شود که  ساعت پس از تزریق، میزان غلظت دارو در خون، حداکثر میزان ممکن خواهد بود.

C

C x =  

′ ( )
t + ۲۷( ۳ )۲

۳ t + ۲۷ − ۳t ۳t( ۳ ) ۲ ( )

C t = ۰⇒ ۳ t + ۲۷ − ۹t = ۰⇒ t + ۲۷ − ۳t = ۰⇒ t =  

′ ( ) ( ۳ ) ۳ ( ۳ ) ۳ ۳
۲
۲۷

⇒ t =  ≃ ۲/۳۸ (ساعت) C نقطۀ بحرانی تابع
 

۳ ۲
۳

( )

C t′ ( )C t′ ( )

C

 ≃
 

۳ ۲
۳

۲/۳۸

نیم دایره را به صورت شکل زیر و به معادلۀ  در نظر می گیریم.146

اگر نقطۀ  را روی نیم دایره در نظر بگیریم  خواهد بود.

برای مساحت مستطیل تابعی می نویسیم.

y =  ۴− x۲

MM (x,  )۴− x۲

S(x) = ۲x  , D =۴− x۲ ۰, ۲[ ]

S (x) =′ ۲  +  x =( ۴− x۲
۲  ۴− x۲
−۲x

)  =
 ۴− x۲

۲(۴− ۲x )۲
۰⇒ x = ±  ۲

S(۰) = S(۲) = ۰ , S(  ) =۲ ۲ ×۲  =۲ ۴⇒ S  =max ۴
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f را به دست آورده و آن را تعیین علامت می کنیم.147 ′

f x =′ ( ) ۳x −۲ ۳

f x =′ ( ) ۰⇒   {
x = −۱
x = ۱

دایره - مستطیل - بیضی148

149

150
O(−  , − ) =

۲
a

۲
b

(  ,  ) =
۲
۲

۲
۶

(۱ , ۳)

پاسخ سؤالات 151 تا 152

بیضی 151

دایره 152
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Rمطابق شکل شعاع دایره برابر با قدر مطلق عرض مرکز است؛ پس داریم: 153 = ∣ − ۲∣ = ۲

⇒ معادلۀ دایره : (x− ۳) +۲ (y + ۲) =۲ ۴

154

O    r =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

 = ۳
۲
−a

 = −۱
۲
−b   =

۲
۱

a + b − ۴c۲ ۲ ۲

به  دست می آید:155

a +۲ b −۲ ۴c > ۰⇒ ۹ + ۲۵− ۴a > ۰  ⇒    >
۲
۱۷

a

شکل حاصل دو مخروط است که در قاعده مشترک اند.156

شعاع دایره را محاسبه می کنیم:157

حال با داشتن مرکز و شعاع، معادلۀ دایره را می نویسیم:

OA = r ⇒ r =  =−۱− ۲ + ۳− ۱( )۲ ( )۲  ۱۳

x + ۱ +( )۲ y − ۳ =( )۲ ۱۳

158
,O(−۱الف ۰) , R = ۲

,۱)ب ۰) , (−۳, ۰)
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159

  

a = ۲b⇒ c = a − b = ۴b − b = ۳b ⇒ c =  b۲ ۲ ۲ ۲ ۲ ۲ ۳

tan B  =  =  =  =  ⇒ B  = ۶۰۱ OB
OF

b
c

b
 b۳

۳ ۱
∘

⇒ F F = ۲ × ۶۰ = ۱۲۰B̂ ′ ∘

160

OH =  =  =  

 ۲ + ۱۲ ۲

۲ −۱ + ۱ −۱ − ۲∣ ( ) ( ) ∣

 ۵
۵

۵

AOH H = ۹۰ : OH + AH = OA ⇒  + ۲ = r( ) ۲ ۲ ۲ ( ۵)
۲

۲ ۲

r = ۳⇒ x + ۱ + y + ۱ = ۹( )۲ ( )۲

161
 =  

a
c

۵
۴

 =  =  =  =  

S  

OAB ′
Δ

S  

OBF ′
Δ

 OB × OA
۲
۱ ′

 OB × OF
۲
۱ ′

 ba
۲
۱

 bc
۲
۱

a
c

۵
۴

162

بنابراین دو دایره متقاطع هستند: 

(x− ۱) +۲ (y + ۲) =۲ ۱⇒ O(۱,−۲) , R = ۱

x + y + ۶x + ۲y − ۶ = ۰⇒ O (−۳,−۱) , R = ۴۲ ۲ ′ ′

d = OO =  

′ ۱۷

۳ <  <۱۷ ۵

163
x + y + ۲x− ۴y + ۱ = ۰ : O(−۱ , ۲) , r = ۲۲ ۲

(x− ۲) + (y + ۱) = m : O (۲ , −۱) , r = m۲ ۲ ۲ ′ ′

OO = ۳  

′ ۲

OO = r + r ⇒ m + ۲ = ۳  ⇒ m = ۳  − ۲′ ′ ۲ ۲
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ابتدا مختصات مرکز و شعاع  دو دایره را حساب می کنیم:164

.( یعنی این دو دایره هم مرکز هستند. مساحت بین دو دایره برابر  است (زیرا نمی دانیم  بزرگ تر است یا 

هر دو مقدار به دست آمده برای  قابل قبول است.

C : x + y − ۴x + ۶y = ۳⇒ O ۲,−۳ , r =  = ۴۲ ۲ ( )
۲

 ۱۶ + ۳۶ + ۱۲

C : x− ۲ + (y + ۳) = m ⇒ O (۲,−۳) , r =  

′ ( )۲ ۲ ′ ′ m

S = π  r − r  

∣
∣
∣ ۲ ′۲

∣
∣
∣rr′

۴  =π  ( ۱۶−m ) ⇒π ∣ ∣  {
۱۶−m = −۴⇒ m = ۲۰
۱۶−m = +۴⇒ m = ۱۲

m

165
الف

O(−  ,−  ) =
۲
a

۲
b

(۲,−۱) , R =   =
۲
۱

a + b − ۴c۲ ۲ ۳

خیر، زیرا:ب

(۰) +۲ (۳) +۲ ۲(۳) − ۴(۰) − ۴  ۰=

166 

a =۲ b +۲ c  

۲ a=۵ , b=۳
c = ۴⇒ F F =′ ۸

167
چون نسبت طول به عرض مستطیل،  است، طول آن را  و عرض آن را  فرض می کنیم. اجسام حاصل، دو استوانه اند و مطابق شکل،

داریم:

 

۲
۳

۳x۲x

 =
V  ۲

V  ۱
 =

π(۳x) (۲x)۲
π(۲x) (۳x)۲

 

۳
۲

168
الف

c =  a ⇒
۵
۴

۹ +  a =
۲۵
۱۶ ۲ a ⇒۲ a = ۵ , c = ۴ , F F =′ ۸ , ۲a = ۱۰
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ب
A(۱,−۱) , A (−۹,−۱)′

169

چون  است، پس دو دایره متخارج اند.

x +۲ y −۲ ۶x− ۲y + ۹ = ۰⇒   {
O(۳ ,  ۱)

r =  = ۱۹ + ۱− ۹

x +۲ y =۲ ۱⇒    {
O (۰ ,  ۰)′

r = ۱′

∣OO ∣ =′
 =۹ + ۱  ۱۰

∣OO ∣ >′ r + r′

دو مستطیل به هم چسبیده و روی هم مانند شکل.170

171
کرهالف

استوانهب

مخروطپ

 

http://notruphil.com


نوتروفیل
 WWW.NOTRUPHIL.COM NOTRUPHIL

42/50لرنیتو 1403

مخروط ناقصت

مرکز و شعاع دایره را به دست می آوریم.172

پس نقطه داخل دایره قرار دارد.

x + y − ۲x + ۲y = ۰⇒ O ۱,−۱ , r =  

۲ ۲ ( ) ۲

OA =  = ۱⇒ OA < r۰ + ۱

173

مطابق شکل، باید حجم ناحیۀ بین دو استوانه را بیابیم که برابر است با:

 

 

 

π(۳ )(۳) −۲ π(۱ )(۳) =۲ ۲۴π

، بنابراین:174 . باتوجه به اینکه  و  مرکز بیضی محل برخورد قطر کانونی و قطر کوچک است، پس 

همچنین:

O(۲ , −۱)AA =′ ۱۲BB =′ ۸

AA = ۲a = ۱۲⇒ a = ۶′

BB = ۲b = ۸⇒ b = ۴′

c =۲ ۳۶− ۱۶ = ۲۰⇒ c = ۲  ⇒۵ F F =′ ۲c = ۴  ۵
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ازآنجاکه خطوط  و  موازی هستند، مرکز دایره روی خطی که موازی این دو خط و دقیقاً وسط آن ها قرار دارد، است.175

، یعنی  . برای یافتن مرکز دایره، دو خط  و  را معادلۀ خط مذکور عبارت است از 

تلاقی می دهیم:

حال فاصلۀ بین دو خط موازی  و  که برابر قطر دایرۀ موردنظر است را پیدا می کنیم:

y = x− ۳y = x + ۱

y = x + (  )
۲

۱− ۳
y = x− ۱y = x− ۱x + y = ۲

  ⇒ x− ۱ = −x + ۲{
y = x− ۱
y = −x + ۲

⇒ ۲x = ۳⇒   ⇒ O(  ,  )
⎩
⎨
⎧x =  

۲
۳

y =  

۲
۱ ۲

۳
۲
۱

y = x− ۳y = x + ۱

۲r =  =  = ۲  ⇒ r =  

 ۲
−۳− ۱∣ ∣

 ۲
۴

۲ ۲

⇒ (x−  ) + (y −  ) = ۲
۲
۳ ۲

۲
۱ ۲

مساحت سطح مقطع در صورتی به حداکثر می رسد که صفحه، از محور هر دو استوانه بگذرد که در این صورت، داریم:176

S سطح مقطع =  S  +ABCD S  =MNP Q ۶ × ۲ + ۴ × ۱ = ۱۶

حجم حاصل، فضای بین دو مخروط هم ارتفاع به ارتفاع 3 و شعاع های 3 و 2 است.177

V =  πr h , V  =
۳
۱ ۲

۱  (۳) (۳) =
۳
π ۲ ۹π , V  =۲  (۲) (۳) =

۳
π ۲ ۴π

V  −۱ V  =۲ ۹π − ۴π = ۵π

178
الف

P (C) = P (A)P (C∣A) + P (B)P (C∣A)

=  × +  ×  =  =  

۴
۳

۱۰۰
۳۵

۴
۱

۱۰۰
۱۵

۴۰۰
۱۰۵ + ۱۵

۱۰
۳

پاسخ سؤال 179
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ناسازگار179

180
الف

P (A (از مدرسۀ =  

۴
۳

P (B (از مدرسۀ =  

۴
۱

ب

P (معدل بالای۱۸) =  ×
۴
۱

 +
۱۰۰
۱۵

 ×
۴
۳

 =
۱۰۰
۲۵

 =
۴۰۰

۱۵ + ۷۵
 =

۴۰۰
۹۰

 

۴۰
۹

181
الف

P ( قبول نشده ) =  ×
۳
۲

۰/۴ +  ×
۳
۱

۰/۳ =  +
۳۰
۸

 =
۳۰
۳

 

۳۰
۱۱

پاسخ سؤال 182

مستقل182

183
P A =( )  ×

۲
۱

 +
۱۰۰
۷

 ×
۲
۱

 =
۱۰۰
۴

 

۲۰۰
۱۱
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184
P (A) =  +

۲
۱

(  ×
۲
۱

×
۲
۱

 ×
۲
۱

 ) ×
۲
۱

۳ =  

۱۶
۱۱

185
P (همرنگ بودن) = P (هر دو آبی) + P (هر دو قرمز)

=  × +  ×  =  =  =  

۸
۳

۹
۵

۸
۵

۹
۵

۷۲
۱۵ + ۲۵

۷۲
۴۰

۹
۵

186

⇒  ×
۳
۱

 +
۲
۱

 ×
۳
۱

 +
۳
۲

 ×
۳
۱

 =
۵
۲

 

۹۰
۴۷

187

P (قرمز بودن) =  ×
۱۰
۷

 +
۱۳
۷

 ×
۱۰
۳

 =
۱۳
۶

 =
۱۳۰

۴۹ + ۱۸
 

۱۳۰
۶۷

پاسخ سؤال 188

188{۱}

189
P = (۰/۴۵ × ۰/۰۴) + (۰/۵۵ × ۰/۰۶) = ۰/۰۵۱
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190

 =
 ×  +  ×  +  ×  

۲۱
۳

۱۴
۷

۲۱
۱۲

۱۴
۶

۲۱
۶

۱۴
۵

 ×  +  ×  

۲۱
۳

۱۴
۷

۲۱
۶

۱۴
۵

 =
۱۷ + ۲۴
۱۷

 

۴۱
۱۷

،  و  و پیشامد خارج شدن مهرۀ قرمز را با  نمایش می دهیم. بنابراین به دنبال یافتن191  ، پیشامد انتخاب ظرف ها را به ترتیب با 

 هستیم و داریم:

با نمودار درختی به صورت زیر نیز می توان مسئله را حل کرد:

احتمال اینکه مهرۀ قرمزی خارج شود و از ظرف اول باشد: 

احتمال اینکه مهرۀ قرمزی خارج شود و از ظرف دوم باشد: 

احتمال اینکه مهرۀ قرمزی خارج شود و از ظرف سوم باشد: 

احتمال اینکه مهرۀ قرمزی خارج شود و از ظرف چهارم باشد: 

حال مجموع احتمال های بالا پاسخ مسئله می باشد.

A  ۱A  ۲A  ۳A  ۴B

P (B)

P (A  ) = P (A  ) = P (A  ) = P (A  ) =  ۱ ۲ ۳ ۴ ۴
۱

P (B∣A  ) =  , P (B∣A  ) = ۱ , P (B∣A  ) =  , P (B∣A  ) = ۰۱ ۱۴
۴

۲ ۳ ۸
۶

۴

P (B) = P (A  )P (B∣A  ) + P (A  )P (B∣A  ) + P (A )P (B∣A  ) + P (A  )P (B∣A  )۱ ۱ ۲ ۲ ۳ ۳ ۴ ۴

=  × +  × ۱ +  ×  +  × ۰ =  

۴
۱

۱۴
۴

۴
۱

۴
۱

۸
۶

۴
۱

۱۱۲
۵۷

 ×
۴
۱

 

۱۴
۴

 ×
۴
۱

۱

 ×
۴
۱

 

۸
۶

 ×
۴
۱

۰
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192

P (پذیرفته شدن) = P ریاضی) (پذیرفته شدن∩ + P تجربی) (پذیرفته شدن∩ + P انسانی) (پذیرفته شدن∩

= P (ریاضی) × P (ریاضی∣پذیرفته شدن) + P (تجربی) × P (تجربی∣پذیرفته شدن)
+ P (انسانی) × P (انسانی∣پذیرفته شدن )

=  ×
۱۰
۱

 +
۱۰۰
۴۵

 ×
۱۰
۶

 +
۱۰۰
۱۰

 ×
۱۰
۳

 =
۱۰۰
۳۰

 +
۱۰۰۰
۴۵

 +
۱۰۰۰
۶۰

 =
۱۰۰۰
۹۰

 =
۱۰۰۰
۱۹۵

۰/۱۹۵

،  و  و برنده شدن سامان را با  نمایش دهیم، خواهیم داشت:193 Aاگر انتخاب ادبیات، ریاضی و اطلاعات عمومی را به ترتیب با   ۱A  ۲A  ۳B

P (B) = P (A  )P (B∣A  ) + P (A  )P (B∣A  ) + P (A )P (B∣A  )۱ ۱ ۲ ۲ ۳ ۳

=  × +  ×  +  ×  =  

۲
۱

۱۰۰
۹۰

۶
۱

۱۰۰
۶۰

۳
۱

۱۰۰
۸۵

۶
۵

194

احتمال موردنظر شاخه های 1 و 3 و 5 است که به صورت زیر محاسبه می شود:

P = P (۱ (شاخۀ + P (شاخۀ۳) + P (۵ (شاخۀ

=  × +  ×  +  ×  =  = ۰/۰۳۴
۱۰۰
۲۰

۱۰۰
۳

۱۰۰
۵۰

۱۰۰
۵

۱۰۰
۳۰

۱۰۰
۱

۱۰۰۰۰
۳۴۰
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گزینه 2 195

P  هر دو زرد ) ( همرنگ باشند   =∣
∣

 =
 ×  +  ×  

۷
۳

۷
۴

۷
۴

۷
۴

 ×  

۷
۴

۷
۴

 =
۱۲ + ۱۶
۱۶

 

۷
۴

گزینه 4 196

P (۳ سکه رو ) = P P.(۳ آمدن تاس ∣۳ سکه رو ) (۳ آمدن تاس ) + P P.(۴ آمدن تاس ∣۳ سکه رو ) (۴ آمدن تاس )

+ P P.(۵ آمدن تاس ∣۳ سکه رو ) (۵ آمدن تاس ) + P P.(۶ آمدن تاس ∣۳ سکه رو ) (۶ آمدن تاس )

=     +    +    +    

۶
۱
[(

۳
۳)(

۲
۱

)
۳

(
۴
۳)(

۲
۱

)
۴

(
۵
۳)(

۲
۱

)
۵

(
۶
۳)(

۲
۱

)
۶

]

=   +  +  + =   =
۶
۱

[
۸
۱

۱۶
۴

۳۲
۱۰

۶۴
۲۰

]
۶
۱

۱۶
۲ + ۴ + ۵ + ۵

۶
۱

گزینه 3 197

اگر بخواهیم آن روی کارت که دیده ایم آبی باشد، ممکن است یکی از دو اتفاق زیر افتاده باشد:

یک کارت دو رو آبی (BB) برداشته ایم یا اینکه یک کارت یک رو آبی و یک رو قرمز برداشته ایم. (RB)، پس داریم:

وقتی یک کارت یک رو آبی و یک رو قرمز است به احتمال  روی آبی آن به طرف ما است.

P (B) = P (BB)P (B∣BB) + P (RB)P (B∣RB)

=  ×
۱۰
۳

۱ +  ×
۱۰
۵

 =
۲
۱

 +
۱۰
۳

 =
۲۰
۵

 

۲۰
۱۱

 

۲
۱
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گزینه 1 198

P = P (۲) شاخۀ +( ) P )شاخۀ(۳) )

⇒  =
۲۱
۱۰

 ×
n + ۵

n
 +

n + ۴
۵

 ×
n + ۵
۵

 =
n + ۴

n
 

n + ۹n + ۲۰۲
۱۰n

⇒ n +۲ ۹n + ۲۰ = ۲۱n⇒ n −۲ ۱۲n + ۲۰ = ۰⇒ n =   {
۲ غ.ق.ق
۱۰ ق.ق

گزینه 1 199

P = P (۲ (شاخۀ + P (شاخۀ۳) + P (۶ (شاخۀ + P (۷ ((شاخۀ

=  ×
۳
۲

 ×
۸
۵

 +
۶
۲

 ×
۳
۲

 ×
۸
۳

 +
۶
۳

 ×
۳
۱

 ×
۵
۳

 +
۹
۳

 ×
۳
۱

 ×
۵
۲

 =
۹
۵

 

۱۰۸۰
۴۳۷
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گزینه 2 200

، مرد بودن را با  و باسواد بودن را با  نمایش می دهیم. ZMBپیشامد زن بودن را با 

 =
n(M )
n(Z)

 ⇒
۳
۴

n(Z) =  n(M ) ⇒
۳
۴

P (Z) = P (M )
۳
۴

P (Z) + P (M ) = ۱⇒  P (M ) + P (M ) = ۱
۳
۴

⇒ P (M ) =   ,  P (Z) =  

۷
۳

۷
۴

P (Z ∪B) = P (Z) + P (B) − P (Z ∩B)

=  + ( ×  +  ×  ) −  ×  

۷
۴

۷
۴

۱۰۰
۴۰

۷
۳

۱۰۰
۶۰

۷
۴

۱۰۰
۴۰

=  + ×  =  =  

۷
۴

۷
۳

۵
۳

۳۵
۲۰ + ۹

۳۵
۲۹
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